










[007392]

Exercice 7393

Voici la table d'un groupeG. Quel est l'ordre deG ? Le groupeG est-il nécessairement commutatif ?
Compléter la table en énonçant précisément les propriétés utilisées.

� a b c d e
a d c
b e a d
c a
d d e
e b a

[007393]

Exercice 7394

Considérons le groupe(F41) � . Quels sont les ordres possibles d'un élément de ce groupe ? Combien
d'éléments de chaque ordre ce groupe possède -t-il ? Déterminer en le justi�ant un générateur de ce
groupe. [007394]

Exercice 7395

(a) Montrer que le polynômeX3 + X + 1 est irréductible dansF2[X].

(b) Quelle est alors la structure de l'ensemble quotientA = F2[X]=(X3 + X + 1) ?

(c) Quel est le cardinal deA ? Soita la classe du polynômeX dans ce quotientA. Donner la liste des
éléments deA.

(d) Sans calculs, mais en justi�ant votre réponse, dire ce que valent les quantités suivantes

a + a ; a 3 + a + 1; a 7:

(e) Déterminer l'ordre multiplicatif dea dansA� .

(f) Etablir la table des puissances dea .

(g) Calculer(1+ a )(1+ a 2).

(h) Calculera 3 + a 2 comme puissance dea .

(i) Calculer(1+ a ) � 1.

[007395]

3.7 203.99 - Examen

Exercice 7396

(a) Enoncer le théorème de Lagrange.

(b) SoitG un groupe eta un élément d'ordrek dansG. Soit p un entier naturel. Quel est l'ordre deap

?

(c) Le groupeS 3 des permutations def 1;2;3g est-il cyclique ? (justi�er)

(d) Enoncer le théorème de la division euclidienne dansk[X].
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(e) Enoncer le théorème de la division euclidienne dansZ[i].

[007396]

Exercice 7397

(a) La classe[51] est-elle inversible dans l'anneauZ=131Z. Si oui, calculer 92� 51� 1 dansZ=131Z.
Le résultat doit être représenté par un nombre compris entre 0 et 130.

(b) Trouver l'ensemble des diviseurs de zéro dansZ=16Z. (Dans cet exercice on ne considère pas le 0
comme un diviseur de zéro.) Représenter chaque classe par un nombre compris entre 1 et 15.

[007397]

Exercice 7398

(a) On rappelle que le seul polynôme irréductible de degré 2 surF2 estX2 + X + 1. Montrer que le
polynômeX4 + X + 1 est irréductible dansF2[X].

(b) On noteA := F2[X]= < X4 + X + 1 > l'anneau quotient deF2[X] par l'idéal engendré parP. La
classe de 3X5 + X2 + X + 7 est-elle nulle dansA ? L'anneauA est-il un corps ? Combien a-t-il
d'éléments ?

(c) On notea la classe du polynômeX dansA. Déterminera 4 et a 15 comme polynômes de degré au
plus 3 ena .

(d) Le polynômeX15 � 1 est-il un multiple deX4 + X + 1 dansF2[X] ?

[007398]

Exercice 7399

(a) On considère le code binaire, linéaire engendré par la matrice
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Quel est son alphabet ? sa longueur ? sa dimension ? un polynôme générateur ? son nombre de
mots ?

(b) Le code est-il cyclique ?

(c) Ecrire une matrice de contrôle. Montrer que la distance du code est au moins 3. Combien d'erreurs
peut-on alors détecter ? combien d'erreurs peut-on alors corriger ?

(d) Le mot(0;0;0;1;0;1;1;1;1;1;1;0;0;1;1) est-il un mot de code ? Si non, en supposant qu'il n'a
qu'une erreur, écrire le mot de code dont il provient.
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(a) Quels sont les ordres possibles des éléments deF�
19. Déterminer l'ordre de 2 dansF�

19.

(b) Bernard choisit sa clé privéec = 3. Déterminer sa clé publiqueC = Gc.

(c) Alice choisit une clé temporaire privéed = 7. Quelle est sa clé publiqueD ? Elle souhaite envoyer le
messagem= 11. Elle le chiffre en utilisant la clé publiqueC de Bernard par(M1;M2) = ( D;mCd).
Expliciter ce message chiffré.

(d) Comment Bernard retrouve-t-il le messagem?

(e) Dans un second envoi, Bernard reçoit(8;3). Quel est le messagem envoyé cette fois par Alice ?
Quelle clé privée a-t-elle utilisé cette fois ?

[007404]

3.9 203.99 - Examen

Exercice 7405Questions de cours

(a) Énoncer le théorème de Lagrange.

(b) Donner l'exemple de deux groupes �nis de même ordre non isomorphes. Justi�er le fait que les
deux groupes choisis ne sont pas isomorphes.

(c) Donner la dé�nition d'un sous-groupedistingué.

(d) L'anneau(Z=24Z;+ ; � ) est-il intègre ? Justi�er.

(e) Effectuer la division euclidienne deX3 + 2X2 � 5X + 8 parX2 � 1 dansZ=5Z[X].
(f) Effectuer la division euclidienne deX3 + 2X2 � 5X + 8 par 2X2 � 1 dansZ=5Z[X].

[007405]

Exercice 7406

(a) Calculer les produits dansS 7, (1;2)(1;3) et (1;2)(2;3)(1;2).
(b) L'ensemble des transpositions deS 7 est-il un sous-groupe deS 7 ?

[007406]

Exercice 7407

(a) Montrer que 1 est dans le sous-groupe de(Z;+) engendré parf 3;8g.

(b) Quel est le sous-groupe engendré parf 3;8g ?

(c) Quel est le sous-groupe engendré parf 3;8;15g ?

[007407]

Exercice 7408

(a) Décomposer en produit de cycles à supports disjoints la permutation

s =
�

1 2 3 4 5 6 7
7 6 3 1 4 2 5

�
:

(b) Déterminer son ordre.
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(b) Soit D un ouvert connexe et( fi : D ! C)N
i= 1 une famille �nie d'applications holomorphes. On

suppose que

8z2 D;
N

å
i= 1

j fi(z)j2 = 1:

Montrer que toutes lesfi sont constantes surD.

[007639]

Exercice 7640Application bornée

Montrer que pour tout nombre complexez dans le disque unitéD,
�
�
�
�
4z+ 3
4+ 3z

�
�
�
� 6 1:

[007640]

Exercice 7641Singularités

Que vaut, en fonction du nombre réelr > 0, l'intégrale

Ir :=
Z

Dr

dz
2z2 � 5z+ 2

?

On précisera les valeurs der exclues. [007641]

Part IV

M1

9 Géométrie différentielle

9.1 352.00 - Courbes dansRn

Dans toute cette feuille,Rn sera un espace af�ne réel euclidien orienté de dimensionn.

Exercice 7642Hélice

(a) Soientr eth deux nombres réels strictement positifs. La courbe paramétrée suivante, appelée hélice,
est-elle régulière ?

c : R ! R3

t 7!

0

@
r cost
r sint

ht

1

A

(b) Les courbes paramétrées suivantes sont-elle régulières ?

d : R ! R2

t 7!
�

t2

t3

�
et

e : ]0;+ ¥ [ ! R2

t 7!
�

t2

t3

�

[007642]

Exercice 7643Reparamétrage d'une courbe régulière
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(d) SoitG un sous-groupe �ni deGL2(Z).
• Montrer que le cardinal deG est un diviseur de 48.
• Montrer que le cardinal deG ne peut pas être égal à 48. (On pourra, éventuellement, étudier

F 8(X) considéré comme un polynôme à coef�cients dansF3.)

[007772]

Exercice 7773Classi�cation des groupes d'ordre 8

SoitG un groupe d'ordre 8.

(a) Enumérer quatre groupes d'ordre 8, deux à deux non isomorphes, et même 5 si possible.

(b) On suppose que tous les éléments deG sont d'ordre 2. Montrer queG est abélien. Soita et b deux
éléments non neutres distincts deG. Montrer quef e;a;b;abg est un sous-groupe d'ordre 4 deG.
Déterminer un isomorphisme deG avec un groupe connu.

(c) On suppose queG admet un élémenta d'ordre 4. Soitb un élément hors du sous-groupe engendré
para. Montrer quehai est distingué et queb2 appartient àhai .

i. Quel est l'ordre deb si b2 = a ou sib2 = a3 ? Conclure dans ce cas.
ii. Si b2 = e, montrer queG est un produit semi-direct et en déduire un isomorphisme avec un

groupe connu.
iii. Si tous les éléments hors de< a > ont un carré égal àa2, établir la liste des éléments et la table

de multiplication deG à l'aide seulement dea etb.

[007773]

11.3 320.00 - Groupes abéliens

Exercice 7774Théorème de Sylow pour les groupes abéliens �nis

Soit G = f a1;a2; � � � ang un groupe �ni. On notea i l'ordre de l'élémentai . Soit p un diviseur premier de
j G j l'ordre deG.

(a) Montrer que l'application

f : Z=a1Z � Z=a2Z � � � � � Z=anZ ! G
(h1;h2; � � � ;hn) 7! ah1

1 ah2
2 � � � ahn

n

est une application bien dé�nie. Démontrer que c'est un homomorphisme de groupes puis qu'il est
surjectif.

(b) En déduire quep divisea1a2 � � � an.

(c) Montrer qu'il y a dansG un élément d'ordrep.

(d) En raisonnant par récurrence sur l'ordre du groupe et en considérant l'ensembleG= < x > où x est
un élément d'ordrep dansG, montrer queG admet unp-Sylow.

(e) Montrer qu'un groupe abélien est simple si et seulement s'il est cyclique, d'ordre un nombre
premier.

[007774]

Exercice 7775

(a) Soit G un groupe,a et b deux éléments d'ordre �ni qui commutent. On suppose que les sous-
groupes engendréshai ethbi ont une intersection réduite au singleton élément neutref eg.
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13.12 313.00 - Quaternions, SO3(R) et SO4(R)

Exercice 7901 Représentation matricielle des nombres complexes et des quaternions

(a) Déterminer dans M(2,R) une matrice I telle que I2 =−Id.

(b) En déduire un morphisme non nul d’anneaux de C dans M(2,R).
(c) Soit

I =
[

1 0
0 1

]
A=

[
i 0
0 −i

]
B=

[
0 1
−1 0

]
et C=

[
0 i
i 0

]
Établir la table de multiplication de G := {I ,−I ,A,−A,B,−B,C,−C}. Est-ce un groupe ? Est-il
cyclique ?

(d) La sous-algèbre H de M(2,C) engendré par G est-elle commutative ? un corps gauche ?

[007901]

13.13 328.00 - Classification des coniques euclidiennes affines

Exercice 7902 Droites et quadriques

Une quadrique d’un espace projectif P(V) est le lieu des zéros d’une forme quadratique f sur V.

(a) Montrer que toute quadrique qui contient trois points distincts d’une droite d contient toute la droite
d.

(b) Déterminer la dimension de l’espace des quadriques de P3(K).

(c) Soit d1,d2,d3 trois droites de P3(K). Montrer qu’il existe une quadrique qui les contient.

[007902]

Exercice 7903

On considère le plan euclidien muni d’un un repère orthonormé (O,−→� ,−→) et la courbe (C) d’équation

4x2−4xy+y2−3x−y−1 = 0

(a) Montrer que (C) est une parabole.

(b) Trouver un repère orthonormé (S,−→u1 ,
−→u2) tel que (C) ait une équation de la forme x2 = 2py dans ce

repère.

[007903]

Exercice 7904

(a) Construire à la règle et au compas la tangente à un cercle C passant par un point A hors du disque
délimité par C .

(b) Soit maintenant C et C ′ deux cercles non concentriques. Construire les centres Ω et O des homothéties
qui envoient C sur C ′.

(c) Construire deux tangentes communes à C et à C ′.

[007904]
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Indication pour l’exercice ?? ▲

Pour la dernière question, on pourra montrer que u∂u
∂x +v∂v

∂x = 0 puis que u(u∂u
∂x +v∂v

∂x) =
∂u
∂x .
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Correction de l’exercice 7360 ▲

(a) Dans S7, (1,2)(1,3) = (132) et par conjugaison (1,2)(2,3)(1,2) = (1,3).

(b) L’ensemble des transpositions de S7 ne contient pas l’identité : ce n’est donc pas un sous-groupe
de S7. Le premier calcul montre qu’il n’est pas non plus stable par produit.

Correction de l’exercice 7363 ▲

(a) Les ordres possibles des éléments d’un groupe d’ordre 6 sont, par le théorème de Lagrange les
diviseurs de 6 c’est à dire 1,2,3 et 6.

(b) Les éléments inversibles de (Z/7Z,×) sont les classes des entiers premiers à 7 c’est à dire toutes
les classes non nulles.

(c) la table de multiplication de ((Z/7Z)⋆,×) est

× 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

(d) On calcule l’ordre multiplicatif de 2. Comme 23 = 1 l’ordre de 2 est 3. Comme 32 = 2 et 33 = 6, 3
est d’ordre 6. C’est donc un générateur de ((Z/7Z)⋆,×).

(e) On déduit de la question précédente que ((Z/7Z)⋆,×) est un groupe cyclique d’ordre 6. Il a donc
φ(6) = φ(2)φ(3) = 2 générateurs.

(f) Dans le groupe Z/2Z×Z/4Z tous les éléments g vérifient 4g = 0. Il n’y a donc aucun élément
d’ordre 8. Ce groupe n’est donc pas cyclique.

(g) Par le théorème chinois, puisque 4 et 5 sont premiers entre eux, Z/20Z est isomorphe à Z/4Z×
Z/5Z. Le groupe (Z/20Z)⋆ est donc isomorphe au produit (Z/4Z)⋆× (Z/5Z)⋆. Comme (Z/4Z)⋆
est un groupe d’ordre 2, il est isomorphe à Z/2Z. Comme 5 est premier, (Z/5Z)⋆ est un groupe
cyclique d’ordre 4 donc isomorphe à Z/4Z. Par conséquent, le groupe (Z/20Z)⋆ n’est pas cyclique.

Correction de l’exercice 7364 ▲

(a) Comme α et β sont à support disjoint, ils commutent αβ = βα

(b) L’ordre de α donner comme produit de cycles à support disjoint est le ppcmdes ordres des cycles
qui le composent, donc ppcm(3,2) = 6. Celui de la transposition β est 2.

(c) α−1 = (175)(43) et β−1 = (26).

(d) Montrons que S= {α i ◦β j ,0 ⩽ i ⩽ 5,0 ⩽ j ⩽ 1} est un sous-groupe de S7.
*stabilité par produit : Soit α i ◦β j et αk◦β l deux éléments de Soù 0 ⩽ i ⩽ 5,0 ⩽ j ⩽ 1 et 0 ⩽ k⩽
5,0 ⩽ l ⩽ 1.

(α i ◦β
j)◦ (αk ◦β

l ) = α
i ◦β

j ◦α
k ◦β

l

= α
i
α

k
β

j
β

l = α
i+k

β
j+l

Comme α6 = Id, en considérant le reste 0 ⩽ r ⩽ 5 de la division euclidienne de i + k par 6 et
celui 0 ⩽ s⩽ 1 de la division euclidienne de j + l par 2 on obtient (α i ◦β j)◦ (αk ◦β l ) = α rβ s qui
appartient donc à S.
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*stabilité par inversion : Soit α i ◦β j dans Soù 0⩽ i ⩽ 5,0⩽ j ⩽ 1. Comme α6 = Id, (α i)−1 =α6−i .
Comme β 2 = Id, β−1 = β .

(α i ◦β
j)−1 = (β j)−1(α i)−1 = β

j
α

6−i = α
6−i

β
j

qui appartient donc à S.

(e) Soit α i ◦ β j et αk ◦ β l deux éléments de S où 0 ⩽ i ⩽ 5,0 ⩽ j ⩽ 1 et 0 ⩽ k ⩽ 5,0 ⩽ l ⩽ 1. Si
α i ◦β j = αk ◦β l , alors α iα6−k = β l β j . Comme α et β sont à support disjoint, ceci implique que
α iα6−k = Id et β l β j = Id, soit en particulier l = j . On en déduit que i = k. Donc tous les éléments
de la liste {α i ◦β j ,0 ⩽ i ⩽ 5,0 ⩽ j ⩽ 1} sont distincts. L’ordre de Sest donc 6×2 = 12.

(f) Soit H un sous-groupe de S7 qui contient α et β . Par stabilité par produit, il contient α i , β j et
α i ◦β j pour tout 0 ⩽ i ⩽ 5,0 ⩽ j ⩽ 1. Il contient donc S.

(g) On peut déduire des questions 4. et 6. précédentes que le sous-groupe de S7 engendré par α et β

est S.

(h) Comme α et β sont à support disjoint, α ◦β = (157)(43)(26) est une écriture en produit de cycles
à support disjoint. L’ordre de α ◦β est donc ppcm(3,2,2) = 6.

(i) Une écriture en produit de cycles à support disjoint de α i ◦β j montre que son ordre est inférieur
à ppcm(3,2) = 6. Par conséquent, le sous-groupe S qui n’a pas d’éléments d’ordre 12 n’est pas
cyclique.

Correction de l’exercice 7365 ▲

(a) On vérifie d’abord que

A−1 =

(
0 1/2
1 0

)
et B−1 =

(
1 −4
0 1

)
Calculer les produits de matrices ADA−1 et BDB−1 dans GL(2,R) où

ADA−1 =

(
0 1
2 0

)(
2 0
0 3

)(
0 1/2
1 0

)
=

(
3 0
0 2

)

BDB−1 =

(
1 4
0 1

)(
2 0
0 3

)(
1 −4
0 1

)
=

(
2 4
0 3

)
(b) Comme D ∈ D et B∈ GL(2,R) mais BDB−1 n’appartient pas à D , le sous-groupe D de GL(2,R)

des matrices diagonales inversibles n’est pas distingué dans GL(2,R).
(c)

AB=

(
0 1
2 8

)
.

(d) trace(AB) = 0+8 = 8 et trace(A)+ trace(B) = 0+2 = 2 ̸= 8. Par conséquent, tracen’est pas un
morphisme de groupes de GL(2,R) dans (R,+).

Correction de l’exercice 7369 ▲

(a) On peut affirmer que l’ordre de a est un diviseur de m.

(b) Il s’agit de l’idéal pgcd(18,28)Z= 252Z.

(c)

(d)
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(e) Z/4Z et Z/2Z×Z/2Z sont deux groupes d’ordre 4, mais le second dont tous les éléments sont
d’ordre 1 ou 2 n’est pas cyclique.

(f) Comme (1,2)(1,3)(1,2) = (2,3), (1,2) et (1,3) ne commutent pas. Par conséquent, le groupe S4
n’est pas cyclique.

Correction de l’exercice 7370 ▲

(a) (−7387)− (−1601) = −5786 = (−2)2893 donc, l’entier −1601 est un représentant de la classe
[−7387]2893 de Z/2893Z.

(b) Par le petit théorème de Fermat, 1112 = 1[13]. On effectue la division euclidienne de 329 par 12.
329− 27× 12 = 5. Par conséquent, 11329 = 115[13]. 112 = 121 = 4[13], 114 = 42 = 3[13], d’où
11329 = 115 = 33 = 7[13]

(c) Puisque pgcd(51,131) = 1, la classe [51] est inversible dans Z/131Z. En utilisant l’algorithme
d’Euclide on trouve que 1 = 131× (−7)+51×18. Alors, dans Z/131Z on a 51−1 = 18.

Correction de l’exercice 7371 ▲

(a) X3 +X+1 = (X2 +X+1)(X−1)+(X+2) et X2 +X+1 = (X+2)(X−1)+3. Une relation de
Bezout entre X2 +X+1 et X3 +X+1 dans R[X] est

3 = (X2 +X+1)− (X+2)(X−1) = (X2 +X+1)− (X−1)[(X3 +X+1)− (X2 +X+1)(X−1)]

soit
3 = (−X+1)(X3 +X+1)+(X2−2X+2)(X2 +X+1).

(b) Puisque X3 +X + 1 et X2 +X + 1 sont premiers entre eux, la classe du polynôme X2 +X + 1
inversible dans l’anneau quotient R[X]/(X3 +X+1). Son inverse est la classe de (X2−2X+2)/3,
comme le donne la relation de Bezout.

Correction de l’exercice 7372 ▲

(a)

(b) Comme φ(12) = φ(3)φ(22) = 2×2 = 4 il y a quatre éléments inversibles dans l’anneau (Z/12Z).
Il s’agit de 1,−1 = 11,5,−5 = 7. Comme 55 = 25 = 1[12], tous les éléments sont d’ordre 1 ou
2. Le groupe (Z/12Z)× est donc isomorphe à Z/2Z×Z/2Z. On peut aussi remarquer que par le
théorème chinois, (Z/12Z)× = (Z/4Z)×× (Z/3Z)× = Z/2Z×Z/2Z.

Correction de l’exercice 7373 ▲

Comme il s’agit d’un groupe d’ordre 5, il est cyclique donc commutatif. La table se complète donc en

∗ a b c d e
a e d c
b e a d
c d a b
d d e
e c d b e a
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Comme de= e, d est l’élément neutre. La table se complète donc en

∗ a b c d e
a e d a c
b e a b d
c d a c b
d a b c d e
e c d b e a

Par la propriété de carré latin, on peut terminer le tableau

∗ a b c d e
a b e d a c
b e c a b d
c d a e c b
d a b c d e
e c d b e a

Correction de l’exercice 7374 ▲

(a) Dans S7, (1,2)(1,3) = (132) et par conjugaison (1,2)(2,3)(1,2) = (1,3).

(b) L’ensemble des transpositions de S7 ne contient pas l’identité : ce n’est donc pas un sous-groupe
de S7. Le premier calcul montre qu’il n’est pas non plus stable par produit.

Correction de l’exercice 7375 ▲

(a) C’est la multiplication. Puisque Z/17Z est un corps fini, par un théorème du cours, le groupe de
ses inversibles est un groupe cyclique d’ordre 16.

(b) Il en a φ(91) = φ(13×17) = φ(13)×φ(17) = 12×16 = 192.

(c) s= (15)(273)(469).

(d)

(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 8 6 7 2 3 9 4 5

)
(28)(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 6 7 8 3 9 4 5

)
(36)(28)(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 7 8 6 9 4 5

)
(47)(36)(28)(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 8 6 9 7 5

)
(58)(47)(36)(28)(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 9 7 8

)
(79)(58)(47)(36)(28)(19)σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 9 8

)
= (89)

Donc,
σ = (19)(28)(36)(47)(58)(79)(89).

(e) Non, il change dans la transposition de t1 par t2.
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Correction de l’exercice 7376 ▲

(a) D’après le cours, il en a φ(24) = φ(23×3) = (23−22)(2) = 8.

(b) Par le théorème chinois, comme 3 et 8 sont premiers entre eux,

Z/24Z≃ Z/3×Z/8Z.

(c) Par la question précédente, (Z/24Z)×≃ (Z/3×Z/8Z)×≃ (Z/3Z)××(Z/8Z)×≃Z/2Z×(Z/8Z)×.
Pour déterminer le groupe (Z/8Z)×, on observe que c’est un groupe à φ(8)= 4 éléments. (Z/8Z)×=
{1,3,−1,−3}. Comme 32 = 1, tous les éléments sont d’ordre 2. Par conséquent, tous les éléments
de (Z/24Z)× sont d’ordre 2, et ce groupe n’est pas cyclique.

Correction de l’exercice 7377 ▲

(a) 221 = 13×17

(b) Par le théorème chinois,

(X−3)(X−5) = 0 (mod 221) ⇐⇒
{

(X−3)(X−5) = 0 (mod 13)
(X−3)(X−5) = 0 (mod 17).

Puisque 13 et 17 sont premiers, par le lemme d’Euclide,{
(X−3)(X−5) = 0 (mod 13)
(X−3)(X−5) = 0 (mod 17).

⇐⇒
{

(X = 3 (mod 13) ou X = 5 (mod 13))
et (X = 3 (mod 17) ou X = 5 (mod 17))

⇐⇒



X = 3 (mod 13) et X = 3 (mod 17)
ou

X = 3 (mod 13) et X = 5 (mod 17)
ou

X = 5 (mod 13) et X = 3 (mod 17)
ou

X = 5 (mod 13) et X = 5 (mod 17)
⇐⇒ X = 3 (mod 221) ou X = 107 (mod 221)

ou X = 122 (mod 221) ou X = 5 (mod 221).

Les solutions entières de l’équation (X− 3)(X− 5) = 0 (mod 221) sont les entiers congrus à 3,
107, 122 ou 5 modulo 221.

Correction de l’exercice 7378 ▲

(a) Comme ζ est d’ordre 8, ζ 3 est d’ordre 8/pgcd(8,3) = 8. Le sous-groupe engendré par ζ 3 est donc
tout le groupe des racines de l’unité d’ordre 8.

(b) z11 = 1 donc l’ordre de z est un diviseur de 11. Mais z ̸= 1. Donc z est d’ordre 11. Comme z8 ̸= 1,
z8 est aussi d’ordre 11. z8 = exp(16× 8iπ/11) = exp(64× 2iπ/11). Comme 64 = 5× 11+ 9,
l’argument de z8 est 18π/11.
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Correction de l’exercice 7379 ▲

(a) 23 < 7 < 32. Donc, 2 <
√

7 < 3. Soit P(x) = x2−7.

1 0 −7
facteur 2 1 2 −3

1 4
1

Donc P(2+ y) = y2 + 4y− 3. Par conséquent, Q(z) := 100P(2+ z/10) = z2 + 40z− 300. Avec
300/40∼ 7 On trouve Q(6)< 0 et Q(7)> 0. Donc

2,6 <
√

7 < 2.7.

(b) Q(z) = z2 +40z−300.
1 40 −300

facteur 6 1 46 −24
1 52
1

Donc, Q(6+ u) = u2 + 52u− 24. Par conséquent, R(v) := 100Q(6+ v/10) = v2 + 520u− 2400.
Comme 2400/520∼ 5, on trouve R(5)> 0 et R(4)< 0. Donc

2,64 <
√

7 < 2.65.

Correction de l’exercice 7390 ▲

(a)

(b) 602 =−53[281]. 532 =−1[281]. Donc, c= 53 est une racine de −1 modulo 281.

(c) 281 = 5× (53+ i)+ (16− 5i). 53− i = (3+ i)(16− 5i). Donc, pgcd(281,c+ i) = 16− 5i. En
calculant N(16−5i) on trouve

162 +52 = 281.

Correction de l’exercice 7396 ▲

(a) Si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, alors card(G) = card(G/H)card(H). En
particulier, l’ordre d’un élément d’un groupe fini divise l’ordre du groupe.

(b) L’ordre de ap est k
k∧p.

(c) On note que l’ordre de S3 est 6. Un groupe fini d’ordre 6 est cyclique si est seulement s’il possède
un élément d’ordre 6. Il y a trois éléments d’ordre 2, deux éléments d’ordre 3, et un élément d’ordre
1 dans S3. Alors le groupe n’est pas cyclique. Noter aussi qu’il n’est pas commutatif.

(d) Soit D ∈ k[X] un polynôme non nul. Pour tout polynôme A de k[X] il existe un unique couple
(Q,R) ∈ (k[X])2 tel que A= DQ+R et deg(R)< deg(D).

(e) Soit A et B deux entiers de Gauss avec B ̸= 0. Alors il existe deux entiers de Gauss Q et R tels que
A= BQ+R et N(R)< N(B).

Correction de l’exercice 7397 ▲
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(a) Puisque pgcd(51,131) = 1, la classe [51] est inversible dans Z/131Z. En utilisant l’algorithme
d’Euclide on trouve que 1 = 131× (−7)+ 51× 18. Alors, dans Z/131Z on a 51−1 = 18 et 92×
51−1 =−39×18 =−47 = 84.

(b) Un élément a dans Z/16Z est un diviseur de 0 s’il existe un élément non nul b tel que ab=
0 mod 16. Alors les diviseurs de 0 sont tous les éléments a dans Z/16Z tels que pgcd(a,16) ̸= 1.
On trouve: 2,4,6,8,10,12,14.

Correction de l’exercice 7398 ▲

(a) Si le polynôme P = X4 +X + 1 est réductible, il est divisible par un polynôme de degré 1 (donc
X ou X + 1) ou par un polynôme irréductible de degré 2 (donc X2 +X + 1). On vérifie que les
polynômes X,X+1 et X2 +X+1 ne divisent pas P, alors P est irréductible.

(b) On effectue la division euclidienne de 3X5+X2+X+7 par X4+X+1. Puisque 3X5+X2+X+7=
X5 +X2 +X+1 = X(X4 +X+1)+1 = 1 dans A, la classe de 3X5 +X2 +X+7 n’est pas nulle.
L’anneau F2[X]/P est un corps si et seulement si le polynôme P est irréductible dans F2[X]. Comme
X4 +X+1 est irréductible, A est un corps. A est de cardinal 24 = 16.

(c) On a une relation α4 +α + 1 = 0 dans A, alors α4 = α + 1. Le groupe des inversibles A× de A
contient 15 éléments, alors le théorème de Lagrange implique que l’élément inversible α vérifie
α15 = 1.

(d) Puisque α4 +α +1 = 0 et α15−1 = 0, les polynômes X15−1 et X4 +X+1 représentent la même
classe (classe nulle) dans A. Alors X15−1 est bien un multiple de X4 +X+1 dans F2[X].

Correction de l’exercice 7399 ▲

(a) Soit C le code donné. L’alphabet de C est l’ensemble {0,1}. La longueur des mots est 15, alors la
longueur de C est 15. La matrice génératrice donnée est exactement la matrice du code engendré
par le polynôme g= 1+X3 +X4. Puisque g est un diviseur unitaire de X15−1 de degré 4,

X15−1 = (X4 +X3 +1)(X11 +X10 +X9 +X8 +X6 +X4 +X3 +1)

le code engendré par g est cyclique, de dimension 11 = 15−4. Alors C est cyclique de dimension
11 engendré par g. Il contient 211 mots.

(b) Oui, voir au-dessus.

(c) On trouve le polynôme de contrôle:

h=
X15−1

g
= X11 +X10 +X9 +X8 +X6 +X4 +X3 +1

Alors la matrice de contrôle est

H =


1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1


Deux colonnes quelconques de H sont toujours linéairement indépendantes, donc la distance du
code est au moins 3. Puisque le code contient un mot de poids 3, alors la distance est en fait 3.
Alors C peut corriger une erreur et en détecter deux.
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(d) Un mot m appartient à C ssi H · trm= 0⃗.
Le produit de H et m= (0,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1) est la colonne obtenue comme somme
des colonnes étoilées

0 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗
1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1


soit (0,0,0,0). Alors m est un mot de code.

Correction de l’exercice 7400 ▲

(a) On vérifie que les premiers entre 2 et
√

613, c’est-à-dire, 2,3,5,7,11,13,17,19,23 ne divisent pas
613. Alors le nombre 613 est premier.

(b) Puisque 613 = 1 mod 4, d’après le Théorème de deux carrés, 613 peut s’écrire comme somme de
deux carrés.

(c) 352 = 1225 =−1 mod 613.

(d)
613

35+ i
=

613× (35− i)
(35+ i)× (35− i)

=
613× (35− i)

1225+1
=

35
2
− i

2
.

Un entier de Gauss le plus proche à 35
2 −

i
2 est 17. Alors

613 = 17× (35+ i)+(18−17i)

(e) On a trouvé que 35 est une racine de −1 modulo p = 613. Trouvons pgcd(613,35+i). Puisque
613 = 17× (35+ i)+(18−17i), pgcd(613,35+ i) = pgcd(35+ i,18−17i) = 18−17i. Donc

613 = N(18−17i) = 182 +172

Correction de l’exercice 7401 ▲

(a) Pour tout P∈ k[X] et D ∈ k[X]∗, il existe un unique couple (Q, R) dans k[X] tel que P= QD+R et
deg(R)< deg(D).

(b) Pour tout a∈ Z[i] et d ∈ Z[i]∗, il existe un couple (q, r) dans k[X] tel que a= qd+ r et |r|< |d|.
(c) L’ordre de ak est n

n∧k . En effet, soient d = n∧k, n′ = n/d et k′ = k/d, de sorte que n′∧k′ = 1. Pour
tout m, on a akm= 1 ⇐⇒ n|km⇐⇒ n′|k′m ⇐⇒ n′|m. Donc l’ordre de ak est n′.

(d) Soit G d’ordre 13 et x un élément non trivial de G. Par le théorème de Lagrange, x ne peut qu’être
d’ordre 13. Mais ⟨x⟩ contient déjà 13 éléments, donc G= ⟨x⟩. Ainsi G est abélien car monogène.

(e) Par exemple 7, puisque 7 est congru à 3 modulo 4 ou bien pusique ni 7-12=6, ni 7−22 = 3, ni avec
n∈ N,n⩾ 3, 7−n2 < 0 ne sont des carrés.

Correction de l’exercice 7402 ▲

(a) Non, car Z/3Z×Z/3Z ne contient aucun élément d’ordre 9.

(b) Non, car ils n’ont pas le même ordre.
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(c) Les groupes (F7)
⋆ et Z/2Z× Z/3Z sont-ils isomorphes ? Par le théorème sur le groupe des

inversibles d’un corps fini et par le théorème chinois, ils sont tous les deux cycliques d’ordre 6,
donc isomorphes.

Correction de l’exercice 7403 ▲

(a) Soit P = X2 +X + 1. Le polynôme P est sans racine, donc s’il est réductible, il se factorise en
deux polynômes de degré 2. Or (X2 +X + 1)2 = X4 +X2 + 1, qui est différent de P. Donc P est
irréductible.

(b) L’idéal (X4+X3+1) est premier car X4+X3+1 est irréductible, donc il est maximal car F2[X] est
principal, comme tout anneau de polynômes sur un corps. Or le quotient par un idéal maximal est
un corps. Donc A est un corps. De plus, il est isomorphe au polynôme de F2[X] de degré au plus 3,
donc A possède 16 éléments.

(c) Puisque A est un corps, A∗ contient 15 éléments, donc l’ordre de tout élément de A∗ est un diviseur
de 15. En particulier, α15 = 1.

(d)
α1 = α

α2 = α2

α3 = α3

α4 = α3 +1
α5 = α4 +α = α3 +α +1

α6 = α4 +α2 +α = α3 +α2 +α +1
α7 = α4 +α3 +α2 +α = α2 +α +1
α8 = α3 +α2 +α

α9 = α4 +α3 +α2 = α2 +1
α10 = α3 +α

α11 = α4 +α2 = α3 +α2 +1
α12 = α4 +α3 +α = α +1
α13 = α2 +α

α14 = α3 +α2

α15 = 1

(e) α7 +α8 +α9 = α7(1+α +α2) = α7+7 = α14 = α3 +α2.

(f) (1+α +α3)−1 = (α5)−1 = α10.

Correction de l’exercice 7404 ▲

(a) Le groupe F×19 est d’ordre 18, donc les ordres possibles des éléments sont les diviseurs de 18 (et ce
sont exactement ceux-là car F×19 est cyclique), c’est-à-dire 1,2,3,6,9,18. Or 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8,
26 = 7, 29 =−1, donc 2 est bien un générateur de F×19.

(b) C= 23 = 8.

(c) D = 27 = 14. Cd = 87 = 221 = 23 = 8. mCd = 11×8 = 12. Finalement, (M1,M2) = (14,12).

(d) Il utilise la formule : m= M2(Mc
1)
−1. On vérifie en effet que 12× 14−3 = 12× (−5)−3 = 12×

(−7) =−8 = 11.

(e) Le message envoyé est 3×8−3 = 3×2−9 =−3 = 16. Pour crypter m= 16, Alice a choisi une clé
privée k et a envoyé le message (2k, 16×8k). Or on sait que 23 = 8 et que le logarithme discret est
un isomorphisme, donc Alice a choisi cette fois la clé privée 3. Et effectivement, on retrouve bien
(23, 16×83) = (8,3).
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Correction de l’exercice 7410 ▲

(a) On observe que v3 = v2−v1 et que v4 = v1+v2 donc V =Vect(v1,v2,v3,v4) =Vect(v1,v2). Comme
de plus v1 et v2 sont linéairement indépendants, (v1,v2) est une base de V. Donc dim(V) = 2. Le
système n’est pas libre car par exemple v3 = v2− v1 est une relation de dépendance linéaire non
triviale. Le système n’est pas générateur de R4 car dim(V) = 2 < 4 donc Vect(v1,v2,v3,v4) =V ̸=
R4.

(b) Comme nous l’avons vu dans la question 1, (v1,v2) est une base de V. On échelonne la matrice
dont les lignes sont les vecteurs v1 et v2.(

1 0 −1 1
2 1 0 1

)
→
(

1 0 −1 1
0 1 2 −1

)
Maintenant on voit que l’on peut compléter la base (v1,v2) en une base de R4 en ajoutant les
vecteurs (0,0,1,0) et (0,0,0,1) car la matrice

1 0 −1 1
0 1 2 −1
0 0 1 0
0 0 0 1


est de rang 4.

(c) V = Vect(v1,v2). Maintenant soit (x,y,z, t) ∈ R4. (x,y,z, t) ∈ V si et seulement si ∃λ ,µ ∈ R tels
que (x,y,z, t) = λv1 +µv2. Il nous suffit donc de voir pour quelles valeurs de (x,y,z, t) ce système
d’équations a une solution. Le système s’écrit :

1 2 x
0 1 y
−1 0 z
1 1 t

→


1 2 x
0 1 y
0 2 z+x
0 −1 t−x

→


1 2 x
0 1 y
0 0 z+x−2y
0 0 t−x+y


Le système a donc une solution si et seulement si z+x−2y= 0 et t−x+y= 0,ce sont des équations
cartesiennes pour V, c’est à dire que

V = {(x,y,z, t) ∈ R4 / x−2y+z= 0 et −x+y+ t = 0}.

(d) H est un sous-espace vectoriel de R4 car c’est l’ensemble des solutions d’une équation linéaire et
homogène.

(e)

H = {(x,y,z, t) ∈ R4 / −3x+y+2z− t = 0}
= {(x,y,z, t) ∈ R4 / y= 3x−2z+ t}
= {(x,3x−2z+ t,z, t) / x,z, t ∈ R}
= {x(1,3,0,0)+z(0,−2,1,0)+ t(0,1,0,1) / x,z, t ∈ R}

On a donc H =Vect((1,3,0,0),(0,−2,1,0),(0,1,0,1)). De plus le système ((1,3,0,0),(0,−2,1,0),(0,1,0,1))
est une base de H car

rang

 1 3 0 0
0 1 0 1
0 −2 1 0

= rang

 1 3 0 0
0 1 0 1
0 0 1 2

= 3.

Et donc dim(H) = 3.
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(f) v3 ∈ H car −3×1+1×1+2×1−1×0 = 0. Mais v1 /∈ H car −3×1+1×0+2×−1−1×1 =
−6 ̸= 0.
Comme v3 ∈ V et que l’on vient de voir que v3 ∈ H, on en déduit que v3 ∈ V ∩H et donc que
Vect(v3)⊆V ∩H. On a donc obtenu que dim(V ∩H)⩾ 1. Comme de plus V ∩H ⊆V on sait que
dim(V ∩H)⩽ 2. Maintenant si on avait dim(V ∩H) = 2 cela impliquerait que V ∩H =V et donc
que V ⊆ H, ce qui est faux car v1 ∈V mais v1 /∈ H. On obtient donc dim(V ∩H) = 1.
En utilisant la formule de Grassmann on obtient alors que

dim(V +H) = dim(V)+dim(H)−dim(V ∩H) = 2+3−1 = 4.

(g) On a vu que dim(V ∩H) = 1 et que Vect(v3) ∈ V ∩H donc on obtient Vect(v3) = V ∩H et donc
(v3) est une base de V ∩H.

Correction de l’exercice 7411 ▲

(a)

A= [ f ]BB =

 4 1 1
4 7 2
−6 −6 −1


(b) Pour montrer que les vecteurs v1, v2 et v3 forment un système libre de R3, on considère λ1, λ2, λ3 ∈

R tels que
λ1v1 +λ2v2 +λ3v3 = 0

et on veut montrer qu’alors nécessairement λ1 = λ2 = λ3 = 0. Cela revient à montrer que le système 1 1 0
0 −1 −1
−2 0 1

 λ1
λ2
λ3

=

 0
0
0


possède pour unique solution λ1 = λ2 = λ3 = 0. On applique alors l’algorithme de Gauss à la
matrice  1 1 0

0 −1 −1
−2 0 1


Après avoir échelonné complètement cette matrice, on obtient le système équivalent suivant 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 λ1
λ2
λ3

=

 0
0
0


qui a pour unique solution λ1 = λ2 = λ3 = 0. Les vecteurs v1, v2 et v3 forment donc un système
libre de 3 éléments dans l’espace vectoriel R3 qui est de dimension 3, donc ils forment un système
également générateur de R3 et c’est une base de R3.

(c) La matrice de passage P := [IdR3 ]BB′ de B à B′ est

P=

 1 1 0
0 −1 −1
−2 0 1


La matrice de passage [IdR3 ]B

′
B de B′ à B est l’inverse de la matrice de passage [IdR3 ]BB′ de B à

B′ i.e. [IdR3 ]B
′

B = P−1. Pour calculer l’inverse de P, on applique l’algorithme de Gauss à la matrice 1 1 0 1 0 0
0 −1 −1 0 1 0
−2 0 1 0 0 1


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Pour ce faire, on reprend les opérations effectuées sur la matrice P lors de la question précédente
pour obtenir  1 0 0 −1 −1 −1

0 1 0 2 1 1
0 0 1 −2 −2 −1


et ainsi

[IdR3 ]B
′

B = P−1 =

 −1 −1 −1
2 1 1
−2 −2 −1


(d) On utilise la formule

[ f ]B
′

B′ = [IdR3 ]B
′

B [ f ]BB[IdR3 ]BB′

et on a alors

M = P−1AP=

 2 0 0
0 3 0
0 0 5


(e) On a

A= PMP−1

donc pour tout n∈ N∗

An = PMnP−1 =

 1 1 0
0 −1 −1
−2 0 1

 2n 0 0
0 3n 0
0 0 5n

 −1 −1 −1
2 1 1
−2 −2 −1



=

 −2n+2.3n −2n+3n −2n+3n

−2.3n+2.5n −3n+2.5n −3n+5n

2.2n−2.5n 2.2n−2.5n 2.2n−5n



Correction de l’exercice 7412 ▲

(a) Soit λ , µ ∈ R et P, Q∈ R[X]. Comme la dérivation est une application linéaire on a bien :

Φ(λ P+µ Q) = λΦ(P)+µΦ(Q).

Φ est une application linéaire. Examinons l’image des vecteurs de base (1,X,X2) par Φ :

Φ(1)(X) = 2X+1, Φ(X)(X) = X2 +X+1, Φ(X2)(X) = X2 +2X.

donc Φ(X j) ∈ R2[X] pour j ∈ {0,1,2}. C’est bien un endomorphisme.

(b) En appliquant la question précédente, on a bien :

[Φ]BB =
[
[Φ(1)]B | [Φ(X)]B | [Φ(X2)]B

]
= A

(c) rg(A) = rg(Φ). On applique une méthode de Gauss à la matrice A:

rg(A) = rg

1 1 0
2 1 2
0 1 1

= rg

1 1 0
0 −1 2
0 1 1

= rg

1 1 0
0 −1 2
0 0 3

= 3

(d) Comme rgA = 3 = dimR2[X], l’application Φ est surjective. La matrice A est carrée donc en
appliquant le théorème du rang, elle est aussi injective donc bijective.
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(e) Le noyau est donnée par :

Ker(A− I3) =
{
(x,y,z) ∈ R3, tels que(A− I3)

t(x,y,z) = 0
}
.

(A− I3)
t(x,y,z) = 0⇔ y= 0, 2x=−2z.

Ainsi Ker(A− I3) = {(x,0,−x), x∈ R}= vect((1,0,−1)). (−1,0,1) est une base de Ker(A− I3).
Une base de Ker(Φ− Id) est donc : X2−1.

(f) Par le théorème du rang : dim Im(Φ− Id) = dimR2[X]−dim Ker(Φ− Id) = 3−1 = 2. Il reste à
déterminer une base de l’image.

Im(A− I3) =
{
(A− I3)

t(x,y,z), (x,y,z) ∈ R3}= {(y,2(x+z),y), (x,y,z) ∈ R3}
=
{
(y,x,y), (x,y) ∈ R2}= {y(1,0,1)+x(0,1,0), (x,y) ∈ R2}

= vect((1,0,1), (0,1,0)) .

La famille ((1,0,1), (0,1,0)) est une famille génératrice de l’image qui est de dimension 2. C’est
donc une base. On en déduit qu’une base de Ker(Φ− Id) est ((X2 +1),X).

(g) On a l’égalité ensembliste :{
P∈ R2[X], tels que 2X P= (X2−1)P′

}
= {P∈ R2[X], tels que(Φ− Id)P= 0}
= Ker(Φ− Id).

Or une base de Ker(Φ− Id) est X2−1. Ainsi on obtient :{
P∈ R2[X], tels que 2X P= (X2−1)P′

}
= R(X2−1).

Correction de l’exercice 7413 ▲

(a) det(D2) = x2−1 = (x+1)(x−1), det(D3) = x3−3x+2 = (x+2)(x−1)2

(b) Sommer toutes les lignes à la première ligne, on a :

det(Dn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+n−1 x+n−1 . . . . . . x+n−1
1 x 1 . . . 1
...

. . . . . . . . .
...

... . . .
. . . . . . 1

1 . . . . . . 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

et comme tous les éléments sur la première ligne sont x+n−1, donc

det(Dn) = (x+n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

1 x . . .
...

...
. . . . . . 1

1 . . . 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(c) Par la méthode du pivot de Gauss, L2−L1,L3−L1 . . . ,Ln−L1,, on obtient un détermiant de la forme

triangulaire

det(Dn) = (x+n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

0 x−1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 x−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Donc det(Dn) = (x+n−1)(x−1)n−1.
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(d) Dn est inversible si et seulement si det(Dn) ̸= 0, donc x ̸= 1−n et x ̸= 1.

Correction de l’exercice 7414 ▲

(a) On vérifie aisément que F et G sont des sous-ensembles non vides de E stables par combinaison
linéaire.

(b) • L’intersection des sous-espaces F et G est triviale: si f ∈ F ∩G, f ∈ F implique que f est une
fonction polynomiale de degré 1, soit x 7→ ax+b, pour certains réels a et b, mais alors on a
f (0) = b et f ′(0) = a donc f ∈G implique a= b= 0 et finalement f = 0.

• Il reste à vérifier que E est la somme de F et G. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels
de E on a évidemment F+G⊂E. Pour l’inclusion inverse, soit f ∈E, soit g la fonction définie
sur R par x 7→ f ′(0)x+ f (0). Soit h = f −g. On a g∈ F , et h∈ G puisque la dérivation est
linéaire; de plus, f = g+h. On a donc montré E = F +G.

Des deux points précédents, il résulte que E = F⊕G.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme la somme des masses 2+1 est non nulle, le barycentre est bien défini. L’abscisse de G est
2×(−2)+1×4

2+1 = 0 et l’ordonnée 2×1+1×4
2+1 = 2.

(b) 2GA2 +GB2 = 2((−2)2 +(1−2)2)+(42 +(4−2)2) = 30.

(c) Soit M un point du plan P.

2MA2 +MB2 = 2M⃗A
2
+ M⃗B2

= 2(M⃗G+ G⃗A)2 +(M⃗G+ G⃗B)2

= 3M⃗G
2
+< M⃗G,2G⃗A+ G⃗B>+2G⃗A

2
+ G⃗B

2

= 3MG2 +2GA2 +GB2.

(d) Soit M un point du plan P.

M ∈L ⇐⇒ 2MA2 +MB2 = 42 ⇐⇒ 3MG2 +2GA2 +GB2 = 42

⇐⇒ 3MG2 +30 = 42 ⇐⇒ MG2 = 4.

L’ensemble L est donc le cercle de centre G et de rayon 2.

Correction de l’exercice ?? ▲

a. z 7→ 3z+4 ne représente pas une isométrie à cause du facteur 3.

b. z 7→ 3z+4 ne représente pas une isométrie à cause du facteur 3.

c. z 7→ z+4 représente une isométrie, indirecte (présence de la conjugaison). Il s’agit de la réflexion
par rapport à l’axe des abscisses z 7→ z composée par la translation de vecteur 4⃗� dans la direction
de l’axe des abscisses. C’est donc une symétrie glissée.

d. z 7→ iz+4 représente une isométrie, indirecte (présence de la conjugaison). Il s’agit de la réflexion
s par rapport à l’axe des abscisses z 7→ z composée par z 7→ iz, la rotation r de centre O et d’angle
+π

2 puis par la translation t de vecteur 4⃗�. On peut écrire r ◦s= (s′ ◦s)◦s= s′ où s′ est la réflexion
par rapport à la droite d′ d’équation y = x. On décompose ensuite 4⃗� = 2(⃗� +⃗ )+ 2(⃗� −⃗ ) comme
somme d’un vecteur v⃗2 := 2(⃗� +⃗ ) directeur de d′ et d’un vecteur v⃗1 := 2(⃗� −⃗ ) normal à d′. On en
déduit t ◦s′ = t⃗v2 ◦ t⃗v1 ◦s′ = t⃗v2 ◦s′′ où s′′ est la réflexion par rapport à la droite d′′ = d′+ v⃗1

2 parallèle
à d′. Maintenant, t ◦ r ◦ s= t ◦ s′ = t⃗v2 ◦ s′′. Comme v⃗2 est parallèle à d′′, il s’agit d’une symétrie
glissée.

172



Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit A,B,C sont trois points distincts d’un plan affine euclidien P . La somme des angles de
vecteurs se réécrit par symétrie centrale par rapport à C comme

((A⃗B, A⃗C))+((B⃗C, B⃗A))+((C⃗A,C⃗B))
= ((A⃗B, A⃗C))+((B⃗C, B⃗A))+((−C⃗A,−C⃗B))
= ((A⃗B, A⃗C))+((B⃗C, B⃗A))+((A⃗C, B⃗C))
= ((A⃗B, A⃗C))+((A⃗C, B⃗C))+((B⃗C, B⃗A))
= ((A⃗B, B⃗A))

c’est à dire l’angle plat.

(b) Soit C un cercle de P et A un point de C . Soit C ′ l’image par une rotation r de centre A du cercle
C . Soit B l’autre point d’intersection de C et C ′. Soit D le point de C diamétralement opposé à A
sur C . Soit D′ = r(D) son image par r . Soit O le centre de C et O′ le centre de C ′.
Comme D appartient à (AO), le point D′ = r(D) appartient à r((AO)) = (A′O′). Donc [A′D′] est un
diamètre de C ′. Comme B appartient à C et comme [AD] est un diamètre de C , la droite (BD) est
orthogonale à (AB). De même, comme B appartient à C ′ et comme [AD′] est un diamètre de C , la
droite (BD′) est orthogonale à (AB). Par conséquent, les droites (BD) et (BD′) sont confondues et
D, D′ et B sont alignés.

(c) Soit M un point quelconque de C . Dans les triangles BAM′ et BAM

((B⃗M′, B⃗A))+((A⃗B, A⃗M′))+((M⃗′A,M⃗′B))

et
((B⃗A, B⃗M))+((A⃗M, A⃗B))+((M⃗B,M⃗A))

sont deux angles plats. Par somme,

((B⃗M′, B⃗M))+((A⃗M, A⃗M′))+((M⃗′A,M⃗′B))+((M⃗B,M⃗A))

est un angle nul.
Par propriété des angles inscrits, ((M⃗′A,M⃗′B)) = ((D⃗′A, D⃗′B)) et ((M⃗B,M⃗A)) = ((D⃗B, D⃗A)). Dans
le triangle ADD′, on trouve que

((D⃗′A, D⃗′B))+((D⃗B, D⃗A))

et la différence d’un angle plat et de ((A⃗D, A⃗D′))= ((A⃗M, A⃗M′)) l’angle de la rotation. En conséquence,
((B⃗M′, B⃗M)) est un angle plat et M, M′ = r(M) et B sont alignés.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) La matrice A de la forme bilinéaire symétrique donnée en coordonnées par

f (
(

x
y

)
,

(
x′

y′

)
) = xx′+19yy′+12xy′+12x′y

est (
1 12
12 19

)
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(b) On trouve que e1 +2e2 est vecteur propre de A de valeur propre 25 et 2e1−e2 est vecteur propre de
A de valeur propre −5.

(c) Comme la matrice A est inversible, la conique d’équation

x2 +19y2 +24xy+5y= 0

est une conique à centre. Comme les valeurs propres de A sont de signe opposé, il s’agit d’une
hyperbole.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme A a pour coordonnées barycentriques (1,0,0) et le milieu A′ de [BC] (0,1,1), la médiane
(AA′) de ABCa pour équation barycentrique

det

 1 0 a
0 1 b
0 1 c

= c−b= 0.

De même la médiane (BB′) a pour équation barycentrique a= c et (CC′) a= b.
(b) Les médianes du triangle ABCsont concourantes au point de coordonnées barycentriques (1,1,1)..

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Les éléments du groupe des isométries du plan qui conservent un carré ont tous le centre O du
carré comme points fixes. Ce sont donc outre l’identité, des réflexions d’axe passant par O et des
rotations de centre O. Il y a quatre rotations Id, r, r2, r3 où r est la rotation de centre O et d’angle
+π/2. Il y a aussi quatre réflexions s, rs, r2s, r3s.

(b) Comme la composée des réflexions dépend de l’ordre, (rs)s= r et s(rs) = r−1, ce groupe n’est pas
commutatif.

(c) Le groupe des déplacements du plan qui conservent un carré est un sous-groupe du groupe commutatif
des rotation de centre O. Il est donc commutatif.

Correction de l’exercice ?? ▲

On construit le symétrique s(d) par rapport à O de la droite d. Comme le symétrique de A doit être sur
d, A doit être sur s(d) et sur le cercle C .

Correction de l’exercice ?? ▲

On considère l’isobarycentre G des points A,B,C,D. Par associativité, G est le barycentre des barycentres
I de (A,1),(B,1) et J de (C,1),(D,1) affecté des masses (I ,1+ 1) et (J,1+ 1). Par conséquent, G est
au milieu de I , J. En particulier, les droites joignant les milieux des cotés opposés du tétraèdre sont
concourantes en G.

Correction de l’exercice ?? ▲

Une base orthonormée du sous-espace vect(e1,e1 +e2 +e3) est f1 = e1, f2 =
e2+e3√

2
. Pour la compléter en

une base orthonormée de R3, il suffit de considérer f3 = f1∧ f2 =
e3−e2√

2
.

Correction de l’exercice ?? ▲
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(a) Par définition de cosh, on a pour tout z∈ C, cosh(z) = ez+e−z

2 . Par conséquent, z est solution de
cosh(z) = 8i si et seulement si ez est solution de

X2−8iX +1 = 0.

si et seulement si ez = (4+
√

17)i = (4+
√

17)e−i π

2

quadou ez = (4−
√

17)i = (
√

17− 4)e−i π

2 , si et seulement si z∈ log(4+
√

17)+ i(π

2 + 2πZ) ou
z∈ log(

√
17−4)+ i(−π

2 +2πZ).
(b) Soit z∈ C.

zi =−1 ⇐⇒ ei logz = eiπ

⇐⇒ i logz= iπ mod 2iπ
⇐⇒ logz= π mod 2π

⇐⇒ ∃k∈ Z,z= e(2k+1)π .

Les solutions sont les nombres complexes de la forme e(2k+1)π avec k entier.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On définit une détermination du logarithme en posant

l+ : C− [0,+∞[ −→ C
z= reiθ (r > 0,0 < θ < 2π) 7−→ logR(r)+ iθ .

(b) On définit une détermination du logarithme en posant

ℓ : C−L −→ C

z= reiθ (r > 0,0 ⩽ θ < 2π) 7−→


si | z−2 |⩽ 1 et Im(z)⩾ 0,

ℓ(z) = logR(r)+ i(θ +2π).
si | z−2 |> 1,
ℓ(z) = logR(r)+ iθ

On vérifie que ℓ est continue : en particulier sur le disque ouvert de centre (2,0) et de rayon 1,
ℓ coïncide avec la fonction log+2iπ , qui est continue. On vérifie aussi que pour tout z∈ C−L,
eℓ(z) = z : c’est donc une détermination du logarithme sur C−L.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) L’application
γ : [0,2π[ −→ C

θ 7−→ eiθ

est un paramétrage du cercle unité du plan complexe euclidien parcouru dans le sens trigonométrique.

(b) Comme le rayon de convergent de la série qui définit cosh est infini, la série de fonctions ∑
+∞

n=0
z2n−1

(2n)!
est normalement donc uniformément convergente sur le cercle unité vers la fonction coshz

z . Par
conséquent, ∫

∂∆

coshz
z

dz =
+∞

∑
n=0

∫
∂∆

z2n−1

(2n)!
=

+∞

∑
n=0

∫ 2π

0

(γ(θ))2n−1

(2n)!
γ
′(θ)dθ

=
+∞

∑
n=0

∫ 2π

0
iei(2n)θ dθ = 2iπ.
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(c) Comme l’intégrale de la fonction cosh(z)
z sur le chemin fermé ∂∆ de C× n’est pas nulle, la fonction

cosh(z)
z n’admet pas de primitive sur C×.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Question de cours.
(b) L’application sin est holomorphe sur C, donc

I1 =
∫

∂∆

sin(z)
z

dz=
∫

∂∆

sin(z)
z−0

dz= (2iπ)sin(0) = 0.

(c) L’application sin(z)
z se prolonge en 0 par la somme de la série entière ∑n∈N

(−1)n

(2n+1)!z
2n de rayon de

convergence infini donc holomorphe sur C. Donc

I2 =
∫

∂∆

sin(z)
z2 dz=

∫
∂∆

sin(z)
z

z−0
dz= (2iπ)

+∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!
z2n(0) = 2iπ.

(d) L’application sin(z)−1
z2 se prolonge en 0 par la somme de la série entière ∑n⩾1

(−1)n

(2n+1)!z
2n−1 holomorphe

sur C. Donc
∫

∂∆

sin(z)−1
z3 dz= (2iπ)∑

+∞

n=1
(−1)n

(2n+1)!z
2n−1(0) = 0. Donc,

I3 =
∫

∂∆

sin(z)
z3 dz=

∫
∂∆

sin(z)−1
z3 dz+

∫
∂∆

1
z3 dz=

∫
∂∆

1
z3 dz= 0.

(e) L’application sin(z) admet −cos(z) comme primitive sur C× et même sur C.
L’application sin(z)

z se prolonge sur C en la somme de la série entière ∑n∈N
(−1)n

(2n+1)!z
2n. Elle admet

donc sur C et donc sur C× la primitive ∑n∈N
(−1)n

(2n+1)!
z2n+1

2n+1 .

L’application sin(z)
z2 a une intégrale non nulle sur le chemin fermé ∂∆ de C× : elle n’admet donc pas

de primitive sur C×.
L’application sin(z)

z3 = sin(z)−1
z3 + 1

z3 = ∑
+∞

n=1
(−1)n

(2n+1)!z
2n−1 + 1

z3 admet comme primitive sur C×

+∞

∑
n=1

(−1)n

(2n+1)!
z2n

2n
− 1

4z4 .

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On définit une détermination du logarithme en posant

l+ : C−]−∞,0] −→ C
z= reiθ (r > 0,−π < θ < π) 7−→ logR(r)+ iθ .

C’est une application continue, et même holomorphe telle que

∀z∈ C−]−∞,0], el+(z) = z.

(b) On définit une détermination du logarithme en posant

ℓ : C−L −→ C

z= reiθ (r > 0,0 ⩽ θ < 2π) 7−→


sur U,
ℓ(z) = logR(r)+ i(θ +2π).

sur V,
ℓ(z) = logR(r)+ iθ

On vérifie que ℓ est continue : en particulier sur le disque ouvert de centre (2,0) et de rayon 1,
ℓ coïncide avec la fonction log+2iπ , qui est continue. On vérifie aussi que pour tout z∈ C−L,
eℓ(z) = z : c’est donc une détermination du logarithme sur C−L.
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Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit ∆r(a) le disque de centre a ∈ C et de rayon r > 0. Supposons que Im( f ) ne rencontre pas
∆r(a). Alors,

∀z∈ C, | f (z)−a|⩾ r.

L’application C→C,z 7→ 1
f (z)−a est alors bien définie, holomorphe sur C et majorée en module par

1
r . Par le théorème de Liouville, elle est donc constante. Puisque w 7→ 1

w−a est injective sur C−{a},
en déduit que f est constante.

(b) Une telle application entière ne rencontre par le disque ∆1(−2i) : elle est donc constante, d’après
la question précédente.

(c) Soit z∈ C−{−i},

1−|h(z)|2 = 1− z− i
z+ i

z+ i
z+ i

= 1− |z|
2 + i(z−z)+1
|z+ i|2

= 1− |z|
2− i(z−z)+1+2i(z−z)

|z+ i|2
=

4Im(z)
|z+ i|2

.

(d) Sur H, Im(z) > 0 et donc |h(z)| < 1. L’image du demi-plan H par l’application h est donc incluse
dans le disque unité ∆ ; c’est donc une partie bornée de C.

(e) Soit f : C→ H une application holomorphe. Par composition, h◦ f : C→ C est une application
holomorphe dont l’image est bornée. Par le théorème de Liouville, elle est donc constante. Comme
h est injective, on en déduit que f est constante.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit r > 0 tel que ∆r(c) est un disque fermé inclus dans D. Le résidu de f en c est

Resc( f ) :=
1

2iπ

∫
∂∆r (c)

f (z)dz.

Cette intégrale ne dépend pas de r tel que ∆r(c) est inclus dans D.

(b) Si f admet une primitive sur D−{c}, l’intégrale de f sur tout chemin fermé de D−{c} est nulle.
En particulier, le résidu de f en c est nul.

(c) D’après la question précédente, il est nécessaire que le résidu de f en c soit nul. Réciproquement,
si le résidu de f en c est nul, montrons que f admet une primitive sur ∆. Par le développement au
voisinage de c, on sait qu’il existe a−3,a−2,a−1 ∈ C et une fonction f̃ holomorphe sur ∆ tels que

∀z∈ ∆, f (z) =
a−3

(z−c)3 +
a−2

(z−c)2 +
a−1

z−c
+ f̃ (z).

Comme le résidu de f en c est nul, a−1 = 0. L’application z 7→ a−3
(z−c)3 +

a−2
(z−c)2 admet z 7→ − a−3

2(z−c)2 −
a−2
z−c comme primitive sur ∆−{c}. Puisque ∆ est étoilé et que f̃ est holomorphe sur ∆, elle admet
une primitive sur ∆ donc sur ∆−{c}. En conclusion, si le résidu de f en c est nul, f admet-elle une
primitive sur ∆−{c}.

Correction de l’exercice ?? ▲
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(a) Soit D un ouvert étoilé de C. Soit Γ un chemin fermé dans D. Soit C un ensemble fini de points de
D−Γ. Soit f : D−C→ C holomorphe. Alors,

∑
c∈C∩Int(Γ)

IndΓ(c)Resc( f ) =
1

2iπ

∫
Γ

f (z)dz.

(b) Soit D un ouvert de C et f : D → C une application holomorphe. Soit ∆r(a) un disque dont
l’adhérence est incluse dans D. Soit b∈ ∆r(a). Soit R> 0 tel que ∆r(a) ⊂ ∆R(a) ⊂ D. L’ouvert
∆R(a) est étoilé, le chemin ∂∆r(a) est inclus dans ∆R(a) et ne contient pas b ; l’application f :
∆R(a)−{b}→ C, z 7→ f (z)

z−b est holomorphe : par le théorème des résidus, on en déduit

Ind∂∆r (c)(b)Resb(
f (z)
z−b

) = Resb(
f (z)
z−b

) =
1

2iπ

∫
Γ

f (z)
z−b

dz.

Reste à noter que, en développant f en série entière au voisinage de b, Resb(
f (z)
z−b) = f (b).

(c) On réitère le raisonnement précédent avec l’application fk : ∆R(a)−{b} → C,z 7→ f (z)
(z−b)k+1 . Le

résidu de f (z)
(z−b)k+1 en b est le coefficient de (z− b)k dans le développement en série entière de f

centré en b. Comme ce développement est donné par le développement de Taylor, le coefficient de
(z−b)k est f (k)(b)

k! .

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit f et g deux applications holomorphes sur un ouvert étoilé D de C. Soit Γ un chemin fermé
simple dans D. On suppose que

∀z∈ Γ, | f (z)−g(z)|< |g(z)|.

Alors f et g ont le même nombre de zéros compté avec multiplicité dans l’intérieur de Γ.

(b) L’ouvert C est étoilé et contient le chemin ∂∆2 dont l’intérieur est ∆2. Les deux applications z 7→ z4

et p sont polynômiales donc holomorphes sur C. Soit z∈ ∂∆2. Alors

|p(z)−z4|= |7z+1|⩽ 7|z|+1 ⩽ 7×2+1 = 15 < 24 = |z4|.

Par le théorème de Rouché, le polynôme p et z 7→ z4 ont le même nombre de zéros compté avec
multiplicités dans ∆2, c’est à dire 4. Comme p est non nul de degré 4, tous ses zéros sont dans ∆2.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) L’application f : C→ C,z 7→ z est associée à l’application fR : (x,y) 7→ (x,−y). Comme fR est
polynomiale, elle est de classe C∞. Par contre ∂ re( f )

∂x = 1 =− ∂ Im( f )
∂y . L’application f qui ne vérifie

les équation de Cauchy-Riemann en aucun point n’est pas holomorphe.

(b) On paramètre le cercle de centre 3 et de rayon 1 par z= 3+eiθ .∫
|z−3|=1

dz
z−3

=
∫ 2π

0

ieiθ dθ

eiθ = i
∫ 2π

0
dθ = 2iπ ̸= 0.

Comme l’intégrale de z 7→ 1
z−3 sur le chemin fermé cercle de centre 3 et de rayon 1 inclus dans le

domaine C−{3} n’est pas nulle, cette application n’admet pas de primitive sur C−{3}.
(c) Le disque unité est convexe : il est donc étoilé par rapport à chacun de ses points.

(d) L’ouvert C−{3} n’est pas étoilé, car l’application holomorphe z 7→ 1
z−3 n’y admet pas de primitive.
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Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Le point d’affixe r 1+it
1−it est de module r et ses coordonnées x= re(ξ (t)) = r 1−t2

1+t2 et y= Im(ξ (t)) =
r 2t

1+t2 vérifient l’équation y= t(x+ r). Il est donc à l’intersection de la droite d’équation y= t(x+ r)
avec le cercle Cr . Comme l’équation r 1+it

1−it =−r est équivalente à 1 =−1, l’affixe r 1+it
1−it n’est pour

aucune valeur de t égale à −r .

(b) Comme t est réel, t 7→ r 1+it
1−it est quotient de deux polynômes dont le dénominateur ne s’annule

jamais. Elle est donc dérivable et

ξ ′(t)
ξ (t)

=
i

1+ it
− −i

1− it
=

2i
1+ t2 .

(c) ∫
Cr

dz
z
=
∫

Cr−{−r}

dz
z
=
∫ +∞

−∞

ξ ′(t)
ξ (t)

dt =
∫ +∞

−∞

2i
1+ t2 .

(d) Par ailleurs,
∫
Cr

dz
z = 2iπRes0(1

z) = 2iπ. Donc,
∫ +∞

−∞

dt
1+t2 = π .

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit z∈H.

Im(hA(z) =
1
2i

(
az+b
cz+d

− az+b
cz+d

)
=

1
2i

(
az+b
cz+d

− az+b
cz+d

)
=

1
2i
(ad−bc)(z−z)
|cz+d|2

=
detA
|cz+d|2

Im(z)> 0.

Donc, hA(z) ∈H et hA envoie le demi-plan H sur lui-même.

(b) Soit z= x+ iy ∈H. Soit A∈ SL(2,R).

hA(i) = z ⇐⇒ ai+b= z(ci+d) ⇐⇒ ai+b= (dx−cy)+ i(cx+dy)

⇐⇒
{

b = dx−cy
a = cx+dy .

On peut par exemple choisir, puisque y est strictement positif, A= 1√y

(
y x
0 1

)

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit D un ouvert de C et f : D→C une application holomorphe. Alors, pour tout disque ∆r(a) dont
l’adhérence est incluse dans D,

∀b∈ ∆r(a),
1

2iπ

∫
∂∆r (a)

f (z)dz
z−b

= f (b).

(b) Soit f une fonction holomorphe sur ∆. On paramètre le cercle ∂∆ 1
2

par z= 1
2eiθ . Alors, f (0) =

1
2iπ
∫

∂∆

f (z)dz
z−0 = 1

2iπ
∫ 2π

0
f ( 1

2 eiθ )
1
2 eiθ

1
2 ieiθ dθ = 1

2π

∫ 2π

0 f (1
2eiθ )dθ est une quantité réelle car f prend des

valeurs réelle sur le cercle ∂∆ 1
2
. L’application f prend donc une valeur réelle en 0.
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(c) Soit f une fonction holomorphe sur ∆ constante égale à c sur le cercle ∂∆ 1
2
. Soit b ∈ ∆ 1

2
. Par le

théorème de représentation,

f (b) =
1

2iπ

∫
∂∆ 1

2

f (z)dz
z−b

= c
1

2iπ

∫
∂∆ 1

2

dz
z−b

= cResb(
1

z−b
) = c.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit f :C→C une application holomorphe bornée en module par M. On sait qu’elle est développable
en séries entières sur C avec une série ∑n⩾0 anzn de rayon de convergence infini. On peut donc
appliquer la formule de Gutzmer : pour tout r ∈ R+,

∑
n⩾0
|an|2r2n =

1
2π

∫ 2π

0
| f (reiθ )|2dθ ⩽ M2 1

2π

∫ 2π

0
dθ = M2

Donc, pour tout n in N et tout r ∈ R+,

|an|2r2n ⩽ M2.

En particulier, tous les an avec n ̸= 0 sont nuls et f est constante

(b) Soit f : C→ C une application holomorphe telle que M(r)⩽ r .

∑
n⩾0
|an|2r2n =

1
2π

∫ 2π

0
| f (reiθ )|2dθ ⩽ M(r)2 1

2π

∫ 2π

0
dθ = M(r)2 ⩽ r2

Donc, pour tout n in N et tout r ∈ R+, |an|2r2n ⩽ r2. En particulier, tous les an avec n ̸= 0,1 sont
nuls et f est affine.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On note R le rayon de convergence de la série entière ∑n⩾1 anzn et r ∈]0,R[. On sait alors que
(anrn)n∈N est une suite bornée en module. Soit z∈ C∣∣∣an

n!
zn
∣∣∣⩽ |anrn|

∣∣ z
r

∣∣n
n!

est le terme général d’une suite bornée en module car |
z
r |

n

n! est borné. Par conséquent, ∑n⩾1
an
n! z

n a
un rayon de convergence infini.

(b) L’application f − g est somme sur ∆r connexe d’une série entière centrée en 0 et s’annule sur
l’ensemble non discret ]−R,R[. Par le principe des zéros isolés, f = g sur ∆r .

(c) Soit a∈R. Les deux applications z 7→ sin(a+z) et z 7→ sin(a)cos(z)+cos(a)sin(z) sont développables
en séries entières sur C et coïncident sur R par la formule d’addition des sinus sur R. Par la question
précédente, elles coïncident sur C.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit z∈ C.

sinz= c ⇐⇒ eiz−e−iz

2i
= c ⇐⇒ eiz−2ic−e−iz = 0

⇐⇒ (eiz)2−2iceiz−1 = 0 car eiz ̸= 0.

180



(b) Soit c∈ [−1,1]. Soit z∈ C une solution de sinz= c. Alors eiz est solution de X2− 2icX− 1 = 0.
Comme c∈ [−1,1], les solutions de cette équation sont ic+

√
1−c2 et ic−

√
1−c2, toutes les deux

de module 1,
|eiz|= e−y = 1

et donc y= 0, et z est donc réel.

(c)

ei(a+b) = eiaeib = (cosa+ i sina)(cosb+ i sinb)
= (cosacosb− sinasinb)+ i(sinacosb+ cosasinb).

e−i(a+b) = e−iae−ib = (cosa− i sina)(cosb− i sinb)
= (cosacosb− sinasinb)− i(sinacosb+ cosasinb).

(d)

sin(a+b) =
ei(a+b)−e−i(a+b)

2i
= sinacosb+ cosasinb

d’après la question précédente.

(e) Soit z∈ C.

cosz+ sinz= 2 ⇐⇒ 1√
2

cosz+
1√
2

sinz=
√

2

⇐⇒ sin(
π

4
+z) =

√
2

⇐⇒ (eiz) est solution de X2−2i
√

2X−1 = 0

⇐⇒ eiz = i
√

2+ i ou eiz = i
√

2− i
⇐⇒ eiz = (

√
2+1)e

π

2 ou eiz = (
√

2−1)e
π

2

⇐⇒ ∃k∈ Z, iz= logR(
√

2+1)+ i(
π

2
+2kπ)

ou iz= logR(
√

2−1)+ i(
π

2
+2kπ)

⇐⇒ ∃k∈ Z,z= (
pi
2
+2kπ)− i logR(

√
2+1)

ou z= (
π

2
+2kπ)− i logR(

√
2−1)

Les soultions de l’équation cosz+ sinz= 2 dans C sont les nombres complexes de la forme ( pi
2 +

2kπ)− i logR(
√

2+1) ou z= ( pi
2 +2kπ)− i logR(

√
2−1) avec k entier.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a)

Im
(

az+b
cz+d

)
=

1
2i
(
az+b
cz+d

− az+b
cz+d

)

=
1
2i
(
az+b
cz+d

− az+b
cz+d

) =
1
2i
(ad−bc)(z−z)
|cz+d|2

=
Im(z)
|cz+d|2

Par conséquent, si Im(z)> 0, alors Im(hA(z))> 0 et hA envoie H sur H.
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(b) Soit z= x+ iy. On a xi−y
1×i+0 = z. La matrice

(
x −y
1 0

)
convient ainsi donc que la matrice 1

y

(
x −y
1 0

)
de déterminant 1.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit z= reiθ ∈ C avec r ⩾ 0 et θ ∈]−π,π].

z3 ̸∈ C− ⇐⇒ z3 ∈ R− ⇐⇒ r3ei3θ ∈ R− ⇐⇒ 3θ ≃ π mod 2π

⇐⇒ θ ≃ π

3
mod

2π

3
⇐⇒ θ =

−π

3
ou θ =

π

3
ou θ = π.

π/3

−π/3

Le domaine D est composé de C moins les demi-droites noires.

(b) Soit z= reiθ ∈ C avec r ⩾ 0 et θ ∈]−π,π].

• Si θ ∈]− π

3 ,
π

3 [, 3θ ∈]−π,π[ et donc, f (z) = log(z3) = logR(r3)+ i3θ = 3logR(r)+ 3iθ =
3log(z).

• Si θ ∈]π

3 ,π[, 3θ ∈]π,3π[ et 3θ − 2π ∈]−π,π[ et donc, f (z) = log(z3) = logR(r3)+ i(3θ −
2π) = 3logR(r)+3iθ −2iπ = 3log(z)−2iπ .

• Si θ ∈]−π,−π

3 , [, 3θ ∈]−3π,−π[ et 3θ +2π ∈]−π,π[ et donc, f (z) = log(z3) = logR(r3)+
i(3θ +2π) = 3logR(r)+3iθ +2iπ = 3log(z)+2iπ .

La fonction f n’est donc pas continu aux points de la demi-droite d’angle π

3 ni aux points de la
demi-droite d’angle−π

3 où la fonction l ogest continue. On sait que le saut de la branche principale
log du logarithme entre (−π+ et π− est de 2iπ . Le saut de f est donc de 6iπ . Elle n’est donc pas
continue aux points de la demi-droite d’angle π .

(c) La réponse a été donnée dans la question précédente.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a)
log : C−]−∞,0] −→ C

z 7−→ lnR(r)+ iθ après avoir choisi l’écriture z=reiθ

avec r∈[0,+∞[ et θ∈]−π,π[
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(b) Une primitive d’une application continue f sur C est une application holomorphe F sur C dont la
dérivée complexe F ′ est l’application f .

(c) Comme la dérivée complexe d’une application holomorphe est holomorphe, il n’y a pas de tels
exemples.

(d)
Id : ∆ −→ C

z 7−→ z

est holomorphe non-constante.

(e) Par le théorème de Liouville, toute application entière bornée est constante : il n’y a donc pas de
tels exemples.

(f)
C : H −→ ∆

z 7−→ z−i
z+i

ou bien
e : H −→ ∆

z 7−→ exp(2iπz)

Correction de l’exercice ?? ▲

•
P1

•
P2

•
P3

•
C

∂∆2(1)

On écrit la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

z2 +z−1
z2(z2−4)

=
5

16
1

z−2
− 1

16(z+2)
− 1

4z
+

1
4z2 .

Les premier et troisième termes correspondent aux pôles simples P2 et P1 à l’intérieur du cercle ∂∆2(1).
Donc, ∫

∂∆2(1)

(
5

16
1

z−2
− 1

4z

)
dz= (2iπ)(

5
16
− 1

4
) =

iπ
8
.

Le deuxième terme correspond au pôle P3 à l’extérieur du cercle ∂∆2(1) donc,
∫

∂∆2(1)
1

16(z+2)dz= 0. Le

dernier terme est l’intégrale sur un chemin fermé de l’application exacte z 7→ 1
4z2 de primitive z 7→ − 1

4z.
Donc,

∫
∂∆2(1)

1
4z2 dz= 0. En conclusion,

∫
∂∆2(1)

z2 +z−1
z(z2−4)

dz=
iπ
8
.
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Une autre démarche serait : on écrit la décomposition en éléments simples de la fraction rationelle

1
z2(z2−4)

=
1
16

1
z−2

− 1
16(z+2)

− 1
4z2 .

et donc avec f (z) = z2 +z−1 holomorphe sur C

z2 +z−1
z2(z2−4)

=
1
16

f (z)
z−2

− f (z)
16(z+2)

− f (z)
4z2 .

Par le théorème de Cauchy sur les disques, puisque 0 et 2 sont dans ∆2(1) mais pas −2,∫
∂∆2(1)

z2 +z−1
z2(z2−4)

=
1

16

∫
∂∆2(1)

f (z)
z−2

−
∫

∂∆2(1)

f (z)
16(z+2)

−
∫

∂∆2(1)

f (z)
4z2

=
2iπ f (2)

16
−0− 2iπ f ′(0)

4
=

5iπ
8
− iπ

2
=

iπ
8
.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Supposons que 0 n’est pas dans l’adhérence de l’image de f . Il existe alors r > 0 tel que f (C)∩∆r =
/0. Autrement dit,

∀z∈ ∆, | f (z)|⩾ r.

L’application f ne s’annule donc pas dans C et la fonction holomorphe 1/ f est majorée par 1/r sur
C. Par le théorème de Liouville, elle est donc constante, ainsi que f .

(b) Soit c ∈ C. En appliquant le résultat précédent à f − c on obtient que c est dans l’adhérence de
l’image de f . Par conséquent, l’adhérence de l’image de f est C.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Si f avait une singularité apparente ou polaire en 0, comme z 7→ 1/z a une singularité polaire en
0, f + 1/z aurait une singularité apparente ou polaire. Or pour tout entier naturel n, et pour tout
réel x strictement positif, xn exp(1

x) ⩾ xn 1
(n+1)!xn+1 . Donc, lim x→0

x>0
xn exp(1

x) = +∞. Par conséquent

z 7→ exp(1
z) a une singularité essentielle en 0, ainsi que f .

(b) En écrivant le développement en séries entières de l’exponentielle, on obtient

∀z∈ C⋆, f (z) = 1+
+∞

∑
n=2

z−n

n!
.

Or la série, z+∑
+∞

n=2
z−n+1

(−n+1)n! est, comme l’application exponentielle, normalement convergente sur
C⋆ et y définit donc une application holomorphe F telle que F ′ qui se calcule comme somme des
dérivées, par convergence normale, vérifie F ′ = f : c’est une primitive de f .

(c) Puisque l’application f est exacte sur D et que ∂∆ est un chemin orienté fermé dans D,
∫

∂∆
f dz= 0.

On en déduit ∫
∂∆

exp(
1
z
)dz=

∫
∂∆

1
z
dz= 2iπ.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Cette application est continue en i : elle ne tend donc pas vers +∞ en module quand z tend vers i.
Elle ne tend donc pas vers +∞ en module quand |z| tend vers 1.
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(b) Par le principe du maximum appliqué à la fonction holomorphe ∆→ C, z 7→ 1/ f (z),

|1/ f (0)|⩽ sup
|z|=rn

|1/ f (z)|= 1
inf|z|=rn | f (z)|

⩽ 1/n.

Donc, pour tout n, | f (0)|⩾ n, ce qui est absurde. Il n’existe donc pas de telle suite. Donc, dans le
cas où f n’a pas de zéro, | f (z)| ne tend pas vers +∞ quand |z| tend vers 1.

(c) Comme | f (z)| tend vers +∞ quand |z| tend vers 1, il existe r ∈]0,1[ tel que pour tout z∈ ∆ avec
|z|> r , | f (z)|> 1. L’application f ne s’annule donc pas sur ∆−∆r . Par le théorème des zéros isolés,
puisque f holomorphe n’est pas constante, elle n’admet qu’un nombre fini de zéro dans le compact
∆r et par suite dans tout le disque ∆. Soit P(z) le polynôme unitaire qui a pour zéros les zéros de
f avec les mêmes multiplicités. L’application h = f

P a des singularités isolées en les zéros de f .
Au voisinage de ces zéros, le développement en séries entières de f montre que les singularités
sont apparentes et que h tend vers une valeur finie non nulle en ces points. L’application h se
prolonge donc par continuité en une application holomorphe g sur ∆. L’égalité f = hP sur ∆−
f−1(0) se prolonge par continuité en f = gP sur ∆. Par construction, par le choix des multiplicités,
l’application g n’a pas de zéro aux zéros de f , et n’a donc pas de zéro sur ∆. Comme | f (z)| tend
vers +∞ quand |z| tend vers 1 et que |P| tend vers une valeur finie en tout point de ∂∆, |g| tend
vers +∞ quand |z| tend vers 1. Le cas précédent montre que l’existence d’une telle application g est
absurde. Donc, | f (z)| ne tend pas vers +∞ quand |z| tend vers 1.

Correction de l’exercice ?? ▲

Une telle application serait majorée en module par le maximum du module de ses valeurs sur le carré
compact délimité par les points d’affixes 0,1,1+ i, i. Elle serait donc entière et bornée donc constante,
par le théorème de Liouville. Il n’y a donc pas de telle application.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Sous cette hypothèse, on peut considérer les applications holomorphes sur D, f/g et g/ f . Elles sont
majorées en module par 1 sur le disque unité, et donc aussi sur le disque fermé par le principe du
maximum. Elles sont donc toutes les deux de module 1 sur le disque unité, et donc constantes sur
le disque unité par le théorème de l’application ouverte. Par connexité de D, elles sont constantes
sur D. Il existe donc λ ∈ C tel que f = λg sur D. Par égalité des modules, on conclut que |λ |= 1.

(b) Non, les applications z 7→ z et z 7→ z2 sont de même module sur le disque unité, mais ne sont pas
proportionnelles.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On note d’abord que les indices de w1,w2,w3 par rapport à Γ sont respectivement −1,1 et 0.
L’application C−{w1,w2,w3} → C, z 7→ 1

(z−w1)(z−w2)(z−w3)
est méromorphe sur C avec des pôles

simples en w1,w2,w3 de résidu respectif limz→w1(z−w1)
1

(z−w1)(z−w2)(z−w3)
= 1

(w1−w2)(w1−w3)
, 1
(w2−w1)(w2−w3)

,
1

(w3−w1)(w3−w2)
. Par le théorème de Cauchy,

A = 2iπ (IndΓ(w1)Resw1( f )+ IndΓ(w2)Resw2( f )+ IndΓ(w2)Resw3( f ))

= 2iπ
(
− 1
(w1−w2)(w1−w3)

+
1

(w2−w1)(w2−w3)
+0
)

=
2iπ(w1 +w2−2w3)

(w2−w1)(w1−w3)(w2−w3)

(b) L’application C→ C, z 7→ sinz est holomorphe sur C étoilé : son intégrale sur le chemin fermé Γ

est donc nulle.
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(c) Par le théorème de Cauchy pour les dérivées,

C= 2iπIndΓ(w1)sin′(w1) =−2iπ cos(w1).

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Sur le bord de ∆2

|P(z)−z4|= |6z+3|⩽ 6×2+3 = 15 < 16 = 24 = |z|4.

Par le théorème de Rouché, P de degré 4 a donc, comme z 7→ z4 ses quatre racines dans ∆2.

(b) Sur le bord de ∆

|P(z)− (6z+3)|= |z4|= 1 < 6−3 ⩽ |6z|−3 ⩽ |6z+3|.

Par le théorème de Rouché, le polynôme P n’a, comme z 7→ 6z+3 qu’une racine dans ∆.

(c) Sur le bord de ∆ 1
3

|P(z)− (6z+3)|= |z4|= 1
81

< 3−6/3 = 3−|6z|⩽ |6z+3|.

Par le théorème de Rouché, le polynôme P n’a, comme z 7→ 6z+3 aucune racine dans ∆ 1
3
.

(d) Par la question 2, z 7→ 4z3+6
z4+6z+3z est méromorphe sur ∆1+ε avec comme seul pôle un point a. Le

résidu en a de P′/P est la multiplicité 1 de a comme zéro de P. Par conséquent, le résidu en a de
4z3+6

z4+6z+3z est a. La formule demandée résulte donc du théorème des résidus.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On note f = u+ iv.

∆| f |2 =

(
∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2

)
(u2(x,y)+v2(x,y))

= 2(
∣∣∣∣∂ (u+ iv)

∂x

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂ (u+ iv)
∂y

∣∣∣∣2)
+2u

(
∂

∂x
∂u
∂x

+
∂

∂y
∂u
∂y

)
+2v

(
∂

∂x
∂v
∂x

+
∂

∂y
∂v
∂y

)
Par les identités de Cauchy-Riemann pour la fonction holomorphe f = u+ iv, et par symétrie de
Schwarz, les deux dernières quantités entre parenthèses sont nulles. On trouve donc

∆| f |2 = 4| f ′|2.

(b) On applique la formule précédente à chaque fi pour obtenir

∆

N

∑
i=1
| fi(z)|2 = 4

N

∑
i=1
| f ′i (z)|2 = 0.

On en déduit que chaque application holomorphe fi est de dérivée identiquement nulle et donc
constante sur D connexe.
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Correction de l’exercice ?? ▲

Soit ϕ(z) = 4z+3
4+3z. Soit ζ ∈ ∂∆,

|ϕ(ζ )|2 = 16|ζ |2 +9+12(ζ +ζ )

16+9|ζ |2 +12(ζ +ζ )
= 1.

Par le principe du maximum appliqué à ϕ holomorphe sur le disque ∆4/3 on obtient que pour tout z∈ ∆,
|ϕ(z)|⩽ 1.

Correction de l’exercice ?? ▲

Les zéros du polynôme 2z2−5z+2=(z−2)(2z−1) et donc les singularités de l’application méromorphe
f (z) = 1

2z2−5z+2 sont 2 et 1/2. Ce sont des pôles simples. Leurs résidus respectifs sont res2( f ) =
limz→2(z− 2) 1

2z2−5z+2 = 1
3 et res1/2( f ) = limz→1/2(z− 1

2)
1

2z2−5z+2 = −1
3 . Leurs indices par rapport au

chemin orienté ∂∆r sont 0 ou 1, suivant qu’ils sont ou pas dans le disque ∆r . On trouve donc, par le
théorème des résidus appliqué à l’application méromorphe f : (les valeurs de r exclues sont 1/2 et 2 car
les cercles correspondants passent par une singularité.)

(a) si 0 < r < 1/2, Ir = 0.

(b) si 1/2 < r < 2, Ir =−2iπ/3.

(c) si 2 < r , Ir = 1/3−1/3 = 0.

Correction de l’exercice ?? ▲

Le vecteur vitesse est ċ(t) = (−4sin t,−5cos t,3sin t). Sa norme est 5. Par conséquent, le paramétrage
par C : t 7→ (4cos t/5,5− 5sin t/5,−3cos t/5) est un paramétrage par la longueur d’arc. Le nouveau
vecteur vitesse est Ċ(t)= (−4/5sin t/5,−cos t/5,3/5sin t/5). Le vecteur accélération est C̈(t)= (−4/25cos t/5,1/5sin t/5,3/25cos t/5).
Sa norme 1/5 est la courbure κ . Le vecteur normal unitaire est donc n(t)= (−4/5cos t/5,sin t/5,3/5cos t/5).
Le vecteur binormal est Ċ(t)×n(t) = (−3/5,0,−4/5). Comme il est constant, la torsion est nulle par
les formules de Frenet.

Oui la courbe est plane, puisque la torsion est nulle. On peut aussi remarquer que la courbe est dans le
plan d’équation 3X+4Z = 0.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Le vecteur vitesse de la courbe C′ est (1,2t,0) de norme
√

1+4t2. La longueur de la courbe C′ est
donc l [C′] =

∫ 1
0

√
1+4t2dt. La courbe C est paramétrée par x= t, y= t2 z= 2/3t3 pour t parcourant

[0,1]. Le vecteur vitesse de la courbe C est (1,2t,2t2) de norme
√

1+4t2 +4t4 = 1+ 2t2. La
longueur de la courbe C est donc l [C] =

∫ 1
0 1+ 2t2dt. Comme pour tout t ∈ [0,1],0 ⩽ 1+ 4t2 ⩽

(1+2t2)2, pour tout t ∈ [0,1],
√

1+4t2 ⩽ (1+2t2) et par intégration l [C′]⩽ l [C].
(b) En utilisant le changement de variables 2t = sinh(u), on obtient le calcul de primitive

4
∫ √

1+4t2dt = 2
∫

cosh2 udu=
∫
(cosh(2u)+1)du

= sinh(2u)/2+u
= sinhucoshu+u
= 2t

√
1+4t2 + ln(2t +

√
1+4t2).

Par conséquent, la longueur de C′ est 1/4[2t
√

1+4t2 + ln(2t +
√

1+4t2)]10 = 1/4(2
√

5+ ln(2+√
5)). La longueur de C est 1+2/3.
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Correction de l’exercice ?? ▲

(a) La surface Sest le graphe de la fonction C ∞ f : (y,z) 7→ −2(2z2 +y2). Elle est donc régulière.

(b) La surface Sest paramétrée par F(u,v) = (−2(u2 +2v2),u,v).

(c) Le point A est obtenu au point de paramètre (1,−1) On calcule ∂F
∂u = (−4u,1,0) = (−4,1,0) et

∂F
∂v = (−8v,0,1) = (8,0,1). Ces deux vecteurs forment une base de l’espace tangent à S au point
de paramètre (u,v).

(d) Comme S est la ligne de niveau 0 de la fonction ϕ(x,y,z) = 2(2z2 + y2) + x sur R3, on calcule
(gradϕ)A = (1,4y,8z) = (1,4,−8) =: n. Ce vecteur est bien orthogonal au plan tangent obtenu à la
question 3.

(e) Comme < V,n >=< (27,−29,−1),(1,4,−8) >= −81 ̸= 0, le vecteur V n’est pas dans le plan
tangent à Sen A.

Correction de l’exercice ?? ▲

On paramètre E en coordonnées sphériques par F(θ ,ϕ) = (cosθ sinϕ,sinθ sinϕ,1/
√

5cosϕ) avec
θ ∈ [0,2π[ et ϕ ∈ [0,π]. Le plan tangent est engendré par les vecteurs ∂F

∂θ
=(−sinθ sinϕ,cosθ sinϕ,0) et

∂F
∂ϕ

=(cosθ cosϕ,sinθ cosϕ,−1/
√

5sinϕ). Dans cette base, la matrice de la première forme fondamentale

est
(

sin2
ϕ 0

0 cos2 ϕ +1/5sin2
ϕ

)
. L’élément de volume est 1/

√
5sinϕ

√
1+4cos2 ϕdθdϕ . L’aire de

l’ellipsoïde est donc

A[E ] =
∫

π

ϕ=0

∫ 2π

θ=0

1√
5

sinϕ

√
1+4cos2 ϕdϕdθ

= 2π

∫
π

ϕ=0

1√
5

sinϕ

√
1+4cos2 ϕdϕ

=
2π√

5

∫ 1

t=−1

√
1+4t2dt =

π√
5
(2
√

5+ ln(2+
√

5))

= π(2+
ln(2+

√
5)√

5
).

Correction de l’exercice ?? ▲

On paramètre la surface Spar F(u,v) = (u,v,u2−v2). L’espace tangent en p est engendré par ( ∂F
∂u )p =

(1,0,2u)p = (1,0,0) et ( ∂F
∂v )p = (0,1,−2v)p = (0,1,0). La matrice de la première forme fondamentale

dans cette base est en p de paramètre (0,0)
(

1+4u2 −4uv
−4uv 1+4v2

)
= Id. La matrice de la seconde forme

fondamentale se calcule à l’aide du vecteur normal n=( ∂F
∂u×

∂F
∂v )p=(0,0,1) par

(
< ∂ 2F

∂u2 ,n> < ∂ 2F
∂u∂v,n>

< ∂ 2F
∂u∂v,n> < ∂ 2F

∂v2 ,n>

)
=(

2 0
0 −2

)
. Comme la matrice de la première forme fondamentale est l’identité, cette dernière matrice

est aussi celle de l’endomorphisme de Weingarten. La courbure de Gauss est donc le déterminant −4.
Les deux directions principales sont dirigées par les vecteurs ∂F

∂u p = (1,0,0) et ∂F
∂v p = (0,1,0).

Correction de l’exercice ?? ▲
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(a) La fonction courbure est continue et non constante sur le compact [0, ℓ]. Elle atteint donc son
maximum et son minimum en deux points distincts P et Q. Comme elle est continûment dérivable,
en ces points sa dérivée est nulle. Ce sont donc des coins.

(b) On utilise la formule de Frenet ṅ(t) =−κ(t)ċ(t).∫ ℓ

0
κ̇c(t) =−

∫ ℓ

0
κ ċ(t) =

∫ ℓ

0
ṅ(t) = n(ℓ)−n(0) = 0.

(c) Par hypothèse, l’ordonnée de κ̇(t)c(t) serait de signe constant sur les deux parties de la courbe
délimitées par P et Q. Ceci contredit l’annulation de l’intégrale.

(d) S’il n’y a que trois coins, la courbe est partagée en trois parties. Sur deux des parties adjacentes κ̇

a le même signe. Le raisonnement précédent en déplaçant la courbe, de sorte que κ̇ soit de signe
constant sur chaque demi-plan (y⩾ 0) et (y⩽ 0) aboutit à une contradiction.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Les composantes de l’application c sont de classe C ∞. La dérivée de la dernière composante n’est
jamais nulle. La courbe c est donc régulière.

(b) Pour tout paramètre t, ∥ċ(t)∥=
√

2+ t2 ⩾
√

2. Donc,

L[c|[a,b]] =
∫ b

a
∥ċ(t)∥dt ⩾

√
2(b−a).

(c) Soit t ∈ R,
(t cos t)2 +(t sin t)2 = t2 = (t)2.

Par conséquent, C est dans la quadrique d’équation x2 +y2 = z2.

(d) Soit t ∈ R, c(−t) =

 −t cos t
t sin t
−t

 et se déduit donc de c(t) par le demi-tour autour de l’axe des

ordonnées (d’équation x= z= 0).

(e)

(f)

c(t) =

 t cos t
t sin t

t

 ; ċ(t) =

 cos t− t sin t
sin t + t cos t

1

 ;

c̈(t) =

 −2sin t− t cos t
2cos t− t sin t

0

 ; ...c (t) =

 −3cos t + t sin t
−3sin t− t cos t

0

 .

Ainsi,

det

cos t− t sin t −2sin t− t cos t −3cos t + t sin t
sin t + t cos t 2cos t− t sin t −3sin t− t cos t

1 0 0

= t2 +6

Par ailleurs,

ċ(t)∧ c̈(t) =

 cos t− t sin t
sin t + t cos t

1

∧
 −2sin t− t cos t

2cos t− t sin t
0

=

−2cos t + t sin t
−2sin t− t cos t

2+ t2


dont la norme au carré est t4 +5t2 +8. La fonction torsion de c est donc

τ(t) =
t2 +6

t4 +5t2 +8
.
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Correction de l’exercice ?? ▲

L’application F est injective et différentiable car ses composantes le sont. On calcule

X =u=
∂F
∂u

=

sinh(u)cos(v)
sinh(u)sin(v)

1

 et Xv =
∂F
∂v

=

−cosh(u)sin(v)
cosh(u)cos(v)

0


pour déterminer le rang de dF, qui est donc 2. Par conséquent, l’image Sde F est une surface régulière.
On peut aussi déterminer

G= cosh2 u
(

1 0
0 1

)
.

On s’en sert aussi pour trouver un champs de vecteurs normaux unitaires différentiable N= 1
coshu

−cosv
−sinv
sinhu

.

On peut ensuite, soit calculer

W(Xu) =−dN ·Xu =−
∂N
∂u

=−(cosh−2 u)Xu

et W(Xv) =−dN ·Xv =−
∂N
∂u

= (cosh−2 u)Xv

et en déduire que les valeurs propres de l’endomorphisme de Weingarten W sont −cosh−2 u et cosh−2 u.
Donc, W est de demi-trace nulle, et la courbure moyenne de ImF est partout nulle.

On peut aussi calculer ∂ 2F
∂u2 , ∂ 2F

∂u∂v et ∂ 2F
∂u2 pour obtenir H =

(
−1 0
0 1

)
. On calcule G−1 = cosh−2 u

(
1 0
0 1

)
Donc W = G−1H =

(
−cosh−2 u 0

0 cosh−2 u

)
. Comme la demi-trace de W est nulle, la surface S est

partout de courbure moyenne nulle.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme pour tout t ∈R, et tout ainR, c(t +a) = t(0,0,a)(c(t)), l’image de F est invariante par toutes
les translations de vecteur parallèle à k⃗, le troisième vecteur de la base canonique.
On remarque aussi que F(−t,−s) s’obtient à partir de F(t,s) par le demi-tour d’axe des abscisses.
Ce demi-tour conserve donc l’image de F .

(b) Soit (u,v) ∈ R2,
(1− t2)2(1− (1− t2)) = (1− t2)2t2 = [t(1− t2)]2.

Donc, l’image de F est incluse dans l’ensemble d’équation y2 = x2(1−x).
Soit (x,y,z) inclus dans l’ensemble d’équation y2 = x2(1−x). Si x= 0, y= 0 et (x,y,z) = F(1,z).
Si x ̸= 0, soit s= z et t = y/x. On vérifie que F(t,s) = (x,y,z).
Donc, l’image de F est l’ensemble d’équation y2 = x2(1−x).

(c) Au voisinage du point (0,0,0) de l’image de S, la projection sur le plan x= 0 donne a chaque point
deux antécédents, la projection sur la plan y = 0 aussi, et la projection sur la plan z= 0 donne
à chaque point soit une infinité, soit aucun antécédent. Par conséquent, au voisinage de (0,0,0)
l’image de Sn’est pas un graphe. L’image de F n’est donc pas une surface régulière de R3.

Correction de l’exercice ?? ▲
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On note S la sphère unité de R3. La fonction f est différentiable sur la sphère comme restriction d’une
fonction polynomiale sur R3. La fonction f continue sur le compact Satteint ses extrema. En un point
extremal, la différentielle de la fonction f restreinte à l’espace tangent doit être nulle. Le gradient de f

doit donc être normal à l’espace tangent. On trouve que le vecteur

 y
x
0

 doit être parallèle au vecteur x
y
z

. Comme x, y et zne sont pas simultanément nuls sur S, z= 0 et x2 = y2. Puisque x2+y2+z2 = 1,

x = ±1/
√

2 et y = ±1/
√

2. En comparant les valeurs en ces quatre points, on trouve que le minimum
absolu de la fonction f est donc−1/2 atteint au deux points (1/

√
2,−1/

√
2,0) et (−1/

√
2,1/
√

2,0). Le
maximum absolu de la fonction f est donc 1/2 atteint au deux points (1/

√
2,1/
√

2,0) et (−1/
√

2,−1/
√

2,0).

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme les composantes de c sont de classe C ∞, elle est de classe C ∞. La dérivée de la dernière
coordonnée ne s’annule jamais. La courbe c est donc régulière.

(b) Le vecteur vitesse

ċ(t) =

−3sin t
3cos t

4


est de norme 5. Comme la courbe c est régulière, on peut trouver un paramétrage par longueur
d’arc. Le paramétrage

e : ]0,5[ → R3

s 7→

 3cos(s/5)
3sin(s/5)

4s/5


de la forme e(s) = c(φ(s)) est un reparamétrage par longueur d’arc, car de/dsest partout de norme
1.

(c) On utilise le paramétrage par longueur d’arc. Le premier vecteur est le vecteur vitesse ė(s) =

v(s) =

−3/5sin(s/5)
3/5cos(s/5)

4/5

. Le deuxième est le vecteur normal. Le vecteur accélération est ë(s) =−3/25cos(s/5)
−3/25sin(s/5)

0

. On trouve que la courbure est 3/25 et le vecteur normal n(s)=

−cos(s/5)
−sin(s/5)

0

.

Le troisième vecteur est le vecteur binormal b(s)= v(s)∧n(s)=

−3/5sin(s/5)
3/5cos(s/5)

4/5

∧
−cos(s/5)
−sin(s/5)

0

= 4/5sin(s/5)
−4/5cos(s/5)

3/5

.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a)
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(b) L’application F est de classe C ∞ et injective. On calcule Xϕ =

−sin(ϕ)cos(θ)
−sin(ϕ)sin(θ)

cos(ϕ)

 et Xθ =−(2+ cos(ϕ))sin(θ)
(2+ cos(ϕ))cos(θ)

0

. Si ϕ ̸= 0, sin(ϕ) ̸= 0 et les deux premières coordonnées sont indépendantes.

Si ϕ = 0, Xϕ =

0
0
1

 et Xθ =

−sin(θ)
cos(θ)

0

 sont indépendants. Ainsi, dF est partout de rang 2

donc un homéomorphisme local. Puisqu’elle est injective, l’application F est donc un paramétrage.
L’image T est donc une surface régulière de R3.

(c) On détermine d’abord la matrice de la première forme fondamentale

G=

(
1 0
0 (2+ cos(ϕ))2

)
On choisit comme champ de vecteurs normaux unitaires

N =−
Xϕ ∧Xθ

2+ cos(ϕ)
=

sin(ϕ)cos(θ)
sin(ϕ)sin(θ)
−cos(ϕ)

∧
−sin(θ)

cos(θ)
0

=

cos(ϕ)cos(θ)
cos(ϕ)sin(θ)

sin(ϕ)


On détermine ensuite l’endomorphisme de Weingarten W par

WXϕ =
∂N
∂ϕ

=

−sin(ϕ)cos(θ)
−sin(ϕ)sin(θ)

cos(ϕ)

= Xϕ

et WXθ =
∂N
∂θ

=

−cos(ϕ)sin(θ)
cos(ϕ)cos(θ)

0

=
cos(ϕ)

2+ cos(ϕ)
Xθ

On en déduit que les valeurs propres de W sont 1 et cos(ϕ)
2+cos(ϕ) , et que la courbure de Gauss est donc

K(ϕ,θ) = cos(ϕ)
2+cos(ϕ) .

(d) ∫
T

K(m)dσ(m) =
∫
]−π,π[×]−π,π[

K(ϕ,θ)
√

detGdϕdθ

=
∫
]−π,π[×]−π,π[

cos(ϕ)
2+ cos(ϕ)

(2+ cos(ϕ))dϕdθ

= 2π

∫
π

−π

cos(ϕ)dϕ = 0.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme F est un paramétrage de la surface régulière T, les vecteurs Xϕ = ∂F
∂ϕ

et Xθ = ∂F
∂θ

sont
indépendants et forment une base de l’espace tangent à T en F(ϕ,θ). La matrice imposée est bien
celle d’un produit scalaire. Comme elle est constante, elle dépend de façon C ∞ de (ϕ,θ).

(b) Comme la matrice de la métrique riemannienne est constante, les symboles de Christoffel sont nuls
en tous points et le tenseur de courbure est identiquement nul. On en déduit que la courbure de
Gauss est identiquement nulle.

(c) D’après la question précédente
∫

T K(m)dσ(m) = 0
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Correction de l’exercice ?? ▲

(a) La courbure d’un cercle de rayon r est en valeur absolue 1/r .
(b) Puisque la fonction norme (au carré) φ est différentiablement continue et maximale au point de

paramètre τ , sa dérivée en τ s’annule. On trouve φ ′(τ) = 2 < c(τ), ċ(τ)>= 0. Par ailleurs, comme
la fonction c donne un paramétrage par la longueur d’arc, la fonction t 7→ ∥ċ(t)∥2 est constante
égale à 1, donc aussi de dérivée nulle en τ . On trouve 2 < c̈(τ), ċ(τ) >= 0. Par conséquent, en
notant n⃗ un vecteur normal unitaire à ċ(τ), on trouve c(τ) = +/− n⃗ et c̈(τ) = κ(τ )⃗n.

(c) Puisque la fonction norme φ est deux fois différentiablement continue et maximale au point de
paramètre τ , sa dérivée seconde en τ est négative. On trouve φ ′′(τ) = 2 < c(τ), c̈(τ) > +2 <
ċ(τ), ċ(τ)>=+/−2rκ(τ)+2 ⩽ 0. Donc, −/+2rκ(τ)⩾ 2 et par suite −/+ rκ(τ) est positif de
valeur absolue au moins 1. En divisant par r > 0, on trouve le résultat.

(d) La courbe est en ses points extrémaux plus courbée que le cercle de rayon r qui la borde.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Le plan TMS tangent à S au point M est engendré par les deux vecteurs

∂F
∂u

=

 1
2u0
0

 et
∂F
∂v

=

 2v0
−2v0

1

 .

Une équation cartésienne du plan TMS est obtenue parX
Y
Z

 ∈ TMS ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
1 2v0 X

2u0 −2v0 Y
0 1 Z

∣∣∣∣∣∣= 0 ⇐⇒ −2u0X+Y+2(1+2u0)v0Z = 0.

(b) Il suffit de dire que le plan tangent TMΣ est le noyau de la différentielle de la fonction ψ : (x,y,z) 7→
x5 +y5 +z5−1 en (x0,y0,z0). On trouveX

Y
Z

 ∈ TMΣ ⇐⇒ 5(x4
0X+y4

0Y+z4
0Z) = 0 ⇐⇒ x4

0X+y4
0Y+z4

0Z = 0.

(c) Une équation du graphe G de f est z= f (x,y). Une équation du plan tangent en M de coordonnées
(x,y, f (x,y)) est donc X

Y
Z

 ∈ TMΣ ⇐⇒ Z =
∂ f
∂x

(x,y)X+
∂ f
∂y

(x,y)Y.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Par l’exercice précédent, P a pour plan tangent au point M(x,y,z) le plan d’équation Z = 2yY−
2xX. En particulier, le plan tangent en A est le plan d’équation Z= 0 engendré par les deux vecteurs

de base

1
0
0

 et

0
1
0

. Un champs de vecteurs normaux unitaires est donc

N(x,y,y) =
1√

4x2 +4y2 +1

 2x
−2y

1

 .
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(b) L’endomorphisme de Weingarten est donné au point A(0,0,0) par WA =−dN(A) : TAP → TAP1
0
0

 7→ −
2

0
0


0

1
0

 7→
0

2
0


(c) Ses valeurs propres sont donc−2 et 2. La courbure de Gauss de P en A est donc−4. Les directions

propres sont donc les axes de coordonnées x et y.

Correction de l’exercice ?? ▲

On trouve en utilisant la relation N⃗P′ ∥ N⃗P que la projection stéréographique depuis le pôle nord sur le
plan équatoriale est donnée par

p : S2 → R2x
y
z

 7→

 x
1−z

y
1−z
0


et la réciproque

F : R2 → S2(
x′

y′

)
7→


2x′

(x′)2+(y′)2+1
2y′

(x′)2+(y′)2+1
1− 2

(x′)2+(y′)2+1


En particulier, la différentielle du paramétrage F au point de paramètres (0,0) est

dF(0,0) : T(0,0)R2 → S2
S(

X′

Y′

)
7→

2X′

2Y′

0


n’est ni une isométrie, ni de déterminant +/−1. La projection stéréographique ne conserve donc ni les
longueurs, ni les aires. Par contre, la différentielle du paramétrage F au point de paramètres (x′,y′) est

dF(x′,y′) : T(x′,y′)R2 → TS2

(
X′

Y′

)
7→


2 −(x

′)2+(y′)2+1
((x′)2+(y′)2+1)2 X′−4 x′y′

((x′)2+(y′)2+1)2 Y′

−4 x′y′
((x′)2+(y′)2+1)2 X′+2 (x′)2−(y′)2+1

((x′)2+(y′)2+1)2 Y′

4 x′
((x′)2+(y′)2+1)2 X′+4 y′

((x′)2+(y′)2+1)2 Y′


On vérifie alors que

∥∥∥∥dF(x′,y′)
(

X′

Y′

)∥∥∥∥2

=

4
∥∥∥∥(X′

Y′

)∥∥∥∥2

(x′)2 +(y′)2 +1
.

Donc, dF(x′,y′) conserve les angles.

Correction de l’exercice ?? ▲

Non, par exemple, les deux surfaces régulières (graphes) d’équation (z= 0) et (z= x2−y3) s’intersectent
sur la courbe d’équation (z= 0,x2−y3 = 0) qui est singulière en (0,0,0).
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Correction de l’exercice ?? ▲

Le théorème de Sylow donne que ce nombre N est congru à 1 modulo 5 et divise 24. C’est donc 1 ou
6. Comme (12)(12345)(12) = (21345) n’est pas dans le 5-Sylow (d’ordre 5) < (12345) > il y a un
5-Sylow non distingué. Ainsi, N = 6.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme le seul élément non nul de F2 est 1, SL(4,F2) = GL(4,F2). Le centre de GL(4,F2)
composé des homothéties inversibles est donc réduit à l’identité ainsi que celui de SL(4,F2). Ainsi,
|PSL(4,F2)|= |GL(4,F2)|=(24−1)(24−2)(24−22)(24−23)= 15×14×12×8= 7×5×32×26.

(b) Ces deux matrices sont d’ordre 2. Elles ne sont pas conjuguées car la dimension des espaces propres
de valeurs propres 1 n’est pas la même pour les deux.

(c) Tous les éléments de F×4 sont des racines 3-ième d’unité par le théorème de Lagrange. Par conséquent
toutes les homothéties inversibles sont dans le centre de SL(3,F4). Donc, |PSL(3,F4)=GL(3,F4)/(3×
3) = (43−1)(43−4)(43−42)/9 = 63×60×48/9 = 7×5×32×26.

(d) i. P( f 3) = F3 = F car F est une involution. g = f 3 n’est donc pas l’identité, mais g2 = f 6 =
( f 2)3 = Id car f 2 est dans le centre de SL(3,F4) qui est d’ordre 3.

ii. Le corps F4 est de caractéristique 2. (g− Id)2 = g2−2g+ Id = 0. Par conséquent, dim Im(g−
Id)⩽ dimKer(g− Id) et dim Im(g− Id)+dimKer(g− Id) = 3. Comme g ̸= Id, dimKer(g−
Id) = 2.

iii. Ainsi g est un élément de SL(3,F4) qui admet un plan de points fixes. C’est donc une transvection.

(e) Dans PSL(4,F2), il y a au moins deux classes de conjugaison d’éléments d’ordre 2 par la question
1. Dans SL(3,F4) comme toutes les transvections sont conjuguées, la question 4 permet d’affirmer
qu’il n’y a qu’une classe de conjugaison d’éléments d’ordre 2. Les deux groupes ne sont donc pas
isomorphes.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Si q et Q sont équivalents, il existe un isomorphisme linéaire u de E tel que Q= q◦u. Par conséquent
Q prend toutes les valeurs que prend q.

(b) On sait dans ce cas, que le vecteur isotrope est dans un plan hyperbolique, sur lequel q est équivalente
à la forme Q(x,y) = xy qui prend toutes les valeurs de k.

(c) On procède par récurrence comme dans le cours en utilisant le fait que l’orthogonal d’un espace
non singulier dan un espace non-singulier est non-singulier et on s’arrête quand la forme n’a plus
de vecteurs isotropes non nuls.

(d) Si dans une telle décomposition, il y a k plans hyperboliques, et dans une autre k′, si k ⩽ k′, par
le théorème de Witt, l’isométrie entre k des plans hyperboliques des deux décompositions induit
une équivalence des orthogonaux. En particulier, ils n’ont pas de vecteurs isotropes. Donc k′ = k.
A l’aide de la décomposition, on peut facilement construire un sous-espace totalement isotrope I
de dimension k. Ce nombre k est donc inférieur à l’indice de q. On injecte I dans un sous-espace
totalement isotrope de dimension maximale M. Par le théorème de Witt, les orthogonaux sont
isomorphes et ne contiennent donc pas de vecteurs isotropes. Donc, I est de dimension maximale,
et k= ν(q).

Correction de l’exercice ?? ▲
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(a) Il faut montrer que σ est un morphisme de corps, puis que c’est une bijection. La bijection
inverse est alors automatiquement un morphisme de corps. Pour le premier point, σ est facilement
multiplicative et σ(1) = 1. Pour montrer que σ(a+ b) = σ(a)+σ(b), on utilise la formule du
binôme puis le fait que le corps F5 est de caractéristique 5. Pour le second point, il suffit de montrer
que σ est injective puisque son ensemble de départ a le même cardinal fini que son ensemble
d’arrivée. Pour cela, il suffit de dire que σ est un morphisme de corps.

(b) Les formes f1 et f3 sont linéaires par rapport à la première variable, et en utilisant l’expression

f1

 x
y
z

 ,

 x′

y′

z′

) = xσ(x′)+3zσ(y′)+3yσ(z′)

on montre aussi qu’elles sont σ -semi linéaire par rapport à la seconde variable. Elles sont donc
sesquilinéaires. Par contre, comme il n’y a au plus que cinq élément de F25 qui vérifient λ 5 = λ ,
il existe un λ ∈ F25 tel que f2(λ · (1,1,1),(1,1,1)) = 3λ 5 ̸= λ · f2((1,1,1),(1,1,1)). La forme f2
n’est donc pas sesquilinéaires.

(c) Par un théorème du cours, c’est le rang qui classifie les formes sesquilinéaires sur les corps finis.
Comme f1 et f3 ont même rang 3, elles sont équivalentes.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) La restriction d’une forme alternée sur une droite est nulle. Les droites sont donc toutes isométriques.
Par le théorème de Witt, toute isométrie entre deux droites se prolonge à l’espace E non dégénéré
en un élément de G. Par conséquent, les droites sont toutes dans la même orbite pour l’action de G.

(b) Les formes alternées sont classifiées à équivalence près par leur rang qui est toujours pair. Par
conséquent, les restrictions à un plan sont donc la forme nulle ou une forme symplectique de rang
2.

(c) Par la question précédente et par le théorème de Witt, on conclut comme dans la première question
qu’il y a deux orbites sur l’ensemble des plans de E.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini E. Alors le nombre N d’orbites se calcule par

N =
1

CardG ∑
g∈G

CardFix(φ(g)) =
1

CardG ∑
x∈E

CardStab(x).

(b) Le groupe des déplacements du tétraède est isomorphe à A4. Il y a l’identité, les 8 = 4×2 rotations
d’ordre 3, dont l’axe passe par un sommet et le centre de la face opposée, les 3 demi-tours (d’ordre
2) dont l’axe passe par les milieux de deux arêtes opposées.

(c) On considère l’ensemble des coloriages. Il est de cardinal c4, puisqu’il s’agit de choisir une couleur
pour chacune des quatre faces. Le groupe des déplacements du tétraèdre agit sur cet ensemble et
les façons différentes de colorier sont les orbites de cette action. Par la formule de Burnside, il
suffit de déterminer le nombre de coloriages fixés par chacun des déplacements. Pour l’identité :
c4. Pour les rotations d’ordre 3 : c2 (si l’axe est vertical, toutes les trois faces obliques doivent avoir
la même couleur et la face horizontale doit avoir une couleur.) Pour les demi-tours : c2 (les faces se
correspondent deux à deux.). En conclusion, le nombre de façons différentes de colorier est

N =
1

CardG ∑
g∈G

CardFix(φ(g)) =
1
c4 (c

4 +11c2) =
1
c2 (c

2 +11).
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Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Le groupe A6 est simple et n’a donc pas de sous-groupes distingués. De façon plus élémentaire,

(1,2)(3,4)◦ (3,4)(1,5) = (1,2)(1,5) = (1,5,2)

et l’ensemble proposé n’est donc pas un sous-groupe.

(b) L’intersection de deux espaces vectoriels F et G de dimension 3 dans un espace vectoriel E de
dimension 4 est un sous-espace vectoriel de dimension dimF+dimG−dim(F+G) = 6−dim(F+
G) avec 3 ⩽ dimF +G⩽ min(dimE,dimF +dimG) = 4 donc soit 3, soit 2. L’intersection de deux
plans projectifs de P3 est donc soit un plan projectif soit une droite projective.
L’intersection de deux espaces vectoriels F et G de dimension 3 dans un espace vectoriel E de
dimension 5 est un sous-espace vectoriel de dimension dimF+dimG−dim(F+G) = 6−dim(F+
G) avec 3 ⩽ dimF+G⩽ min(dimE,dimF +dimG) = 5 donc soit 3, soit 2, soit 1. L’intersection
de deux plans projectifs de P3 est donc soit un plan projectif, soit une droite projective, soit un
point.

(c) Comme une homographie est caractérisée par l’image d’un repère projectif, il suffit de prendre cinq
points A, B, C, D E deux à deux distincts : il n’existe aucune homographie qui fixe A, B et C et qui
échange D et E par exemple.
Sinon, On choisit un repère projectif et des coordonnées homogènes. Les points de coordonnées
A[1 : 0],B[0,1],C[1,1] et D[2,1] ont pour birapport 2 alors que ceux de coordonnées A[1 : 0],B[0,1],C[1,1]
et E[3,1] ont pour birapport 3. Par conséquent, pour tout point M les quintuplets

(A,B,C,D,M) et (A,B,C,E,M)

ne sont images l’un de l’autre dans aucune homographie.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) On note O le centre de gravité de Pn. Dans Dn, toutes les isométries, qui sont affines, conservent
le centre de gravité. Il n’y a donc aucune translation ni symétrie glissée. Il y a les n rotations de
centre O et d’angle 2kπ/n avec k= 0, · · · ,n−1. Si n est pair, il y a les n/2 symétries orthogonales
d’axe (OS) pour chaque sommet Set les n/2 symétries d’axe médiateur d’un des n côtés. Si n est
impair, il y a les n symétries d’axe médiateur d’un des n côtés.

(b) On considère l’action de Dn sur l’ensemble fini des n sommets de Pn. À l’aide des rotations de
centre O et d’angle 2kπ/n, on montre que l’action est transitive. Le stabilisateur d’un sommet S
est le sous-groupe d’ordre 2 engendré par la symétrie orthogonale d’axe (OS) où O est le centre
du polygone. Par la seconde formule des classes, Dn est d’ordre 2n. La liste précédente est donc
complète.

(c) Comme n est impair, les 2-Sylow sont d’ordre 2. Ce sont les sous-groupes engendrés par les
symétries orthogonales. Si s est une symétrie d’axe d et r la rotation de centre O et d’angle 2kπ/n,
rsr−1 est la symétrie d’axe r(d). Comme n est impair, le groupe engendré par r agit transitivement
sur les axes de symétrie. Toutes les symétries sont donc conjuguées.

(d) Les 2-Sylow sont d’ordre 4 dans D6 d’ordre 22×3. Le groupe engendré par deux symétries d’axe
orthogonal (qui commutent) est d’ordre 4. En conjuguant par la rotation de centre O et d’angle
2π/6, on obtient un autre 2-Sylow. Les 2-Sylow ne sont donc pas distingués. Le nombre de 2-
Sylow est congru à 1 modulo 2 et divise 12 et n’est pas 1. Il y a donc trois 2-Sylow.

(e) La conjuguée, par une rotation d’angle 2kπ/6 ou par une symétrie, d’une symétrie d’axe médiateur
d’un coté est une symétrie d’axe médiateur d’un coté. Les symétries d’axe médiateur d’un coté et
les symétries d’axe passant par un sommet (qui diffèrent car 6 est pair) ne sont donc pas conjuguées
dans D6.
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(f) Le sous-groupe engendré par une rotation d’angle 4π/6 est d’ordre 3 et c’est un 3-Sylow.

Correction de l’exercice ?? ▲

Les ordres des éléments de G sont 3,11 ou 33. Une application directe du théorème de Sylow montre
qu’on a un seul groupe d’ordre 11 et un seul groupe d’ordre 3. Les éléments d’ordre 3 et 11 sont contenus
dans ces deux groupes. On a au plus

1+(3−1)+(11−1) = 1+2+10 = 13

éléments d’ordre 1, 3 ou 11. Il existe donc un élément d’ordre 33 dans G qui est donc cyclique isomorphe
à Z/33Z.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a)

(b) Non, il faut au moins avoir l’image d’un repère projectif.

Correction de l’exercice ?? ▲

(a) Comme F admet une droite d de points fixes, f fixe toutes les droites d’un plan. C’est donc en
restriction à ce plan, une homothétie. Quitte à diviser par ce rapport non nul, on peut supposer que
f est l’identité sur ce plan.

(b) L’application f est alors soit une dilatation, soit une transvection. Dans le premier cas, avec un
repère adapté, tout point de coordonnées (X,Y,Z) et son image de coordonnées X,Y,λZ) sont
coplanaires avec le point de coordonnées (0,0,1). Dans le second cas tout point de coordonnées
(X,Y,Z) et son image de coordonnées (X,Y+Z,Z) sont coplanaires avec le point de coordonnées
(0,1,0). On en déduit donc l’existence d’un centre O.

(c) On choisit un repère projectif de P2 composé de M1 et M2 sur d, puis M3 = O et comme point
unitaire M4 = A. On obtient un repère tel que d ait pour équation Z = 0 et O pour coordonnées
homogènes [0 : 0 : 1] et A pour coordonnées homogènes [1 : 1 : 1]. Notons [x : x : z] des coordonées
homogènes de A′ aligné avec O et A avec x ̸= 0 car A′ ̸= O et z ̸= 0 car A′ ̸∈ d. On peut donc
normaliser avec A′[1 : 1 : z]. Comme d doit être laissée fixe par l’homographie cherchée P( f ), quitte
à normaliser, on peut supposer que f est l’identité sur vect(e1,e2). Comme P( f )(A) = A′, f (e1 +
e2 +e3) = e1 +e2 + f (e3) est proportionel à e1 +e2 + ze3. Donc, f (e3) = ze3. Réciproquement,
cette application f satisfait les conditions requises (voir le cas de la dilatation).

(d)

Figure 4:

Notons φ l’homographie de droite fixe d de centre O qui envoie P sur P′. On vérifie successivement
qu’elle envoie P sur P′, Q sur Q′, P′ sur P et enfin Q′ sur Q. Elle coïncide avec H sur un repère
projectif donc partout.

Correction de l’exercice ?? ▲
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(a) Dire que F et F ′ ont les mêmes points fixes revient dire que f et f ′ ont les mêmes directions propres
d1 = vect(v1) et d2 = vect(v2). les matrices de f et f ′ dans la base (v1,v2) sont diagonales et donc
commutent, ce qui implique que F et F ′ commutent.

(b) Comme dim(E)= 2, un élément de Gl(E) qui a trois directions propres distinctes est une homothétie
et donc induit l’identité sur P(E).

(c) On utilise la commutativité : F(F ′(A)) = F ◦F ′(A) = F ′ ◦F(A) = F ′(A) donc F ′(A) est un point
fixe de F . De même F ′(B) est un point fixe de F , F(A′) est un point fixe de F ′ et F(B′) est un
point fixe de F ′. On en déduit {F ′(A),F ′(B)} = {A,B} et {F(A′),F(B′)} = {A′,B′} puisque F et
F ′ n’ont chacune que deux points fixes.

(d) F n’a que deux points fixes (car F ̸= Id∆ puisque F2 ̸= Id∆), comme A′ et B′ sont distincts (par
hypothèse sur F ′) et sont fixés par F on a le résultat souhaité.

(e) F2 ne possède que deux points fixes, puisque F2 ̸= Id∆. Sous l’hypothèse, A′ et B′ sont des points
fixes de F2, distincts par hypothèse sur F ′, donc l’ensemble des points fixes de F2 est {A′,B′}.
D’autre part A et B sont aussi fixés par F2 puisque fixés par F et A ̸= B par hypothèse sur F , donc
l’ensemble des points fixes de F2 est {A,B}. Enfin, par transitivité de l’égalité, {A′,B′} = {A,B}.
On a ainsi obtenu une absurdité, puisqu’on a supposé que F échangeait A′ et B′ et qu’on a obtenu
qu’elle les fixait.

(f) On a donc toujours la situation envisagée en 4., et F et F ′ ont les mêmes points fixes.

Correction de l’exercice ?? ▲

Soit 6 points A,B, · · ·F du plan R2 tels que ABCDEFsoit un hexagone régulier.

Etant données les images A′ = h(A), B′ = h(B), D′ = h(D) et E′ = h(E) par une homographie h de P2(R)
dans lui-même, pour construire à la règle les images des autres points, on commence par déterminer
l’ancienne droite à l’infini, en déterminant les points d’intersection d’image de couple de droites parallèles.

Correction de l’exercice ?? ▲

Soit n un entier supérieur à 3. Soit D2n le groupe des isométries d’un polygone régulier P à n côtés
d’un plan euclidien réel. Comme toutes les isométries sont affines, l’isobarycentre G des sommets de P
est conservé. Les éléments de D2n de déterminant positif sont donc des rotations de centre G, et ceux
de déterminant négatif des symétries orthogonales par rapport à des droites passant par G. Comme une
rotation qui a deux points fixes est l’identité, les rotations sont d’ordre inférieur à n. Il n’y a donc que
les n rotations d’angle multiple de 2π/n. Comme la composée de deux symétries d’axe passant par G
est une rotation, il y a aussi exactement n symétries, obtenues comme produit des n rotations par une
symétrie fixée.

L’application det : D2n→{−1,1} est un morphisme de groupes qui a pour image le groupe commutatif
{−1,1} et pour noyau le groupe commutatif Rn des rotations de centre G d’angle multiple de 2π/n.
Le groupe dérivé D(1)(D2n) de D2n est donc inclus dans le sous-groupe commutatif des rotations. Par
conséquent, le deuxième groupe dérivé D(2)(D2n) = {Id} et D2n est résoluble.

Correction de l’exercice ?? ▲

Les formes bilinéaires symétriques données par les formes quadratiques suivantes sur F3
7, q(x,y,z) =

x2 +6y2 +2z2 et Q(x,y,z) = xy+3z2 ont pour matrice dans la base canonique1 0 0
0 6 0
0 0 2

 et

0 4 0
4 0 0
0 0 3


199



et sont non-dégénérées de discriminant 5 et 1. Comme 5
7−1

2 =−1[7], 5 n’est pas un carré alors que 1 = 12

en est un, les formes ne sont donc pas équivalentes.

Correction de l’exercice ?? ▲

Soit (E, f ) et (E, f ′)′ deux espaces symplectiques non-singuliers de dimension 4. Soit d ⊂ E et d′ =
vect(x′) ⊂ E′ deux droites et f une application linéaire bijective de d sur d′. On écrit d = vect(x) et
d′ = vect(x′) où x′ = f (x).

Notons que comme d et d′ sont de dimension 1 donc isotropes, f est une isométrie (pour les formes
bilinéaires induites). Puisque f est non dégénérée, on choisit un vecteur z (non colinéaire à x) tel que
f (x,z) est non nul donc inversible dans k. On définit y sous la forme y= αx+ f (x,z)−1z. Alors, (x,y) est
une paire symplectique. L’orthogonal de vect(x,y) (muni de la forme induite) est un plan non-singulier
puisque vect(x,y) est non-singulier. Par la construction précédente, on y trouve une paire symplectique
(X,Y). Le même raisonnement permet de trouver une base (x′,y′,X′,Y′) de E′ telle que (x′,y′) et (X′,Y′)
soient deux paires symplectiques orthogonales de E′. L’application f définie par x 7→ x′, y 7→ y′, X 7→ X′

et Y 7→Y′ est une isométrie de E sur E′ qui prolonge f .
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