Exo7

Calculs sur les matrices

Corrections d’ Arnaud Bodin.

1 Opérations sur les matrices

Exercice 1

Effectuer le produit des matrices :

)1 1 1 1 2 0 -1 -1 O a b c 1 a c
3 9 X . 9 31 4 X 1 4 -1 c b a |x 1 b b
2 1 2 1 1 1 1 ¢ a
Correction V¥ Vidéo H [001040]

Exercice 2
. cos@ —sinb , n
= . > 1.
Soit A(0) <sin9 03 0 > pour 6 € R. Calculer A(6) x A(8) et (A(6))" pourn > 1
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo M [001061]
Exercice 3
Soient A et B € ., (R) telles que VX € .#,(R), tr(AX) = tr(BX). Montrer que A = B.
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [001063]
Exercice 4
Que peut-on dire d’une matrice A € .#,(R) qui vérifie tr(A'A) =07?
Indication V¥ Correction V¥ Vidéo W [001064]
2 Inverse
Exercice 5

Calculer (s’il existe) I’inverse des matrices :

1 2 1 1 a a? O 1 11
a b _ 1 011
1 2 -1 o 1 a|(eeC)
¢ d -2 -2 -1 o a 1 Phod
1110
1 1 1 1 2 3 n
0 1 0 1 2
0 1 1 0 1 2
0 0 1 0 0 1



http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=XwtvirsK2HU
http://www.youtube.com/watch?v=O1CDw2RqXUw
http://www.youtube.com/watch?v=-ew4tp-RHJY
http://www.youtube.com/watch?v=IfhgaXB6Oh0

Correction ¥ Vidéo W [006872]
Exercice 6
1 0 2
SoitA= [0 —1 1].Calculer A*—A. En déduire que A est inversible puis déterminer A~".
1 -2 0
Indication V Correction ¥ Vidéo M [001052]
Exercice 7 M antisymétrique = I + M est inversible
Soit M € #,(R) antisymétrique.
1. Montrer que I 4+ M est inversible (si (I +M)X = 0, calculer (MX)(MX)).
2. Soit A= (I—M)(I+M)~'. Montrer que ’A = A",
Indication V Correction V Vidéo B [003380]
Exercice 8
A = (a;;) € #,(R) telle que :
Vizl,...,n ]ai’,-]>2‘a,-7j‘.
J#
Montrer que A est inversible.
Indication V Correction V Vidéo B [001069]



http://www.youtube.com/watch?v=SbWnWREUACY
http://www.youtube.com/watch?v=7AwRBOj2CYY
http://www.youtube.com/watch?v=dad4PGxRe4U
http://www.youtube.com/watch?v=XdgqhVnKjTg

Indication pour ’exercice 2 A
11 faut connaitre les formules de cos(6 + 6') et sin(0 + 6”).

Indication pour I’exercice 3 A

Essayer avec X la matrice élémentaire E;; (des zéros partout sauf le coefficient 1 a la i-eme ligne et la j-éme
colonne).

Indication pour I’exercice 4 A

Appliquer la formule du produit pour calculer les coefficients diagonaux de A ‘A

Indication pour I’exercice 6 A

Une fois que I’on a calculé A% et A* on peut en déduire A~! sans calculs.

Indication pour I’exercice 7 A

M antisymétrique signifie 'M = —M.
1. SiY estun vecteur alors 'YY = ||Y|| est un réel positif ou nul.

2. I-Met (I+M)~' commutent.

Indication pour I’exercice 8 A

X1
Prendre un vecteur X = | | tel que AX = 0, considérer le rang ig tel |x;,| = max {|x;| | i=1,...,n}.

Xn




Correction de I’exercice 1 A
Si C = A x B alors on obtient le coefficient ¢;; (situé a la i-eme ligne et la j-eéme colonne de C) en effectuant le
produit scalaire du i-eme vecteur-ligne de A avec le j-éme vecteur colonne de B.

On trouve

2 1 « 1 -1\ (30

3 2 1 2 A5 1
Dl e ) (TP
4 ) ) ) 6 5 17

— N

7N
W =

a b c 1 a ¢ a+b+c a*+b*+c2 2ac + b?
c b a X 1 b b =|a+b+c 2ac + b*? a?+b*+c?
1 1 1 1 ¢ a 3 a+b+c a+b—+c

Correction de I’exercice 2 A

A(0) xA(0')

cos@® —sinB “ cos@’ —sin6’
sin@ cos# sin@  cos’

<cos 0cosB’ —sinOsin® —cosBOsinO’ —sinb cos 9’)
A

sin@cos B’ +cosBsin® —sinOBsinB’ +cosOBcos O’

cos(0+6') —sin(6+6)
sin 6+9’ cos(0+06")

(6+

Bilan: A(0) x A(0') =A(6 +6').

Nous allons montrer par récurrence sur n > 1 que (A(0))" = A(n6).
— C’est bien siir vrai pour n = 1.
— Fixons n > 1 et supposons que (A(8))" = A(n6) alors

(A(6))""" = (4(8))" x A(0) = A(nB) x A(6) = A(nO+6) = A((n+1)6)

— C’est donc vrai pour tout n > 1.
Remarques :

— On aurait aussi la formule A(6") x A(6) = A(0 +6') = A(0) x A(0'). Les matrices A(6) et A(6')
commutent.

— En fait il n’est pas plus difficile de montrer que (A(G))_1 = A(—0). On sait aussi que par définition
(A(G))O = 1. Et on en déduit que pour n € Z on a (A(0))" = A(n6).

— En terme géométrique A(0) est la matrice de la rotation d’angle 6 (centrée a I’origine). On vient de
montrer que si I’on compose un rotation d’angle 6 avec un rotation d’angle 6’ alors on obtient une
rotation d’angle 6 + 6’.

Correction de I’exercice 3 A
Notons E;; la matrice élémentaire (des zéros partout sauf le coefficient 1 a la i-eéme ligne et la j-éme colonne).
Soit A = (a;j) € #,(R). Alors

00 0 a; 0
0 0 0 an; 0
AxEj=19 o 0 a; 0
00 0 ay 0



La seule colonne non nulle est la j-€me colonne.
La trace est la somme des éléments sur la diagonale. Ici le seul €lément non nul de la diagonale est aj;, on en
déduit donc

tr(A X E,‘j) =aji

(attention a I’inversion des indices).

Maintenant prenons deux matrices A, B telles que tr(AX) = tr(BX) pour toute matrice X. Alors pour X = E;;
on en déduit a;; = bj;. On fait ceci pour toutes les matrices €lémentaires E;; avec 1 < i, j < n ce qui implique
A=B.

Correction de I’exercice 4 A
Notons A = (a;;), notons B ='A si les coefficients sont B = (b;;) alors par définition de la transposée on a

bij = a,~,~.
Ensuite notons C = A x B alors par définition du produit de matrices le coefficients ¢;; de C s’obtient par la
formule :
n
Cij = Z a;jkby;-
k=1

Appliquons ceci avec B ="A
Cij = Z alkbkj Z aikd ji-

Et pour un coefficient de la diagonale on a i = j donc

n n
tr(A'A) = tr(C ch,: ZZazk: aj
i=1 i=1k=1 1<i,k<n
Si on change ’indice k en j on obtient
tr(A'A) = aj;.
1<i,j<n

Donc cette trace vaut la somme des carrés de tous les coefficients.
Conséquence : si tr(A ‘A) = 0 alors la somme des carrés ¥ ; j<n al ; est nulle donc chaque carré a est nul.
Ainsi a;; = 0 (pour tout i, j) autrement dit A est la matrice nulle.

Correction de I’exercice 5 A

1. sile déterminant ad — bc est non nul I’inverse est d T e (d _b)
—c a
-4 0 -4
2513 1 2
2 -2 0
1 —a 0
3. si|a| # Lalors inverse est —— | —o¢ 14+ ad —a
0 - 1
-2 1 1 1
1 -2 1 1
1
43 1 1 -2 1
1 1 =2



—_
|
—_
o
o

1 -1 O
5.
0 1 -1
0 0 1
1 =2 1 0 0
1 -2 1
1 -2 1 0
6.
(0) 1 =2
1
Correction de I’exercice 6 A
On trouve
3 -4 2 50 2
A’=11 -1 -1 et AA=10 3 1
1 2 0 1 =2 4

Un calcul donne A* — A = 41. En factorisant par A on obtient A x (A> —I) = 41. Donc A x $(A%> —1I) = I, ainsi
A est inversible et

1 | 2 -4 2
Al = Z(AZ—I) =71 2 -1
1 2 -1
Correction de I’exercice 7 A
X1
. . . X2
Avant de commencer la résolution nous allons faire une remarque importante : pour X = | . | un vecteur
Xn

(considéré comme une matrice & une seule colonne) alors nous allons calculer ‘XX :

X1
X2
IXX:(XMXZ,"‘,Xn) . :X%—FX%—F—I—X%

Xn

On note || X||?> ='XX : ||X|| est la norme ou la longueur du vecteur X. De ce calcul on déduit d’une part que
XX > 0. Et aussi que ‘XX > 0 si et seulement si X est le vecteur nul.

1. Nous allons montrer que / + M est inversible en montrant que si un vecteur X vérifie (I +M)X = 0 alors
X=0.
Nous allons estimer ‘(MX )(MX ) de deux fagons. D’une part c’est un produit de la forme 'YY = ||Y||? et
donc {(MX)(MX) > 0.



D’autre part :

(MX)(MX)="(MX)(—X) car (I+M)X =0donc MX = —X
—X'M(—X) car'(AB) ='B'A
=X(-M)(—-X) car'M=-M
='XMX
— X (=X)
=-'XX
=—|x|?

Qui est donc négatif.

Seule possibilité = 0 donc X = 0 (= le vecteur nul) et donc I + M inversible.

2. (a) Calculons A~!.

A7l = (1-M) x (1+M)—1)‘1 = (1+m)H~!

X (I—M)"'=I+M)x(I—-M)"!

(n’oubliez pas que (AB)~! = B~1A1).
(b) Calculons ‘A
A="((I-M)x I+ ) )
='((I+M)"") x' car ((AB) ='B'A
= ((I+M)) " x (1 M) car'(A7") = ('A) !
= (1+’M))’l (I-'M)  car'(A+B)='A+'B

=I-M)"'"x(U+M carici’M = -M
(

(c) Montrons que I+ M et (I —M)~! commutent.
Tout d’abord I + M et I — M commutent car (I+M)(I—M) =1 —M? = (I — M)(I +M). Maintenant
nous avons le petit résultat suivant :
Lemme. Si AB = BA alors AB™! =B~ 'A.

Pour la preuve on écrit :
AB=BA=B '(AB)B"' =B '(BA)B"' = B 'A=4AB"".

En appliquant ceci 2 I +M et I —M on trouve (I+M) x (I —M)~' = (I —M)~" x (I+ M) et donc
ATl =14

Correction de I’exercice 8 A

X1
Soit X = : un vecteur tel que AX = 0. Nous allons montrer qu’alors X est le vecteur nul ce qui entraine
Xn
que A est inversible.
Par I’absurde supposons X # 0. Alors, si iy est un indice tel que |x;,| = max {|x;| [ i=1,...,n}, ona |x;| > 0.
Mais alors comme AX =0Oonapourtouti=1,...,n:

n
Z Cl,'L,'XJ' =0
J=1
donc

<Y aig il x| < Jxiol Y. laio, ]

J#io J#io

‘aiovioxio‘ = ‘_ Z Qjy, jXj
J#io

7



et, puisque |x;)| > 0, on obtient |a; | < X;;, @i, ;| contredisant les hypotheses de I’énoncé. Ainsi X = 0. On
a donc prouvé «<AX = 0 = X = 0» ce qui équivaut a A inversible.
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