Exo7

Fonctions de plusieurs variables

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **1

Etudier I’existence et la valeur éventuelle des limites suivantes :

1. xz)jfyz en (0,0)

2

2. x’ﬁﬁ’; en (0,0)

3 3
3. ;34 en (0,0)

2 2
4, VI 0,0
myoribiym o (00

5. C2000 e (0,0)

6. Vil oy (0,0)

bl
7. =2 en (0,0,0)

x2—y2 472
x+y
8. oz en (2,-2,0)
Correction V¥ [005887]

Exercice 2 *** |

2—y2) .
23 si (xy) #(0,0)
0si (x,) = (0,0)

Pour (x,y) € R?, on pose f(x,y) = . Montrer que f est de classe C! (au moins)

sur R2,
Correction V¥ [005888]

Exercice 3 *** ]

y?sin (;f) siy#£0
0siy=0
Déterminer le plus grand sous-ensemble de R? sur lequel f est de classe C'. Vérifier que a‘fg‘y (0,0) et gyzgx (0,0)

existent et sont différents.
Correction V¥ [005889]

Soit f(x,y) =

Exercice 4 **

Montrer que ¢ : R?> — R? est un C'-difféomorphisme de R? sur lui-méme.
—

(x,) (" —e’x+y)
Correction V [005890]

Exercice 5 ***



http://exo7.emath.fr
http://www.maths-france.fr

Soit n € N. Montrer que I’équation y*"*! 4y — x = 0 définit implicitement une fonction ¢ sur R telle que :
(V(x,y) €R?), PP +y—x =0y =(x)).

Montrer que ¢ est de classe C” sur R et calculer f02 o(r) dr.

Correction ¥ [005891]

Exercice 6 ***

Donner un développement limité a 1’ordre 3 en 0 de la fonction implicitement définie sur un voisinage de 0 par
I'égalité e +y—1=0.

Correction V¥ [005892]

Exercice 7 *

Soit f une application de R” dans R de classe C!. On dit que f est positivement homogene de degré r (r réel
donné) si et seulement si VA €]0, 4o, Vx € R, f(Ax) = A" f(x).
Montrer pour une telle fonction I’identité d’EULER :

Vx = (x1,...,x,) €ER" Z?:lxi%{i(x) =rf(x).

Correction V¥ [005893]

Exercice 8 **
Extremums des fonctions suivantes :

1. f(x,y) =x34+3x%y —15x — 12y
2. flxy) = —2(x—y)* +x* +y",

Correction V [005894]

Exercice 9 *** ]

Soit f : GL,(R) — M,(R) . Montrer que f est différentiable en tout point de M,(R)\ {0} et déterminer
A = A

sa différentielle.

Correction ¥ [005895]

Exercice 10 *
Déterminer Max{|sinz|, z € C, |z| < 1}.
Correction V¥ [005896]

Exercice 11 **
Les formes différentielles suivantes sont elles exactes ? Si oui, intégrer et si non chercher un facteur intégrant.

1. 0= (2x+2y+e* ™) (dx+dy) sur R2,
2. 0 =" sur Q={(x,y) €R*/ y>x}

xdx+yd
3.0 =400 yay

4. 0= x%ydx - ﬁdy sur (]0, +oo[)? (trouver un facteur intégrant non nul ne dépendant que de x* + y?).

Correction V¥ [005897]

Exercice 12 #** |
Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :

1. 2%—%:Oenposantu:x+yetv:x+2y.

2. x% —y‘g—ﬁ =0 sur R?\ {(0,0)} en passant en polaires.



3. xZ% —|—2xyaagy +y2% =0 sur ]0,+oo[ xR en posant x = u et y = uv.

Correction V [005898]

Exercice 13 **

Déterminer la différentielle en tout pointde f : R3xR* — R et g: R*xR* — R

(x,y) = xy (x,y) = xAy
Correction V [005899]

Exercice 14 **

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et B={x € E/ ||x|| < 1}. Montrerque f : E — B estun
X
) . S B Y
homéomorphisme.
Correction ¥ [005900]

Exercice 15 **

E = R" est muni de sa structure euclidienne usuelle. Montrer que f : E — R est différentiable sur
x = xl

E\ {0} et préciser d f. Montrer que f n’est pas différentiable en 0.
Correction ¥ [005901]

Exercice 16 ***
Maximum du produit des distances d’un point M intérieur a un triangle ABC aux cotés de ce triangle.
Correction V [005902]

Exercice 17 *

Minimum de f(x,y) = /x> + (y —a)? +/(x —a)? + 2, a réel donné.
Correction ¥ [005903]

Exercice 18 ***

Trouver une application non constante f : ] —1,1[— R de classe C? telle que I’application g définie sur R?

par g(x,y) = f (CC‘LS(%X))) ait un laplacien nul sur un ensemble a préciser. (On rappelle que le laplacien de g est

2 2 . . . .
Ag = % + g—yf. Une fonction de laplacien nul est dite harmonique.)
Correction V [005904]

Exercice 19 *** ]

Soit f : R? — R? de classe C? dont la différentielle en tout point est une rotation. Montrer que f est une
rotation affine.

Correction V [005905]




Correction de ’exercice 1 A

1. f est définie sur R?\ {(0,0)}.
Pour x # 0, f(x,0) = 0. Quand x tend vers 0, le couple (x,0) tend vers le couple (0,0) et f(x,0) tend
vers 0. Donc, si f a une limite réelle en 0, cette limite est nécessairement 0.
Pour x # 0, f(x,x) = 1. Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers (0,0) et f(x,x) tend vers 1 # 0.
Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

2. festdéfinie sur R?\ {(0,0)}.
_ 2 ol 1 1
Pour (x,y) # (0,0), |f(x,y)| = T = Ee X |xy| < 5|xy|. Comme 5 |xy| tend vers O quand le couple

(x,y) tend vers le couple (0,0), il en est de méme de f. f(x,y) tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).
3. f est définie sur R?\ {(0,0)}.

Pour y #0, f(0,y) = fj = )1 Quand y tend vers 0 par valeurs supérieures, le couple (0,y) tend vers le

7
couple (0,0) et £(0,y) te

4. f est définie sur R?\ {(0,0)}.
Pour x # 0, f(x,x) = ZI% = \/ﬁ.Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers le couple (0,0) et

f(x,x) tend vers +o0. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).
5. f est définie sur R?\ {(x, —x), x € R}.

nd vers +eo. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

Pour x # 0, f(x, —x+x3) = (X”LXE)(;;‘JF(*X”Z)Z) ~ —1 . Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,
le couple (x,—x+x°) tend vers (0,0 et f(x,—x+x>) tend vers —oo. Donc f n’a pas de limite réelle en
(0,0).

6. f est définie sur R?\ {(x,0), x € R}.
1—cos/|xy| 2

ol (x,y):(0,0) ( ”z‘f;y‘l) = % et donc f tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).

7. f est définie sur R? privé du cone de révolution d’équation x> — y* +z> = 0.
f(x,0,0) = % qui tend vers +oo quand x tend vers O par valeurs supérieures. Donc f n’a pas de limite
réelle en (0,0,0).

8. f2+h,—-2+k]) = m = g(h,k,1). g(h,0,0) tend vers § quand / tend vers 0 et g(0,0,1)
tend vers 0 # % quand / tend vers 0. Donc, f n’a pas de limite réelle quand (x,y,z) tend vers (2,—2,0).

Correction de I’exercice 2 A

o f est définie sur R.
e f est de classe C™ sur R?\ {(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur

R\ {(0,0)}.
e Continuité en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

2.2 2.2
[F(3) = £(0,0)] = B <y x 527 = [y,

Comme |xy| tend vers 0 quand le couple (x,y) tend vers le couple (0,0), on a donc ( }ingo 0 f(x,y) = £(0,0).
x?y H b

(x.)#(0,0)
On en déduit que f est continue en (0,0) et finalement f est continue sur R2,

f est de classe C” au moins sur R

e Dérivées partielles d’ordre 1 sur R?\ {(0,0)}. f est de classe C' au moins sur R?\ {(0,0)} et pour (x,y) #
(0,0),

9 32 y2) (2 492) — (23 —xv2) (2. (A2 v
%(x,y):y(x y)(X(;rzer)yz)(zx xy”)(2x) :>(X(J;2iyy2)2> ),

D’autre part, pour (x,y) # (0,0) £(x,y) = —£(».). Donc pour (x,) # (0,0),

4



J 9 4 4y2y2 4
L xy) = =L () = L)

e Existence de %(0,0) et 3—5(0,0). Pour x # 0,

f(x0)-£(0,0) _ 0-0
f( 0( 0=0 _),

x— = x =

et donc lim,_, w = 0. Ainsi, %(0,0) existe et 2L (O 0) = 0. De méme, %(070) = 0. Ainsi, f admet

des dérivées partielles premieres sur R? définies par

YAy ) 2t -4y’ )
v( ) RZ’ ?9{5 (x7y) — _(X2+y2)2 1 (x,y) 7& (070) et 8{/ (x y) _(X2+y2)2 1 (x,y) 7& (070) .
0si (x,y) = (0,0) 0si (x,y) = (0,0)

e Continuité de % et ‘3—5 en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

0 0 +4 444522004 24 142y 104
9L (x,3) — 3(0,0)| = HTHERE o < [y St 1y 2R gy,

a)’: (x,y) — 9f 5:(0,0)| tend vers 0 quand

Comme 2|y| tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0), on en déduit que

af
(x,y) tend vers (0,0). Donc la fonction %

af
f est au moins de classe C' sur R. I

est continue en (0,0) et finalement sur R2 Il en est de méme de la

fonction Jy etona montré que

Correction de I’exercice 3 A

On pose D = {(x,0), x € R} puis Q = R?>\ D.

o f est définie sur R.

e festde classe C' sur Q en vertu de théorémes généraux et pour (x,y) € Q,

g—f(x,y) ycos< > et af;(x y) =2ysin (y) — XCOS (;f)

e Etudions la continuité de f en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

) sy = | 7G]0 <{);ﬁy#0 <y

0siy=0 Osiy=0

Comme y? tend vers 0 quand (x,y) tend vers 0, o %mzo ) f(x,y) = £(0,0) et donc f est continue en (0,0) puis
7y 4)

()70, 0)

f est continue sur R?.

e Etudions I’existence et la valeur éventuelle de 2L (xo, 0), xo réel donné. Pour x # xo,

fx0)=f(0.0) _ 0-0 _ ¢

X—X0 X—X0

S (xx0)—f(x0,0)

pa— tend vers 0 quand x tend vers xp. On en déduit que 5 9f - (x0,0) existe et % (x0,0) = 0. Finale-

Donc

ment, la fonction % est définie sur R? par

ycos (f) siy#£0
0siy=0

V(x,y) € R?, % (x,y) =



o Etudions ’existence et la valeur éventuelle de % (x0,0), xo réel donné. Pour y # 0,

0 y?sin 3 .
(xoyi g(xo ) _ y( ):ysm<%).

On en déduit que ’ f(x‘)’y;%{;(xo’ ’ < |y| puis que W tend vers O quand y tend vers 0. Par suite, ‘3—’; (x0,0)

af

existe et %J;(Xo, 0) = 0. Finalement, la fonction 9y est définie sur R? par

2ysin (’yf) —xcos( ) s1y7é0
Osiy=0

W(x,y) € R?, 9 (x,y) =

e Etudions la continuité de en (x0,0), xo réel donné. Pour (x,y) € R?,

siy#0

s~ |- | D0 <.

0siy=0

Quand (x,y) tend vers (0,0), |y| tend vers O et donc af ~(x,y) tend vers 3)‘ (x0,0) quand (x,y) tend vers (xp,0).

af

La fonction 5 est donc continue en (xo,0) et ﬁnalement

la fonction % est continue sur R2.

e Etudions la continuité de % P [ en (x0,0), xo réel donné. Supposons tout d’abord x = 0. Pour (x,y) € R2,

’2ysin (g) —xcos( )‘ siy#0
Osiy=0

9L ()~ 5(0,0)| = <2+ .

Quand (x,y) tend vers (0,0), |x| +2[y| tend vers 0 et donc % 5y (x,y) tend vers ‘3—’;(0,0) quand (x,y) tend vers
(0,0).

Supposons maintenant xy # 0. Pour y # 0, % (x0,y) =2ysin (ﬂ) —X(COS ( ) Quand y tend vers 0, 2y sin ( y )
tend vers O car ’2}) sin (%’) ’ et xpcos ( y ) n’a pas de limite réelle car xy # 0. Donc gf (x0,y) n’a pas de limite

quand y tend vers O et la fonction ‘3’; n’est pas continue en (xp,0) si xg # 0. On a montré que
f estde classe C! sur QU {(0,0)}.

e Etudions ’existence et la valeur éventuelle de % (0,0). Pour x # 0,
)7

9 (x0)- % (0.0)

- tend vers O quand x tend vers 0. On en déduit que % (0,0) existe et % (0,0) =0.

Donc 2

¢ Etudions I’existence et la valeur éventuelle de aa;gx (0,0). Pour y # 0,

L 0-%00) e P . »
Donc ‘”T tend vers 1 quand y tend vers 0. On en déduit que m(0,0) existe et W(O’O) =1.0n

a montré que %(0, 0) et %(0’ 0) existent et sont différents. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, f n’est pas
de classe C? sur QU {(0,0)}.



Correction de ’exercice 4 A
Soit (x,y,z,t) € R*.

y=t—x

{ e =z— V2 +4e ouet =z+ V72 +4e
X \/72 t
@{e 2+ vzt tide (carz— /22 +4e' <z—\/22=z—1]2| <0)
R

y=t—x

x=In(z+ V22 +4e)

& carz+ V22 +4e >z+ V2 =z+7] 2 0).
y=t—In(z+ V7> +4e¢) ( V2 4=0)
Ainsi, tout élément (z,7) € R? a un antécédent et un seul dans R? par @ et donc ¢ est une bijection de R? sur
lui-méme.
—e
La fonction ¢ est de classe C' sur R? de jacobien Jo(x,y) = elx 16 = ¢e* +¢”. Le jacobien de ¢ ne

s’annule pas sur R2. En résumé, @ est une bijection de R? sur lui-méme, de classe C' sur R? et le jacobien de
@ ne s’annule pas sur R%. On sait alors que

@ est un C'-difféomorphisme de R? sur lui-méme. I

Correction de I’exercice 5 A

Soit n € N. Soit x € R. La fonction f : y — y***! 4y — x est continue et strictement croissante sur R en tant
que somme de fonctions continues et strictement croissantes sur R. Donc la fonction f, réalise une bijection de
R sur |limy_, o f(y),limy_, 1o fx(y)[= R. En particulier, I’équation f,(y) = 0 a une et une seule solution dans
R que I’on note @(x).

La fonction f: (x,y) + y***! +y —x est de classe C! sur R? qui est un ouvert de R? et de plus, V(x,y) € R?,

g—f (x,y) = (2n+1)y* +1 # 0. D’apres le théoréme des fonctions implicites, la fonction ¢ implicitement définie

par I’égalité f(x,y) = 0 est dérivable en tout réel x et de plus, en dérivant I’égalité Vx € R, (@(x))>"+! + ¢ (x) —
x =0, on obtient Vx € R, (2n41)¢’(x)(¢(x))*" + ¢'(x) — 1 = 0 et donc

/ _ 1

VX ER, (%) = mremrT
Montrons par récurrence que Vp € N*, la fonction ¢ est p fois dérivable sur R.
- C’est vrai pour p = 1.
- Soit p > 1. Supposons que la fonction ¢ soit p fois dérivable sur R. Alors la fonction @' = m est
p fois dérivable sur R en tant qu’inverse d’une fonction p fois dérivable sur R ne s’annulant pas sur R. On en
déduit
que la fonction ¢ est p+ 1 fois dérivable sur R.
On a montré par récurrence que Vp € N*, la fonction ¢ est p fois dérivable sur R et donc que

la fonction ¢ est de classe C* sur R. I

Calculons maintenant / = f02 @(t) dt. On note tout d’abord que, puisque 0*"*! +0—0 =0, on a ¢(0) =0 et
puisque 12! +1-2=0,0ona @(2) = 1.

Maintenant, pour tout réel x de [0,2], on a ¢’ (x)(@(x))** ™ + ¢’ (x) @ (x) — x¢’(x) = 0 (en multipliant par ¢'(x)
les deux membres de 1’égalité définissant ¢(x)) et en intégrant sur le segment [0,2], on obtient




I3 9 () (@) dx+ [§ ¢ (x)@(x) dx— [5 x9(x) dx =0 (%).

)22 2 . 272 u
O, [ ¢/(x) (9())* ! dx= | W52 | = s Dememe, [ ¢/ (x)(x) dv= [ 24| =L etdone f§ ¢'(x) (9(x))*"*! di-

f02 O (x)p(x) dx = 2n1+2 +1= z’ilfz. D’autre part, puisque les deux fonctions x — x et x — @(x) sont de classe

C! sur le segment [0,2], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

— J5 X9/ (x) dx = [—x@()J5 + J§ 9(x) dx = —2+1.

L égalité (x) s’écrit donc 525 —2+1 =0 et on obtient / = 3243

Jo (x) dx = 3.

Correction de I’exercice 6 A

Soit x € R. La fonction f, : y — ¢""¥ +y— 1 est continue et strictement croissante sur R en tant que somme
de fonctions continues et strictement croissantes sur R. Donc la fonction f; réalise une bijection de R sur
Jlimy, o fi(y),limy—, 1o fi(y)[= R. En particulier, I’équation f,(y) = 0 a une et une seule solution dans R que
’on note @(x).

La fonction f : (x,y) — e“™ 4y — 1 est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R? et de plus, V(x,y) € R?,
%(x, y) =" +1 #£ 0. D’apres le théoreme des fonctions implicites, la fonction ¢ implicitement définie par

I’égalité f(x,y) = 0 est dérivable en tout réel x et de plus, en dérivant I’égalité Vx € R, ¥t 4 o(x) — 1 =0,
on obtient Vx € R, (14 ¢’(x))e**t?™) 4+ ¢’ (x) = 0 ou encore
X+(x)
VxR, ¢'(x) = =S (%)
On en déduit par récurrence que ¢ est de classe C* sur R et en particulier admet en 0 un développement limité
d’ordre 3. Déterminons ce développement limité.
1ere solution. Puisque ¢”**4-0—1=0, on a ¢(0) = 0. L’égalité () fournit alors ¢’(0) = —% et on peut poser
o(x) = 1x+ax* 4+ bx* + o(x*). On obtient
X

ex+(p(x) _ e§+ax2+bx3+o(x3)
x—0
b 1 /x 21 rx\3
=1+ (Gradend)+3 (5+ed) +5(5) +o
SolHgraec ) ha g taer) +5(3) o)
X I\ » a 1Y\ 3 3
= 14+= - —+— |x .
= +2+<a+8>x +<b+2+48>x +o(x”)

L égalité * %) 4 @ (x) — 1 = 0 fournit alors a + t+a=0etb+%+ 5k +b=0ouencorea=—1¢eth= .
2éme solution. On a déja ¢(0) =0 et ¢’(0) = 0. En dérivant I’égalité (x), on obtient

@' (x) = — (149 (x0))e 00 (00 1)~ (14+9/(x)e OV (W) (14¢/(x))e W)
(ero 1)’ (ere41)”
90 _ _ 3 _ _1 A
etdonc “5= = —5%; = —1¢. De méme,

Ny — o) o _(1+0'() ) 20159/ (x)e 01
o (x) = —<P”(X)W — (14 ¢ (x))e o )m + (149 (x))e o )W

1 1/2

(3) .
et donc (PT@ = % (% X % —5 X~ +% X %) = 19%. La formule de TAYLOR-YOUNG refournit alors




Correction de ’exercice 7 A

On dérive par rapport a A les deux membres de 1’égalité f(Ax) = A’ f(x) et on obtient
Vx = (x1,....x) ERY VA >0, T 5 9L (Ax) = rA7 ! f (),
et pour A = 1, on obtient

Vx = (x1,...,x,) €R" Z?:Mi%(x) =rf(x).

Correction de I’exercice 8 A

1. f est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R?. Donc si f admet un extremum local en un point
(x0,y0) de R?, (x0,yo) est un point critique de f.

322 +6xy—15=0 x=2 x=-2
df(x.y)_()@{3x2_1220 @{ 1 Ou{ 1 -
1

1 y=-1
Réciproquement, r = 6x+ 6y, t = 0 et s = 6x puis rt — s> = —36x>. Ainsi, (11 — %) (2,%) = (rt —
s?) (—2,—1) = —144 < 0 et f n’admet pas d’extremum local en (2, ) ou (=2, —1).

f n’admet pas d’extremum local sur R?. I

2. La fonction f est de classe C! sur R? en tant que polyndme  plusieurs variables. Donc, si f admet un
extremum local en (xo,yo) € R?, (xo,y0) est un point critique de f. Soit (x,y) € R,

Yy=1

af —
ax(x’y)_o { —4(x—y)+4x3:0 {x3—|—y3:o {y:—x

_ 3 _ _ _ 3 _ = 3_ 9y —
3§(x,y):0 4x—y)+4y° =0 4(x—y)+4x° =0 x—=2x=0

o (ny) e {(0,0), (ﬁ, fz) , (—fz,—ﬁ) }

Réciproquement, f est plus précisément de classe C* sur R? et
r(x,)t(x,y) — s2(x,y) = (=4 + 12x%) (=4 +12y%) — (4)? = —48x? — 48y* + 144x%y* =
48(3x%y? —x2 —y?)
o (rt —s?) (ﬂ, \/f) =48(12—-2—2) > 0. Donc f admet un extremum local en (\@, \ﬁ) Plus
précisément, puisque r (\/i, ﬂ) =2x12—-4=20> 0, f admet un minimum local en (ﬁ, \/5) De
plus, pour (x,y) € R?,

f(XJ)—f(\/i\@) = 2(x—y)P? x4yt -8 =xt+yt —2F —2y* +dxy+8

>at 4yt -2 =27 —2(P 4+ y7) 48 = (¢ — 4P +4) + (0 — 4P +4) = (P —2)P+ (P -2
>0.

et f (ﬁ, ﬁ) est un minimum global.

e Pour tout (x,y) € R?, f(—x,—y) = f(x,y) et donc f admet aussi un minimum global en (—ﬂ, —\@)
égal a 8.

e £(0,0) = 0. Pour x # 0, f(x,x) = 2x* > 0 et donc f prend des valeurs strictement supérieures a f(0,0)
dans tout voisinage de (0,0). Pour x € } —V2, ﬂ[\ {0}, f(x,0) = x* —2x? = x*(x* —2) < O et f prend
des valeurs strictement inférieures a f(0,0) dans tout voisinage de (0,0). Finalement, f n’admet pas
d’extremum local en (0,0).



f admet un minimum global égal a 8, atteint en (xﬁ, ﬂ) et (—\@, —\@)

Correction de I’exercice 9 A
On munit .#,(R) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit A € GL,(RR). On sait que GL,(R) est un ouvert de
M, (R) et donc pour H € .#,(R) de norme suffisamment petite, A+ H € GL,(R). Pour un tel H

(A+H)'-A'=(A+H) ' (l,—(A+H)A™") = —(A+H)'HA™!

puis

(A+H) ' —A '+ A "HA ' = —(A+H) '"HA '+ A 'HA ' = (A+H) {(-HA '+ (A+ H)A"'HA™Y)
=(A+H) '"HA"'HA™".

Par suite, || (A +H) — f(A) + A HA™ || = [|(A+ H) ' =A=' + A HAY | < ||(A+H) || ]a P 1)
1

Maintenant, la formule M~ = W’ (com(M)), valable pour tout M € GL,(R), et la continuité du déterminant

montre que 1’application M + M~! est continue sur I’ouvert GL,(R). On en déduit que H (A+H)™! H tend vers
|A~"|| quand H tend vers 0. Par suite,

limp—so || (A +H) || |A~"||* ||| = 0 et donc limpo gy (A +H) ™' =A™+ AT HAT!| = 0.

Comme I’application H — —A~'HA~! est linéaire, c’est la différentielle de f en A.

VA € GL,(R), VH € M,(R), dfs(H) = —A"'HA™!,

Correction de I’exercice 10 A
Pour tout complexe z tel que |z| < 1,

2n+1 ’

. i o v2n+l
[sin(z)| = ’Z::o(_l)n(zznﬁ)z <L5% (lzzr‘m)! = sh([z]) <shl,

I’égalité étant obtenue effectivement pour z =i car |sin(i)| =

e"z—e"'2 e—e
| = =),

Max{|sinz|, z € C, |z] < 1} =sh(1).

Correction de ’exercice 11 A

1. Pour (x,y) € R?, on pose P(x,y) = 2x + 2y + e = Q(x,y). Les fonctions P et Q sont de classe C!
sur R? qui est un ouvert étoilé de R?. Donc, d’aprés le théoreme de SCHWARZ, @ est exacte sur R?
si et seulement si ‘3—5 = %—g et comme 3—5 =2+ = %—g, la forme différentielle @ est une forme
différentielle exacte sur R?.

Soit f une fonction f de classe C! sur R?.

, %(x,y) =2x+2y+e™

df = o< V(x,y) € R, o
o (1Y) =2x 42y

f(xy) =57+ 2xy+ e 4 g(y)
2x+ e+ g (y) =2x+ 2y + &
Flx,y) = x>+ 2xy+ e+ g(y)
g) =y +2
& 3IAER/V(x,y) €R?/ f(x,y) = (x+y) >+ +A.

& 3ge CHR,R)/VY(x,y) € R?, {

3L eR/V(x,y) € R?, {

10



Les primitives de @ sur R? sont les fonctions de la forme (x,y) — (x+y)> +e +1, 4 € R.
Remarque. On pouvait aussi remarquer immédiatement que si f(x,y) = (x+y)? 4 "™ alors df = @.

. La forme différentielle ® est de classe C! sur Q = {(x,y) € R?/ y > x} qui est un ouvert étoilé de R? car
convexe. Donc, d’apres le théoreme de SCHWARZ, ® est exacte sur Q si et seulement si ® est fermée
sur Q.

Jd(_x \_ o0 ([ 1 1 _ 1 2y xty _ xty
dx ((x*y)z) T ox (x*y +y(xfy)2> o ()C*y)2 (x*y)3 N R R

b () =4 (it ot = =4 (w5
dy \ (x—y)? dy \ y—x T (y—x)? =2 " (- )3 =x) 7 dx \(x—y)* )°
Donc o est exacte sur 1’ouvert Q. Soit f une fonction f de classe C' sur R2.

J
ai(x y) = (x—yy)2
df:a)<:>V(X,y)ega af
dy (x y) (x x)’)z
flx,y) =2 +20)
= GCIR,R VX, EQ, X () X
g ( )/ ( y) { ) "‘gl(y) = (x—y)?

& 3L eR/VY(x,y) €Q, f(x,y)= x%y +4.

Les primitives de @ sur Q sont les fonctions de la forme (x,y) — % +A,A R

. @ estde classe C! sur R?\ {(0,0)} qui est un ouvert de R? mais n’est pas étoilé. On se place dorénavant
sur Q@ = R?\ {(x,0), x €] —0,0]} qui est un ouvert étoilé de R?. Sur Q, ® est exacte si et seulement si
o est fermée d’apres le théoreme de SCHWARZ.

9 (_vy _ _ 2y _ 0 X . .. 1
P ( proane y) =@ = % (x—z e ) Donc ® est exacte sur 2. Soit f une application de classe C

sur Q

0 X
a%:(xay):m
df =0 <V(x,y) €Q,

Py
(Tj;(xay) = ﬁ—y

of
<:>E|gEle(]R’]R)/v(_x’y)GS)” ax(x y) 1 (X +y )+g(y)
xzﬂ,z +8 (y) = x2+y -y

& TR/ V(xy) €Q flry) = 5(In(2+17) 1)+ 4.

Les primitives de o sur Q sont les fonctions de la forme (x,y) — 3 (In(x* +3?) —y*) + A, 2 € R.
Les fonctions précédentes sont encore des primitives de @ sur R?\ {(0,0)} et donc @ est exacte sur
R*\ {(0,0)}.

. @ est de classe C' sur ]0, 40> qui est un ouvert étoilé de R%. Donc @ est exacte sur ]0,4-oo[? si et
seulement si @ est fermée sur |0, +°°[2 d’apres le théoreme de SCHWARZ.

% (—ﬁ) = x%}z et a%, (%) = x2 . Donc gx ( X%) # gy ( ] ) et @ n’est pas exacte sur |0, +oo[2.
On cherche un facteur intégrant de la forme / : (x,y) — g(x> +y?) ol1 g est une fonction non nulle de

classe C! sur ]0, 40|

2 (~Le(@+9) = e 07) - 3¢ ) et £ (a2 417)) =~ ag(2 40+ 2 (24

).

1 2 1 2
2 2 ) 122 ) 122
ho est exacte sur |0, +oo[~ < V(x,y) €]0, 4007, xzyzg(x +y )_ng (x+y°) = —xzyzg(x +y )—i—ng (x*+y9)

) 1 2, oy XFY o,
& V(x,y) €]0,4oo[7, Wg(x +y7) — 2y 8 (x*+y7)=0

SVt>0,-tg(t)+g(t)=0<3IAL eR/Vt >0, g(t) = At.

11



La forme différentielle (x> +y?) est exacte sur |0, +oo[>. De plus,

A(3-3) = (ra) e (Fri)r=2ao

Correction de ’exercice 12 A

1. Soit f une application de classe C' sur R%. Posons f(x,y) = g(u,v) ol u = x+y et v = x+2y. L’ applica-
tion (x,y) + (x+y,x+2y) = (u,v) est un automorphisme de R? et en particulier un C'-difféormorphisme
de R? sur lui-méme.

QJ‘.Q)
Ay

= 2 (guy) = x 94§ x Je =94 %

~ af Bg dg
De méme, i o+ 2 5, et donc

290 97 5% 9% 92 5% _ %
x y

Par suite, 2%—ﬂ 0& gg =0« 3heC'(R,R)/V(u,v) €R?, g(u,v) =h(v) < Ihe C'(R,R)/V(x,y) €
Rza f( X,y )_h(x+2y)

Les solutions sont les (x,y) — h(x+2y) ot h € C'(R,R).

Par exemple, la fonction (x,y) — cos/(x+2y)%+ 1 est solution.

2. Soit f une application de classe C! sur R?\ {(0,0)}. Posons f(x,y) = g(r,0) ol x = rcos@ et y =
rsin@. L’application (r,0) + (rcos8,rsin8) = (x,y) est un C'-difféormorphisme de ]0, +oo[x [0, 27]
sur R?\ {(0,0)}. De plus,

%:i(f(x,y)):@a—i—i—ﬂﬂ 0s6 +sm0
et
d d dy d d d
—5:i(f(x,y)):a—g—ﬁ—l——}—]yc:—rsmeaf+rcoseajyc:xa{—yaﬁ.
Donc
af Bf dg

3 Vo =06 55 =0s3n € C'(]0,4o[,R)/ V(r, 0) €]0,+00[x[0,27[, g(r,0) = h1(r)

& 3 € C (10, [ R)/ ¥(x,y) € R\{(0,0)}, f(x.y) =i (V32 +?)
&3 e € (0,4 R)/ ¥(x.y) € R\ {(0,0)}, flxy) = h(x* +3?).

Les solutions sont les (x,y) + h(x> 4+ y?) ot h € C'(]0, +oo,R).

2 2
3. Soit f une fonction de classe C? sur |0, +oo[ xR. D’apres le théoréme de SCHWARZ, gxafy ;ﬂ{x

Soit @ : ]0,4o[xR —  ]0,4o[xR . Donc sion pose f(x,y) =g(u,v),onag= foo.
(u,v) = (u,uv) = (x,y)
Soit (x,y,u,v) €]0, +oo[x Rx]0, +oo[ xR.

o) =) = { 0 { 07T

uv=y v=1
Ainsi, @ est une bijection de |0, +oo[ sur lui-méme et sa réciproque est I’application

@' ]0,4o[xR —  ]0,4+o[xR
(x,y) — (x,f—;):(u,v)

De plus, @ est de classe C? sur |0, +oo[ xR et son jacobien

12



1 0
vV ou

Jo(u,v) =

ne s’annule pas sur |0, 4-oo[ xR. On sait alors que ¢ est un C>-difféomorphisme de ]0, +oo[ xR sur lui-
méme.
Puisque g = f o @ et que ¢ est un C>-difféomorphisme de 0, +oo[ xR sur lui-méme, f est de classe C?
sur |0, +oo[ xR si et seulement si g est de classe C? sur ]0, +-oo[ xR,

ﬂ_8u$+9v@_9g y dg

® 9% T 9xdu oxdv — du 2 ov’

9f _ Juds  Jvdg _ 108

dy dydu ' dydv xdv*

2f 9 (9 ) dg\ _ (9?2 92 2y d ) 92 29%g\ _ 92 2y 92 2 92 2y d
= (B -2%) = (GE-20% )+ (BB -5 +50E) =S8 -BIE RS RE
o« P 2 @_l@)_lig_i@_ﬂig

dxdy — dy\du x2dv) xdvdv x2dv 13?2
.&_1(1@) _19%

dy? — dy \xdv ) T xZo?
Ensuite,
DB G PFGPF P P R nig P wis 2o ¢

dx? dxdy dy? du? dudv  x*2dv:  x dv dvdv  x dv  x2 dv:  x%dhv?

_ %%
ou?
Ainsi,
% f 0% f % f 0’g
2 2 _
V(X,y) E]O,+°°[><R,X W(x7y)+2xyaxay(xay)+y ai)ﬂ(xay) —O@V(M,V) E]O,—FOO[XR, W
0
& Jhe C(R,R)/ V(u,v) €]0, +oo[xR, & (u,v) = h(v)

" du
3(h,k) € (C*(R,R))?/ ¥(u,v) €]0, +eo[ xR, g(u,v) = uh(v) + k(v)
A(h,k) € (C*(R,R))?/ V(x,y) €]0,+eo[xR, f(x,y) = xh(xy) +k(xy).

Les fonctions solutions sont les (x,y) — xh(xy) + k(xy) ol & et k sont deux fonctions de classe C? sur
R.

(u,v)=0

Correction de ’exercice 13 A

On munit (R3)? de la norme définie par V(x,y) € (R*)2, ||(x,y)|| = Max{||Al|, ||k||>}
e Soit (a,b) € (R¥)2. Pour (h,k) € (R?)?,

F((a,b) + (h,h)) = (a+h).(b+k) = ab+ah+bk+hk,

et donc f((a,b) + (h,h)) — f((a,b)) = (a.h+ b.k) + h.k. Maintenant I’application L : (h,k) — a.h+ b.k est
linéaire et de plus, pour (h,k) # (0,0),

| ((@,b)+ (h,h) = f((a,b)) = L((h,k))| = k| < [|Rl2 [kl < | (B, K2,

et done sl f((a,b) + (h,h)) = f((a,b)) — L((h,k))] < [|(h, k)| puis

lim(h,k)a(o,()) H(h}k)l\ |f((a,b) + (h,h)) — f((a,b)) — L((h,k))| = 0.
Puisque I’application (h,k) — a.h + b.k est linéaire, on en déduit que f est différentiable en (a,b) et que

V(h,k) € (R*), df(qp)(h.k) = a.h+b.k.
La démarche est analogue pour le produit vectoriel :

13



| _ ikl < [Ra]K]
ar @+ A(b+k)—anb—anh—bAkl> = ek < THESE < [0k

Puisque I’application (h,k) — a Ah+ b Ak est linéaire, on en déduit que g est différentiable en (a,b) et que
V(h,k) € (R?)?, dg(qp)(h,k) =aNh+bAk.

Correction de ’exercice 14 A

+1
e Pour tout x € E, || f(x)]| = iy < HﬁHH

eSiy=0,pourx€E, f(x) = y@mx:()@x:(),
Soit alors y € B\ {0}. Pour x € E,

= 1. Donc f est bien une application de E dans B.

fx)=y=x=(1+]x|)y=31 €K/ x=Ay.

Donc un eventuel antécédent de y est nécessairement de la forme Ay, A € R. Réciproquement, pour A € R,
f(Ay) = 1+|M|b\|y et donc

A
fAy) =y ———=1A=1+|A]|ly
(A9) =3 & T Al

S A=0et(1—|yhA=1)ou(A <O0et(1+]y[)A =1)

(car [[y[| <1).

1
=yl

Dans tous les cas, y admet un antécédent par f et un seul a savoir x = lfll\y\l

y. Ainsi,

f est bijective et Vx € B, f~'(x) = 171\|x|\x'

e On sait que I’application x — ||x|| est continue sur R%. Donc I’application x > est continue sur R?

1+H [
en tant qu’inverse d’une fonction continue sur R? a valeurs dans R, ne s’annulant pas sur R2. L’ application

X I%M est continue sur B pour les mémes raisons. Donc les applications f et f~! sont continues sur R? et B
respectivement et on a montré que

B est un homéomorphisme.

I’application f : E
X

Correction de ’exercice 15 A

1ére solution. Pour x = (x1,...,x,) € R", f(x) = /X7, x?. f est de classe C' sur R"\ {0} en vertu de théo-

rémes généraux et pour tout x = (xp,...,x,) € R"\ {0} et tout i € [1,n]
9 i — i
T,é(x) — X _ X

VELg Ik
On en déduit que f est différentiable sur R” \ {0} et pour x € R"\ {0} et h € R"

dfi(h) =Y ]ax,( x)hi = HtzZ 1x’h’:%‘

Vx € R"\ {0}, Vh e R", df.(h) = 2.

2 eéme solution. Soit x € R"\ {0}. Pour # € R",

(Al =llxllo) (be+hll2+lxll2) _ 2(xlh)+IAl5
lx-+All2+]x]2 [le+Al[2+lx]]2°

[+ All2 = [|x]l2 =

14



puis

x|h 26 +rll; =l —lxll) () )3

e +All2 = [lxll2 = 12 = TRt — T (DR

Maintenant, on sait que I’application x — ||x||, est continue sur R”. On en déduit que (HHthJrleHz)HXHz 70 ZH)l‘”%

et aussi que ||x+ h||2 — ||x||2 tend vers O quand A tend vers 0. Ensuite, puisque |(x|h)| < [|x||2]|A]]2 (inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ), on a x|h o O(||h||2) puis (||x+ A2 — ||lx]|2) (x|k) e o(||h]]2)-

= (lethlla=[lell2) (xl) + [l [1213
(let-All2+lxll2)[1x]12 h

Finalement, = 0o(]|h||2) et donc
—0

x|h
be+hl2 = HXHzﬂ‘ +o(||Al|2)-

|x[l2

Puisque I’application /& — ﬁ est linéaire, on a redémontré que f est différentiable en tout x de R”\ {0} et que
Vx € R"\ {0}, Vh € R", df,(h) = AL

a2
Soit L une application linéaire de R” dans R c’est-a-dire une forme linéaire.

s 10+ All2 = l0ll2 = L(n) = 1~ L ().

Supposons que cette expression tende vers 0 quand % tend vers 0. Pour u vecteur non nul donné et ¢ réel non
nul, 'expression 1 — L ("—”) =1-

Tl LL ( Tl ) tend donc vers 0 quand ¢ tend vers 0. Mais si ¢ tend vers O par

Ifl
valeurs supérieures, on obtient L(u) = () = —||ul|2

ce qui est impossible car u# # 0. Donc f n’est pas différentiable en 0.

Correction de ’exercice 16 A

On pose BC = a, CA =D et AB = c et on note </ I’aire du triangle ABC. Soit M un point intérieur au triangle
ABC. On note 1, J et K les projetés orthogonaux de M sur les droites (BC), (CA) et (AB) respectivement. On
pose u = aire de MBC, v = aire de MCA et w = aire de MAB. On a

d(M,(BC)) x d(M,(CA)) x d(M,(AB)) = MI x MJ x MK = 24 x 20 5 20 — B yy(of —u—v).

c abc

11 s’agit alors de trouver le maximum de la fonction f : (u,v) — uv(</ —u —v) sur le domaine
T={(uyv)eR*/uz>0,v=0etut+v<d}.

T est un compact de R?. En effet :

-Y(u,v) (u,v)|li =u+v < o etdonc T est bornée.

- Les applications @; : (u,v) —u, @ : (u,v) —vet @3 : (u,v)— u+v sont continues sur R? en tant que
formes

linéaires sur un espace de dimension finie. Donc les ensembles P; = {(u,v) € R? / u>0} = @, ([0, +o0]),
P={(u,v) €eR?/v >0} = @, ([0, +[) et P5 = {(u,v) € R2/ u+v <0} = @; ' (] — o0,0]) sont des fermés de
RZ

en tant qu’images réciproques de fermés par des applications continues. On en déduit que 7 = PN P, NP3 est
un

fermé de R? en tant qu’intersection de fermés de R.

Puisque T est un fermé borné de R?, T est un compact de R? puisque R? est de dimension finie et d’apres le
théoreme de BOREL-LEBESGUE.

f est continue sur le compact T a valeurs dans R en tant que polyndme a plusieurs variables et donc f admet
un maximum sur 7.

Pour tout (u,v) appartenant a la frontiere de T, on a f(u,v) = 0. Comme f est strictement positive sur T =
{(u,v) €ER*/u>0,v>0etu+v <0}, fadmet son maximum dans T. Puisque f est de classe C' sur T qui
est un ouvert de R?, si f admet un maximum en (ug,vo) € ;, (uo,vo) est nécessairement un point critique de f.
Soit (u,v) € T,
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{ %( v)=0 @{v(d—2u—v)=0 {2u+v=¢zf ey L

%( v) =0 u(o/ —u—2v)=0 u+2v=uo 3

Puisque f admet un point critique et un seul a savoir (ug,vp) = (%, %), f admet son maximum en ce point
et ce maximum vaut f(ug,vo) = % Le maximum du produit des distances d’un point M intérieur au triangle
ABC aux cotés de ce triangle est donc 2537“‘26

Remarque. On peut démontrer que pour tout point M intérieur au triangle ABC, on a M = bar ((A, aire de MBC), (B, aire de M
Si maintenant M est le point en lequel on réalise le maximum, les trois aires sont égales et donc le maximum
est atteint en G I’isobarycentre du triangle ABC.

Correction de ’exercice 17 A
Soient A et B les points du plan de coordonnées respectives (0,a) et (a,0) dans un certain repére % orthonormé.
Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans Z. Pour (x,y) € R?,

—
flx,y) = HMAH2 + HAﬁHz = MA+MB > AB avec égalité si et seulement si M € [AB].

Donc f admet un minimum global égal & AB = a+/2 atteint en tout couple (x,y) de la forme (Aa, (1 —A)a),
A €0,1].

Correction de ’exercice 18 A

Puisque la fonction ch ne s’annule pas sur R, g est de classe C> sur R? et pour (x,y) € R?,

%(x’y) sm / (cos )

puis
d’g ~cos(2x) , (cos(2x) sin®(2x) _,, { cos(2x)
oY=y <ch<2y>)+4ch2<2y>f <ch<2y>>
_,c08(2x) , (cos(2x) 1 —cos?(2x) _, { cos(2x)
~ ) (Ch(2y)>+4 ch?(2y) <Ch(2y))'
De méme,
% (x,y) = —2 S0 ZIHE) g1 (e
puis
d’g B 2¢ch®(2y) —4sh?(2y)ch(2y) , [ cos(2x) cos?(2x)sh?(2y) ,, [ cos(2x)
gy () = 2T ) (o) (S)
_,cos(2x) o2 , { cos(2x) cos?(2x)(ch?(2y) — 1) ,, { cos(2x)
ch’ (2y)( akeasy <Ch(2y) ) e ch*(2y) f <ch(2y) )

Donc, pour tout (x,y) € R?,

ch?(2y) _ cos(2x) , (cos(2x) cos?(2x)\ ., [ cos(2x)
=258 (F57) (-5 ) ()

cos(2x)

") < 1etd’autre part, I’expression h(2x)

Maintenant, pour (x,y) € R?, —1 <

x décrit R. Donc {CE?(ZX), (x,y) €R } = [—1, 1]. Par suite,

= cos(2x) décrit [—1, 1] quand

\/
[e]
=
=
\’%’
=
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V(x,y) R?, Ag(x,y) =0 Ve € [—1,1], (1—2)f"(t)—2tf'(t) = 0.

cos(2x)
ch(2y)

On cherche une application f de classe C? sur | —1,1[. Or
ch(2y) =1 y=0etx € 7Z. Donc

= 1< |cos(2x)| = ch(2y) < |cos(2x)| =

Y(x,y) RZ\{CC;,O) , kez}, Agx,y) =0 Vel —1,1], (1 =) f"(t)=2tf'(t) =0

A

eviel-1L1[ (1-2)f) () =0 3L eR/ Ve e]—-1,1], f(t) = 2

& 3(A,u) €ER?/Vr €] —1,1], f(r) = Aargthr + u.

De plus, f n’est pas constante si et seulement si u = 0.

L application ¢ — argtht convient. I

Correction de ’exercice 19 A

C(X,y) _S(xay)
s(xy) - e(xy)
de classe C! sur R? telle que ¢* + s = 1 (x). Il s’agit dans un premier temps de vérifier que les fonctions c et s
sont constantes sur R

Soit (x,y) € R%. La matrice jacobienne de f en (x,y) s’écrit < ) ou ¢ et s sont deux fonctions

. s o 2 2 o c
Puisque f est de classe C2 sur R?, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, oF = 9f . Ceci s”écrit encore < =
dxdy ~ dxdy dy s

—s
a‘i{( c >0uenﬁn

2 (. oy
V(x,y) € R2, (oY) :( i (57) ) (x5).

2 (x,y) % (x, )

En dérivant () par rapport a x ou a y, on obtient les égalités c% + s% =0et Cg—; + sg—; = 0. Ceci montre que

dc dc
Ix dy c oo
les deux vecteurs ( ax ) et ; sont orthogonaux au vecteur non nul < s ) et sont donc colinéaires.
N S
Jx dy
dc %
st e dx . s 1s
Mais I’égalité (x*) montre que les deux vecteurs < ax ) et 5 sont aussi orthogonaux 'un a I’autre.
S N
ox Iy
2 9e
. 2 7; (X7y) ay (x’y) P .
Finalement, pour tout (x,y) € R*, les deux vecteurs et sont nuls. On en déduit que
s ds
m()gy) x(-xny)

les deux applications c et s sont constantes sur R? et donc, il existe 8 dans R tel que pour tout (x,y) € R?, la
cos(0) —sin(0)

sin(@)  cos(6) )

Soit g la rotation d’angle 6 prenant la méme valeur que f en (0,0). f et g ont mémes différentielles en tout

point et coincident en un point. Donc f = g et f est une rotation affine.

matrice jacobienne de f en (x,y) est (

Soit f : R? — R? de classe C? dont la différentielle en tout point est une rotation.
Alors f est une rotation affine.
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