Equations différentielles linéaires

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **
Résoudre sur R I’équation différentielle proposée :

1. y4+y=1

2. 2y —y=cosx

3.y —2y =xe*

4. y' —4y +4y =¥

5. y"+4y = cos(2x)

6. y'+2y +2y =cosxchux.

Correction V [005874]

Exercice 2 ***]

1. Soit o € C tel que Re(ax) > 0. Soit f : R — R de classe C! sur R.

On suppose que quand x tend vers +oo, '+ a f tend vers £ € C. Montrer que f(x) tend vers g quand x
tend vers oo,

2. Soit f : R — C de classe C? sur R telle que lim, , 1o (f + '+ f)(x) = 0. Montrer que lim, _, o f(x) =
0.

3. Soientn € N*et f : R— C de classe C" sur R.
On note D I’opérateur de dérivation. Soit P un polyndme de degré n unitaire dont tous les zéros ont des
parties réelles strictement négatives. Montrer que lim,_, ;o (P(D))(f)(x) = 0 = lim,_, . f(x) = 0.

Correction V¥ [005875]

Exercice 3 *** ]

Soit f une application de classe C? sur R a valeurs dans R telle que Vx € R, f(x) + f”(x) > 0. Montrer que
Vx e R, f(x)+ f(x+m) > 0.

Correction V¥ [005876]

Exercice 4 *** |
Résoudre sur I’intervalle / proposé :

I. x() =2y=0(I=R)
2. xy) —y=0(I=R)
3. 0+y=0(I=R)
4
5

cxy =2y =x* (I =]0,4o0])
XY +2xy=1I=R)
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6. 2x(1—x)y' + (1 —x)y=1( =] —0,0[, ]0, 1[, ]1, 4], | — oo, 1[, ]0, +-oo[, R)
7. |xy + (x—1y=x>I=R).

Correction V [005877]

Exercice 5 ***]

< . . oo e s
Déterminer le rayon de convergence puis calculer Z:[:O(— 1)1 3,27 X" quand x appartient a I'intervalle ouvert

_1\n—1lmn
de convergence. En déduire la valeur de Z;:Jo ((211)77153”.
Correction V¥ [005878]
Exercice 6 **
Résoudre les systemes suivants :
! X =4x—2y
Sl Y =xty
¥=x—y+
2. { V=2 y costsur | -2, %[
3 X =5x—2y+¢
"l Y =—x+6y+t
X =5x+y—z
4. ¢ y=2x+4y-2z
?=x—-y+z
X =2x+y
5.0 yY=—x (trouver la solution telle que x(0) =0, y(0) = 1 et z(0) = —1).
?=x+y+z
Correction V¥ [005879]

Exercice 7 **

Soit A € ., (R). Montrer que pour toute solution de X’ = AX, la fonction 7 — || X (7)]|2 est croissante sur R.
Correction ¥ [005880]

Exercice 8 **
Résoudre les systemes :

| { X = —%x—f— #y—FZt
Y = gxt gyt

) (P +1)x =tx—y+22—1
2+ 1)y =x+ty+3t
sh(2t)x' = ch(2t)x—y
sh(2r)y = —x+ch(2t)

Correction V¥ [005881]

sur |0, 4-oof

y sur ]0, +-oo[ sachant qu’il existe une solution vérifiant xy = 1.

Exercice 9 *** |
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. (2x+1)y"+ (4x—2)y' — 8y =0 sur | -1, +oo[ puis sur R.
2. (x* +x)y" —2xy' +2y =0 sur 0, +oo].

3. 4xy” —2y +9x%y = 0 sur |0, +oo[.

4. (14x)y" =2y + (1 —x)y =xe " sur | — 1,+o0|.

5

—2x
Y4y +4y = e)TH.




6. 4xy" +2y' —y =0 sur 0, +oo|.

Correction V [005882]

Exercice 10 **

Trouver les fonctions f dérivables sur R vérifiant Vx € R, f/(x) + f(—x) = €*.
Correction ¥ [005883]

Exercice 11 ***

Trouver toutes les fonctions f dérivables sur |0, +oo[ vérifiant Vx > 0, f'(x) = f ().
Correction ¥ [005884]

Exercice 12 *** ]

Trouver toutes les applications f : R — R, continues sur R telles que V(x,y) € R?, f(x)f(y) = f;fyy f(z)dr.

Correction V¥ [005885]

Exercice 13 *** ]

Montrer que Vx > 0, [;" €2 dr = [;F= st gy,

1412 t+x
Correction V [005886]
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Correction de I’exercice 1 A
Dans tout I’exercice, on note (E) 1’équation différentielle considérée et (Ey) I’équation homogene associée.

1. Les solutions de (E) sur R forment un R-espace affine de direction I’espace des solutions de (Ep) sur
R qui est de dimension 1. La fonction x — 1 est une solution de (E) sur R et la fonction x — e~ est
une solution non nulle de (Ex) sur R. Donc

Ir={x—14+21e* A eR}. I

2. Les solutions de (Epy) sur R sont les fonctions de la forme x — Ae
solution particuliere de (E) sur R.

/2 Déterminons maintenant une

1ére solution. I1 existe une solution particuliere de (E) sur R de la forme x — acosx+ bsinx, (a,b) €
R2. Soit f une telle fonction. Alors, pour tout réel x,
2f'(x) = f(x) =2(—asinx+bcosx) — (acosx + bsinx) = (—a+2b)cosx+ (—2a — b) sinx.

Par suite,

f solution de (E) sur R <= Vx € R, 2f'(x) — f(x) = cosx < { :;:_ZZ i(l)
1 2
= —_eth=".
~a 5 € 5

Fr={x— %(—cosx+2sinx)+lex/2, A €R}.

2éme solution. Par la méthode de variation de la constante, il existe une solution particuli¢re de (E) sur
R de la forme x — A (x)e*/? o1 A est une fonction dérivable sur R. Soit f une telle fonction.

1
f solution de (E) surR < Vx € R, 2 <l’(x)ex/2 + Zl(x)exﬂ) — 22 (x)e/? = cos(x)
<VxeR, M(x)= %e‘xﬂcosx.

Or,

/l /2 osxd —lRe /(—%H)Xd —lRe el 2 4-C—l ~/?Re ((cosx+isinx)(—1—2i))+C
5¢ xdx= 3 e x| =3 I =3¢ x+isinx i

1
= ge*x/z(—cosx—i-Zsinx) +C.

Par suite, on peut prendre A (x) = %e*x/ 2(—cosx+ 2sinx) ce qui fournit la solution particuliere fy(x) =

(= cosx+2sinx).

3. Puisque les fonctions x +— —2 et x — xe>* sont continues sur R, I’ensemble des solutions de (E) sur R
est un R-espace affine de dimension 1. Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) surR < Vx € R, f'(x) —2f(x) = xe™ & Vx €R, e > f'(x) —2¢ ¥ f(x) =x & Vx €R, (e 2f)(

2 2
& INER/VxeR, e ¥ f(x) :%ww:»ax ER/VxeR, f(x) = (’;+/1> .

SR = {xH (%—i—l)ezx, A ER}.



4. 1 équation caractéristique (E,) associée a I’équation homogene y” — 4y’ +4y =0est > —4z+4 =0et
admet zo = 2 pour racine double. On sait que les solutions de (Ey ) sur R sont les fonctions de la forme
x> (Ax+p)e?, (A,u) € R2.

Puisque 2 est racine double de I’équation caractéristique, 1’équation y” — 4y’ + 4y = ¢* admet une
solution particuliere fy de la forme : Vx € R, fo(x) = ax?e*, a € R. La formule de LEIBNIZ fournit pour

tout réel x,
f(x) = 4£(x) +4fo(x) = a(4x® 4+ 8x +2)e* — 4a(2x? + 2x)e* + dax?e* = 2ae™,

et fp est solution de (E) sur R si et seulement si a = 3.

S = {xr—> <§+lx+u> e, (A1) eRZ}.

5. L’équation caractéristique (E, ) associée 2 I’équation homogene y” +4y = 0 est z> +4 = 0 et admet deux
racines non réelles conjuguées z; = 2i et 7o = z; = —2i. On sait que les solutions de (Ey) sur R sont les
fonctions de la forme x +— A cos(2x) + psin(2x), (A, u) € R2.

Une solution réelle de I’équation y” + 4y = cos(2x) est la partie réelle d’une solution de 1’équation
y" 44y = €**. Puisque le nombre 2i est racine simple de (E.), cette derniére équation admet une solution
de la forme f; : x+— axe*™, g € C. La formule de LEIBNIZ fournit pour tout réel x,

7(x) +4£1(x) = a((—4x +4i)e*™ + 4xe*™) = diae*™.

et fi est solution de y” +4y = ¢?* si et seulement si @ = 7-. On obtient f (x) = -xe*™ = Tx(—icos(2x)+

i i
sin(2x)) ce qui fournit une solution particuliere de (E) sur R : Vx € R, fo(x) = fxsin(2x).

& = {x— xsin(2x) + A cos(2x) + sin(2x), (A, p) € R?}.

6. L’équation caractéristique (E,) associée a 1’équation (Ep) est 22 +2z+2 = 0 et admet deux racines non
réelles conjuguées z; = —1+i et zp =77 = —1 —i. On sait que les solutions de (Ey) sur R sont les
fonctions de la forme x — (A cos(x) + psin(x))e ™, (A, u) € R2.

Pour tout réel x, cos(x)ch(x) = Re (e ch(x)) = JRe (e! 7% + ¢(=1+%) Notons (E;) I’équation y” +
2y +2y = e(It)¥ et (E,) I’équation y” + 2y + 2y = e(=1*0%_Si f] est une solution de (E;) et f; est
une solution de (E») alors fy = SRe(fi + f>) est une solution de (E) sur R d’aprés le principe de
superposition des solutions.

1+i)x

e (E) admet une solution particuliere de la forme f] : x+— ae' , a € C. Pour tout réel x,

@) +2£(x0) +2£1(x) = a((1+1)? +2(1+i) +2)e1 ¥ = a(4 4 4i)e1H+7
et f est solution de (E;) sur R si et seulement si a = 4i4i = L2 On obtient fi (x) = %e(”")x.
e (E») admet une solution particuliére de la forme f> : x — axe("'*)%, a € C. La formule de LEIBNIZ
fournit pour tout réel x,

) +F2£x) +2f(x) = a(((—1+0)2x+2(=1+1)) +2((—= 1 +i)x+ 1) + 2x) eI = 2jge(-1+i)x

et f> est solution de (E») sur R si et seulement si a = 3. = —%. On obtient f>(x) = —%e(_“”')x.

e Une solution particuliere f de (E) sur R est donc définie pour tout réel x par

folx) = 5Re ( 8_ie<1+i>x - ;e<1+f>X> _ %Re <é(1 — §)(cos(x) + isin(x))e* — é(cos(x) +isin(x))ex>

I = {x > £ (cos(x) +sin(x))e* + § sin(x)e ™ + (A cos(x) + usin(x))e ™, (A,u) € R?}.




Correction de ’exercice 2 A

1. Posons g = f'+ af. La fonction g est continue sur R et la fonction f est solution sur R de 1’équation
différentielle y' + aty = g. De plus, lim,_, ; « g(x) = ¢. Ensuite,

fHaf=g=YxeR, e f(x)+ ae®™f(x) = e*g(x) = Vx € R, (™f) (x) = e*g(x)

SV ER, e f(x) = £(0)+ /O " g(t) di = VxR, f(x) = f(0)e @ 4 /0 (1) d.

Puisque Re(a) > 0 et que |e~ | = e Re(® lim,_, ., £(0)e~* = 0. Vérifions alors que lim,_, 1 e~ * [ e*g(t) dt =

g sachant que lim,_, 1 g(x) = £.

On suppose tout d’abord £ = 0. Soit € > 0. Il existe A; > 0 tel que V¢t > Ay,

g(t)] < 5. Pourx > Ay,

ef‘”/ e g(t) dt
0

A X
<e Re(ot)x /O le(xtg(t) dt +€7Re(a)x/A eRe(a)t’g(l”dt
1

A
< efRe((x)x / lemg(l‘) dt _i_efRe(tx)x /x eRe(a)t % g dt
0 Ay

_ pRe(a)x /Al e o(t) di +§ (l_efRe(oc)(fol))
0

2
A
< efRe(a)x / lemg(l) dt +§
0 2
Maintenant lim, ., , o, e~ Re(®)* ’fAl e gt dt’ =0etdoncilexiste A > A tel que Vx > A, e Re(@)* 6‘1 Ug(t)dt| <
£.Pourx >A,onale* [je*g(t) dt| < 5§+ 5 = €. On a ainsi montré que lim,_, . f(x) =0 = g

On revient maintenant au cas général ¢ quelconque.

, , B oy !
f+afx:m£:>f+af E}H—imoz><f 2) 7@ f %) 0

X—r-o00
A

Ol x—+too x%Jroo o

Vf e C'(R,R), Vo € C tel que Re(o) > 0, limy_, oo (f'(x) + 00f (x)) = £ = lim,_, . f(x) = £.

o

2 "1 = (=) = (f = jf). D'apres 1), comme Re(— %) = Re(—j) = 3 >0,
A +f 2 0= =if) =P =if) 2 0=f—if = 0=f =

x%+°°

Vf € CH(R,R), limy o (f"(x) + f'(x) + f(x)) = 0 = limy—s 4o f(x) = 0.

3. Montrons le résultat par récurrence sur n.
e Pour n =1, c’est le 1) dans le cas particulier / =0 (si P =X — o, P(D)(f) = f' — o.f avec Re(—a) >
0).
e Soit n € N*, Supposons le résultat acquis pour n. Soit P un polyndme de degré n+ 1 dont les racines
ont des parties réelles strictement négatives et tel que lim,_, 1..(P(D))(f)(x) = 0. Soit & une racine de

P. Ps’écrit P= (X — a)Q ou Q est un polyndme dont les racines ont toutes une partie réelle strictement
négative. Puisque

PD)(f) = (D= ald) o (Q(D))(f) = (QD)(f))" = a(Q(D)(f)) 720,



on en déduit que Q(D)(f) = 0 d’apres le cas n = 1 puis que f = 0 par hypothese de récurrence.

Le résultat est démontré par récurrence.

Correction de I’exercice 3 A

On pose g = f + f”. Par hypothese, la fonction g est une application continue et positive sur R et de plus, la
fonction f est solution sur R de I’équation différentielle y” 4y = g sur R. Résolvons cette équation différentielle,
notée (E), sur R.

Les solutions de I’équation homogene associée sont les fonctions de la forme x ~— A cosx+ usinx, (A,u) € R2.
D’apres la méthode de variation des constantes, il existe une solution particuliere de (E) sur R de la forme
Jfo © x+— A(x)cos(x) + w(x)sin(x) ou de plus les fonctions A et y sont solutions du systeme

{ A’ cos(x) + p'sin(x) = 0

—A'sin(x) +p'cos(x) =g °

Les formules de CRAMER fournissent Vx € R, A'(x) = —g(x)sin(x) et u'(x) = g(x)cos(x). On peut alors
prendre Vx € R, A (x) = — [ g(¢)sin(¢) dt et pL(x) = [; g(¢) cos(t) dt puis

Vx € R, fo(x) = —cos(x) [y g(¢)sin(z) dt +sin(x) [y g(¢)cos(t) dt = [y g(¢)sin(x —¢) dt.
Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — A cos(x) + psin(x) + [y g(¢) sin(x —1) dt,
(A,u) € R?. La fonction f est 'une de ces solutions. Par suite, il existe (Ao, tlo) € R? tel que Vx € R, f(x) =
Ao cos(x) + tosin(x) + [ g(7) sin(x — r) dt et donc pour tout réel x,
X+7 X X+ X
f)+flx+m) = / g(t)sin(x+m—1t)dt +/ g(t)sin(x—t) dt = — / g(r)sin(x—1t) dr+ / g(t)sin(x—1) dt
0 0 Jo Jo
X+7 T
= / g(t)sin(t —x) dt = / g(u+x)sin(u) du > 0.
X 0

On a montré que si Vx € R, f(x)+ f”(x) > 0, alors Vx € R, f(x)+ f(x+ ) > 0.

Correction de I’exercice 4 A
Dans tout I’exercice, on note (E) 1’équation proposée et (Ep) I’équation homogene associée.

1. On note J I'un des deux intervalles | — oo, 0[ ou ]0, +oo[. Sur J, I'équation (E) s’écrit encore y/ — 2y = 0.
Comme la fonction x — —% est continue sur J, les solutions de (E) sur J constituent un R-espace
vectoriel de dimension 1. Enfin, la fonction x ~ x* est une solution non nulle de (E) sur J et donc
Sy = {x»—Hsz, A ER}.

Aixtsix>0
Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 3(A;,4,) € R?/Vx €R, f(x) =4 O0six=0 =
Aoxtsix<0
Aixtsix >0
{ Aoxtsix<0 -
Réciproquement, une telle fonction f est définie sur R, dérivable sur R*, solution de (E) sur R* et vérifie
encore I’équation (E) en 0 si de plus elle est dérivable en 0. Donc, une telle fonction est solution de (E)
sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.

11 est géométriquement clair que f est dérivable en O pour tout choix de A et A, et donc f est solution
de (E) sur R pour tout choix de A, et A,.

= AMx?six>0 )
7= {x'_){ 7sz2 six<0 '’ (11712)6}1% }




On note que Y& est un R-espace vectoriel de dimension 2. En effet, pour toute solution f de (E) sur R,

25ix >0 0six>0
f(x) = 11 { f) SiSIXX< 0 2 { xzs;xx <0 = llfl (X) —I—Agfz (x) Donc yR = Vect(f1 ,fz) avec (fl,fz)

clairement libre.

Un exemple de graphe de solution est donné a la page suivante.

2. L’ensemble des solutions sur | —eo,0[ ou |0, +oo] est {x — Ax, A € R}.

Axsix >0
Aoxsix<0 °
Réciproquement, une telle fonction f est solution de 1’équation (E) sur R si et seulement si elle est
dérivable en 0.

Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 3(A;,1;) € R?/ Vx € R, f(x) = {

Il est géométriquement clair que f est dérivable en O si et seulement si A; = A, et donc

I ={x— Ax, L €R}. I

Dans ce cas, .7 est un R-espace vectoriel de dimension 1.

3. L’ensemble des solutions sur | — e, 0] ou |0, +oo[ est {x — %, A eR}.

AMxsix>0
Soit f une solution de (E) sur R. Nécessairement, 3(A;,4;) € R?/Vx € R, f(x)=¢ 0six=0

Aaxsix <0
Réciproquement, une telle fonction f est solution de 1’équation (E) sur R si et seulement si elle est
dérivable en 0.

Il est géométriquement clair que f est dérivable en O si et seulement si A; = A, = 0 et donc

Dans ce cas, .7 est un R-espace vectoriel de dimension 0.

4. Soit f une fonction dérivable sur |0, +oo].



f solution de (E) surJ < Vx € J, xf'(x) —2f(x) = x* < Vx € J, )%f’(x)—)%f(x) =1

/
& Vxel, (xlzf) (x)=1<3ILeR/Vxel, L;C):xjt/l@aleR/VxEJ, fg):x
X

S3ILER/Vxed, f(x) =x+ A%

F0 o] = {x =2 +Ax%, L €R}. I

. Si f est une solution sur R de 1’équation x>y +2xy = 1 alors 0? x f'(0) +0 x £(0) = 1 ce qui est
impossible. Donc

SR =0.

. ® Résolution sur | — oo, 0], |0, 1] et |1, +oo[. Soit / 'un des trois intervalles | — oo, 0[, |0, 1[ ou |1, 4-co].
Sur 7, I’équation (E) s’écrit encore y' + ﬁy = m Puisque les fonctions x — é etx > 5=y sont
continues sur /, les solutions de (E) sur / constituent un R-espace affine de dimension 1. Soit f une

fonction dérivable sur /. Pour x € I, on note € le signe de x sur /.

1
1 1 1 5 In(€ex)
f solutionde (E) sur I < Vx eI, f'(x)+ ﬂf(x) = (=) sVxel, e%m(gx)f/(x) + Ze%m(”)f(x) = h
evrel, (Ve fY ()= —Y& avrel (Vax f)(r) = ——
’ 2x(1 —x) ’ 2/ex(1—x)’
Déterminons alors les primitives de la fonction x — ﬁ(lﬁ) sur I. En posant u = /€x et donc x = eu’

puis du = 2€udu.

f%/ﬁ?l—x) qul eu?) 2eudu = fl —eu?

-Résolution sur | — 0,0
Dans ce cas, € = —1 puis [ ﬁ(l—ﬂ dx= | ﬁ du = arctan(u) + A = arctan(y/—x) + A. Par suite,

f solution de (E) sur ] —o0,0[ < JA € R/ Vx €] — 0,0, v/—xf(x) = arctan(y/—x) + A

arctan(y/—x) + A

& 3L eR/Vx €] —,0], f(x) = N

Aoy = {rr> TED 7 R

-Résolution sur |0, 1] et ]1,4-oo].

Dans ce cas, € = 1 puis [ 2\ﬁ dx =[— 1 = vl + A. Par suite,

-Résolution sur ]0,1] et |1,4-oo|.

-Résolution sur 0, +oo ef sur R. Si f est une solution de (E) sur ]0, 4o ou sur R, alors 0 x f(1)+0 x
f(1)=1ce qui
est impossible. Donc



%07+m[ =Jet yR =g

-Résolution sur | — oo, 1[. Si f est une solution de (E) sur | — o, 1], alors il existe nécessairement
(A1, 42) € R? tel que
arctan(y/—x)+A

= six <0
Vx €] —oo 1, f(x) =< 1six=0 . Réciproquement une telle fonction est solution si et
% si0<x<1

seulement
si elle est dérivable en 0.
Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,

fx) =4 <7L] +V—x— (3)+o((\/—7)3)) = r+1+ +o(x) = %+f(0)+§+o(x).
et quand x tend vers O par valeurs supérieures,

fx)= \[<7L +ya+ L +0((\f)3)> Bt 145 +0(x) =2+ £(0)+35 +o().

Par suite, f est dérivable a droite et a gauche en O si et seulement si A; = A, = 0 et dans ce cas, quand x
tend vers 0,

f(x) = f(0) + 3 +o(x) ce qui montre que f est dérivable en 0. En résumé, f est solution de (E) sur
] —oo, 1 si et

seulement si A; = A, = 0.

arctan ( \/jx)

S =X Isix=0

argth(y/x)
N si0<x<1

six<O0

. Résolution de (E) sur | — o0, 0[ et sur |0, +oo[. Soit / I’'un des deux intervalles | — e, 0] ou |0, +cc[. On
note € le signe de x sur 1. Sur I, (E) s’écrit encore y' + € (1 — %) y = ex?. Puisque les deux fonctions
X € (1 — %) et x +— €x? sont continues sur /, les solutions de (E) sur I constituent un R-espace affine
de dimension 1. Soit f une fonction dérivable sur /.

f solutionde (E)surl < Vxel, f'(x)+¢ (1 — i) fx) = ex?

avxel, esxfsln(ex)f/(x) +e (1 _ 1) esxfsln(ex)f(x) _ 8xZez?xfeln(Sx)
X
SVxel, ((g )€ sxf) (x) = x Ex%et™

o Si=]0,+oof, £ =1et

f solution de (E) sur |0, +oo[ < Vx €]0, +oo], (if) (x) =xe* & IA € R/ Vx €]0, +o0], %f(x) =(x—1)"+2

& 3IA R/ Vx €0, 400, f(x) =x* —x+ Axe ™.

Ao,4eo| = {x»—>x2 —x+Axe™ A€ R}.

eSil=]—o0,0[,e=—1et

f solution de (E) sur |0, 4-o0] < Vx €]0, 40|, (—xe*xf)/ (x) =x’e™ < Vx €]0, oo, (xefxf)/ (x) = —x’e ™.
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Or, [—xedx=x}¢*-3[x’e dx=(x+3x*)e ™ —6[xe *dx= (x> +3x> +6x+6)e "+ A et
donc

f solution de (E) sur ] —o0,0[ <> IA € R/ Vx €] —o0,0[, xe ™ f(x) = (x* +3x* +6x+6)e ™+ 1

6+ et
o INER/Vre]—oo,0], f(x) =22 +3x+6+ +x ‘.

Ao, 4eo| = {x»—>x2+3x+6—|—6%w, A ER}.

Résolution de (E) sur R. Si f est une solution de (E) sur R, nécessairement il existe (11,4,) € R? tel
X2 —x+Aixe *six >0

que Vx € R, f(x) =4 0six=0 :{
x2—|—3x—|—6+6+xM six<0

ment, une telle fonction est solution sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.

Quand x tend vers O par valeurs supérieures, f(x) = —x+o(x) + A1x(1 +o(1)) = (A1 — 1)x+o(x). Par

suite, f est dérivable a droite en 0 pour tout choix de A; et f(0) = A; — 1.

Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures,

—x+Axe *six>=0

x . Réci -
43 x+6+ % six<0 eciprogue

6+% (1+x+5+00) 617,

X

A
f(x) =6+4+3x+o0(x)+ —|—6+7Lz+<3+22>x+0(x)
Par suite, f est dérivable a gauche en 0 si et seulement si A; = —6. Dans ce cas, quand x tend vers 0 par

valeurs inférieures, f(x) = o(x) et f;(0) = 0. Maintenant, f est dérivable en O si et seulement si f est
dérivable a droite et & gauche en 0 et f;;(0) = f,(0). Ceci équivauta A, = —6 et 4; = 1.

7 . X2—x+xe *six>=0
= 49X X .
R 2 43x+6+ 0= gix <0

1
X

Correction de I’exercice 5 A

. . ;
e Pour n € N, posons a, = (—1)" lﬁ. La suite (ay),en ne s’annule pas et pour n € N,

ani1  (2n+2)! y n!? Ll (2n+2)(2n+1) L=l 2(2n—1)
a  (2n)! T (n+D12 7 2n+1 (n+1)2 2n+1  n+l
Par suite, ”Z—“ —J>r 4 et d’apres la regle de d’ ALEMBERT, R, = %. Pour x tel que la série converge, on pose
n Nn— oo

_ oo -1 .G,
fx) =L, 5(=1)" 52 x"
e Soit x € ]—%, % [ Pour n € N, on a (n+ 1)a, + 4na, = 2a,. Pour chaque n € N, on multiplie les deux
membres de cette égalité par x" puis on somme sur n. On obtient ):;:0(” + a1 X +4xY na,x"-! =

2Y % apx" ou encore (14 4x)f(x) = 2f(x). De plus f(0) = ap = 1. Mais alors

i 101 — fll Un(144x) gy 2 lin(l44w) .
we g | Hrm =270 = e |- g et g Z et ) o
111 Y L1] f(x)  _ £(0)
=Vxe|——,51, —0=Vxe |——,-|, —
Rl e ( 1+4x ) * ] 44[ Vi+dx V140
-
=Vxe ~17

, f(x) =V 1+4x.



e Pour n € N, posons u, = 0 S La suite u est strictement positive a partir du rang 1 et pourn > 1,

2n— 1)4n'

gy _ 2(2n—1) _ 2pn—1

o = 2o = g2 < L

Ainsi, la suite u est décroissante a partir du rang 1. De plus, d’apres la formule de STIRLING,

(2n)! N (%)2” nn

U, = 5" = .
T nl2(2n—14" 0 e (%) (27n) (2n)4" 2/7n3/2

Par suite, u, — 0. En résumé, la suite u est positive et décroissante a partir du rang 1 et lim,,—, { o tt;, = 0. On

n—y+-oo

en déduit que la série numérique de terme général (—1)"! % = (—=1)""'u, converge en vertu du critere
spécial aux séries alternées (théoréme de LEIBN1Z).

e La fonction f est donc définie en %. Vérifions que f est continue en %.
Pourx € 0, 4] etn €N, posons f;,(x) = ayx, = (—1)""! zcix” Pour chaque x de |0, 1], la suite (f;(x ))neN ne

s’annule pas et la suite ((—1)"~! £, (x))nen est positive & partir du rang 1. Ensuite, pourn > 1 etx € |0, 1],

ani1
dan

il S okl 4 anya s

Jni (x) _
Ja(x)

On en déduit que pour chaque x de 0, H, la suite numérique (|f,,(x)|)nen décroit a partir du rang 1. D’apres
une majoration classique du reste a I’ordre n d’une série alternée, pourn > 1 et x € ]0, ﬂ

_22n-1) _202n—1) 1 _4n—2

‘Zk w1 A )| | far1(x)] = |an+1‘xn+l < ‘Zﬁi:‘ = Un+1,
et donc Vn € N, Sup { ’Z;:Hl fi(®)], x€]0,4]} < uny1. Puisque la suite (u,) tend vers O quand n tend vers
+o0, on a montré que la série de fonction de terme général f,,, n € N, converge uniformément vers f sur } 0, %]
Puisque chaque fonction f; est continue sur] } f est continue sur ] 0, ] et en particulier en %.

Mais alors

. 71n71Cn
1% Gl = £ (4) = lim ) = lim VIFax = 14 = V2.
4 4
x<4 x<4

o (CIlC

n=0 (2n—1)4"

Correction de ’exercice 6 A

1. Posons A = ( 4 2 >

1 1

XA =A* =54 +6= (A —2)(A —3) puis A= PDP~! ot D = diag(2,3) et P = (

Posons X = ( * > puis X; =P~ 1X = ( " )
y V1

—_
— N
N———
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= 4x -2
{x Y G X' =AX e X' =PDP'X & P7'X' =DP'X & (P7'X) = D(P"'X) & X| = DX,

Y =x+y

x1(t) = ae®

yi1(t) = be
2t
)=-(1 1) ()

B ae* 4 2be
“\ ae® +be

ae* +2be¥ 5
(2 ) e

L
cost

x; =2x

o & 3(a,b) ER/ VI €R,
(5720 osamexinen
@H(a,b)eR/VteR,< g
(¢
(¢

)
)
)
)

=R e X

< 3(a,b) e R/ Vt €R, <

. Puisque la fonction ¢ — est continue sur } —5.5 [ les solutions réelles sur } -5.5 [ du systeme

proposé constituent un R-espace affine de dimension 2.

; j )-xA:/12+1 —(A—i)(A+i)

et en particulier A est diagonalisable dans C. Un vecteur propre de A associé a la valeur propre i est

Résolution du systeme homogeéne associé. Posons A = (

1 .

. |. On sait alors que
1+i

les solutions complexes sur R du systeme homogene associé sont les fonctions de la forme X : ¢ +—

aei’< 11—i >+be”< 1—li-i > (a,b) € C2.

Déterminons alors les solutions réelles du systéme homogene.

A 1 o 1 il 1
. it —it —ge 4 i
X réelle & Vt € R, ae <l—i>+be <l+i>_ae <1+i>+be (1—1’)

& b =a (car la famille de fonctions (e,e™") est libre.)

1 AN .
< i ) et un vecteur propre de A associé a la valeur propre —i est

. . . . . ; 1
Les solutions réelles sur R du systéme homogene sont les fonctions de la forme X : ¢ +— ae” ( 1_i ) +

ae”( ! >:2Re<ae”<ll_l.>>,a€C.Enposanta:7L+i,u,(/I,M)GRZ,

1+i
(o (1)) e G ))-

A cost — usint
A(cost +sint) + p(cost —sint)

Maintenant, le couple (A, i) décrit R? si et seulement si le couple (2A4,2) décrit R? et en renommant

. . . . . cost
les constantes A et u, on obtient les solutions réelles du systeéme homogene : ¢ — A . +
cost + sint
—sint
. (A, 1) € R2.
H ( cost —sint > (4,1)

Résolution du systéme. D’apreés la méthode de variation de la constante, il existe une solution par-

L R cost —sint N
ticuliere du systeme de la forme 7 — A(t) : + u(r) . ou A et u sont
cost + sint cost —sint

: ‘o z . T Tl Ay cost
deux fonctions dérivables sur | —%, 5 [ telles que pour tout réel ¢ de | 5,5 [, A'(r) < cost 4 sint +

13



1

—sint Cost . .
w(r) . = " ].Les formules de CRAMER fournissent A'(t) = -1 (cost —sint) =
cost — sint 0 cost

. 1 ‘ .
1 — 305 et u'(r) = — g7 (cost +sint) = —1 — 250 On peut prendre A(r) = ¢+ In(cost) et u(r) =

cost A . . cost”
—t +In(cost) et on obtient la solution particuliere

X(t)z(t+1n(cost))< cost >+(—t+ln(cost))< —sint >:

cost +sint cost —sint
t(cost +sint) 4 In(cost)(cost — sint)
2tsint + 2 costIn(cost) A

B t(cost +sint) +In(cost)(cost —sint) + A cost — i sint )
jﬁ] ; {t'_> ( 2tsint + 2 costIn(cost) + A(cost +sint) 4 p(cost —sinz) )’ () €RZ .

. . e . . R c .
3. Puisque la fonction t — ( ; ) est continue sur R, les solutions sur R du syst¢me proposé constituent

un R-espace affine de dimension 2.
5 -2

Résolution du systeme homogeéne associé. Posons A = 16

).XA:/IZ—M)LHS: (A —
4)(A —7). Un vecteur propre de ‘A associé a la valeur propre 4 est < } ) et un vecteur propre de ‘A

associé a la valeur propre 7 est ( L Ces vecteurs fournissent des combinaisons linéaires intéres-

santes des équations :
X =5x—2y+e (x+y) =4(x+y)+e +1
/ ~ / !

y =—x+6y+t (x—2y) =T7(x—2y)+¢ —2¢

& 3(A,u) eR?/ Ve eR, {

(
()
&3 eR/ViER, { x?; =% i 2A et

y(t :—%%—%—1—164’—/4(37’
5 1 -1
4. PosonsA=| 2 4 =2
1 -1 1
5-4 1 -1
= 2 4-1 2 |=0G-A)A*=52+2)-2(-A)+(-A+2)=-A}+10A*—261 + 12
1 -1 1-2

= —(A—6)(A2—41+2)=—(A—6)(A —2+V2)(A —2—V2),
et en particulier A est diagonalisable dans R.

—x+y—z=0
(x,y,2) EKer(A—6l) &< 2x—2y—27=0 <z=0etx=y.
x—y—5z=0

Ker(A — 61) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1,0).
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B=V2)x+y-z=0 2= (B—V2)x+y
(x,7,2) €EKer(A— 2+ V2)) & { 2x+(2—V2)y—2:=0 << 2x+(2—v2)y—2(3=v2)x+y) =0

x—y—(1+v2)z=0 x—y—(1+v2)((3=v2)x+y) =0
z=(B-V2)x+y _
& (—44+2v2)x—V2y=0 @{ i;(f;\/\?f;;

—2v2x—(2+v2)y=0
y=(—2v2+2)x
‘:){ e=(5-3V2x

Ker(A — (24 +v/2)I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,2 —2+/2,5 —3+/2). Un calcul
conjugué montre alors que Ker(A — (2 — v/2)I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,2 +

2v/2,5+32).
1
On sait alors que les solutions du systtme homogene ¢ — ae® | 1 | + bV 222 | +
5-32)
1
ce(2=V2)t 2+2v2 |, (a,b,c) € R3.
5+3v2)
2 10 2—-2 1 0
.PosonsA=| -1 0 0 |.pxa=| -1 -4 0 |=(1-A)A2-24+1)=(1-21) Le
I 11 1 1 1-2

théoréme de CAYLEY-HAMILTON permet alors d’affirmer que (A —1)% = 0.
On sait que les solutions du systéme X’ = AX sont les fonctions de la forme ¢ — ¢4 Xy ot Xy € .45 1 (R).
Or, pour t € R,

etA _

o0 " 2 [
— (Z m(A—I)") xe'l=eé (Z‘bn!(fx—l)">

A=) 5 ¢ (car les matrices (A —I) et tI commutent)

n=0 n—=
1 00 1 1 0 2 1 1 0 1 1 0
=¢ 010+t—1—10+§—1—10 -1 -1 0
0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0
1+t ¢t O
=e| -t 1-t 0
t t 1
141 t 0 a
Les solutions du systéme sont les fonctions de la forme ¢ — ¢4 X = ¢’ —t 1—t 0 b | =
t t 1 c
(a+(a+b)t)e
(b—(a+b)t)e |, (a,b,c) € R?. Maintenant,
((a+b)t+c)é
x(0) 0 a=
y0) | = 1 &= =1
z(0) -1 c=—1
te'

La solution cherchée estt — | (1 —1)e!
!
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Correction de ’exercice 7 A

Soit A € ., (R). Pour ¢ € R, posons g(r) =
tout réel ¢

IX(0)17 =

(1) =2(X(0)X'(1)) =

2(X(1)|AX (1)) =

Ainsi, la fonction g est croissante sur R et il en est de méme de la fonction /g

(X(1)|X(t)). La fonction g est dérivable sur R et pour

2'X (1)AX (t) = 0.

st ||X (1) |2

Correction de I’exercice 8 A

1 1
2t 22
1

1. Puisque les fonctions ¢ +— (
2

2t

2t .
) et ( 2 ) sont continues sur ]0,+oo[, I’ensemble des

solutions sur |0, +oo du systeme proposé est un R-espace affine de dimension 2.

Résolution du systeme homogene associé. Le couple de fonctions (x,y) =

(1,7) est solution du sys-

téme homogene associé sur 0, +oo[. Pour chaque réel strictement positif 7, les deux vecteurs < . ) et

( (1) > constituent une base de .#>(R) car' !

—_—

homogene sous la forme ¢ — (¢

=1 # 0. Cherchons alors les solutions du systeme

)

o

<?>:<mm$@ﬂ

{x’zl_zlzxfg,lzy :_Za+2t2(ta+[3) { a/:%
/
ﬁl
= 21‘2 <:>{
+Bl B o 2%

o)+
e
H

=

(A, p) € R?/ Yt €]0, +oo],

(A, 1) € R?/ Yt €]0, 400,

Maintenant, pour tout réel strictement positif 7, w(t) = ‘

_1
2t
M(
1
2

1 .
etr— ; sont deux solutions

solutions sur |0, +eo[ du systéme homogéne sont les fonctions de la forme 7 +— A (

(A,u) € Rz/ vt €]0, +oo],

{ B(t) =2
o) = 1o
{ B(r) =2
a(t)=—%+u
{ x(t) = —5 + 1
y(0) =5 +pr
-1 1
12[ = —1 # 0 et donc les deux fonctions
5 t
2

indépendantes du systéme homogene sur |0, 4oo[. Les

)Jo+(2)

2t

2

Recherche d’une solution particuliere du systéme par la méthode de variations des constantes.

Il existe une solution particuliere du systeme de la forme ¢ — A(¢) <

sont deux fonctions dérivables sur |0, +oo] telles que pour tout réel strictement positif 7, A’ (¢) (

2t

)-(:

' (t) ( 1

16

). Les formules de CRAMER fournissent A'(¢) =

_1
2t

>+u(t)< i)oﬁlet,u

L
2




1
—5 2t
— 12t P = 3. On peut prendre A(f) = —% et u(t) = % et on obtient la solution particuliere
2
1
N w1\ [ 112/12
X0 = 3( L >+4 <t>_< 73/12

1 2

e (A, p) ER?
Tt

1 t5+ut

r —1 212
- —1 .
. Puisque les fonctions 7 — +] ( ) ett— ﬁ < 3 > sont continues sur R, I’ensemble
1 ¢

des solutions sur R du systéme proposé est un R-espace affine de dimension 2.

Résolution du systeme homogene associé. Les couples de fonctions X; = (x,y) = (,—1) et (x,y) =

t 1
-1 ¢
t> 4+ 1 # 0. Le couple de fonctions (X, X>) est donc un systéme fondamental de solutions sur R du sys-
teme homogene X’ = AX. Les fonctions solutions du systeme homogene X’ = AX sont les fonctions de

laformet»—>7t< _tl )—i—,u( : ),(/l,,u)eRz.

Recherche d’une solution particuliere du systéme par la méthode de variation de la constante.

(1,¢) sont solutions du systeme homogeéne associé sur R. De plus, pour chaque réel ¢, w(t) =

Il existe une solution particuliere du systeme de la forme ¢ — A(r) < _tl > + u(r) ( 1 > olt A et

U sont deux fonctions dérivables sur R telles que pour tout réel ¢, A'(z) < ! 1 > +u'(t) ( ! ) =

t
2 -1)/(*+1) 1
3t/(t2+1) t

. On peut déja prendre A (t) = 4 In(¢>+1). En-

_ 2834
(+1)°

2 _
t21+1 ( 2t 3 ! ) Les formules de CRAMER fournissent A’ (¢) = t2£r1
t -1/ +1) | s
—1 3t/(t2+1) N (r2+1>
G dt=5] mpg dt =6 [ iy di puis

suite, f (t2+1)

+2[tt;;:1 1 dt =

1 _ —2t
[ z2+1 12+1 ftx (2+1)2 dt = t2+1 z2+1 +2[t2 dt — 2f z2+1 2 dt,

et donc [ t2 =) dt =5 (r2+1 —i—arctant) +C. On peut prendre u(t) = — 3arctant.

t2+1

2y, 2
YR:{IH ( sIn(1+1%) + 75 — 3arctant + At + 1 ),(A,M)ERZ}.

—fIn(14+2)+ 122[“ 3tarctant — A + Ut

sh(2t)x' = ch(2t)x —
—sh(21)% = —x+ch(2)
On obtient x* — ch(2¢)x = ch(2t)x — 1 ou encore x* —2ch(2¢)x> + 1 = 0. Ensuite,

. Sideplusy= l, le systeme s’ écrit { ou encore { S
x*—2ch(2t)x?+1= (x* —ch(2t))? - sh2(2t) =2 —e¥) (P —e )= (x—e)(x+e ) (x—e ") (x+e ).
Ainsi, nécessairement (x,y) € {(¢',e”"),(e7",é'),(—€',—e™"),(—e ", €")}. Réciproquement, si (x,y) =
(e,e),
ch(2t)x—y=1(e¥ +e ") —e ' =1(e¥ —e) = L (¥ —e¥)e' = sh(2t)e’ = sh(2t)X
et
—x+ch(2t)y=—€ +3(e+e ) =L (—e +e7¥) = —1(e¥ —e H)e™! = —sh(2t)e”! = sh(2t)y

Donc le couple X; = (x,y) = (¢',e” ") est une solution non nulle du systtme. De méme, si (x,y) =

(e’ é),
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ch(2t)x—y=3(e'+e ) —e = 3(—e' —e) = —3(e* —e 2 )e ™" = —sh(2t)e " =sh(21)x’
et
—x+ch(2t)y=—e "+ 3(e¥ +e7") = L(e¥ —e7") = 1(e¥ —eH)e' =sh(2t)e' =sh(2t)y.

e e

Donc le couple X, = (x,y) = (e, ") est une solution non nulle du systeme. Enfin, w(t) = ol o

e* — e~ =2sh(2t) # 0 et le couple (X1,X>) est un systeme fondamental de solutions sur ]0, 40|,

Correction de ’exercice 9 A

1. Sur I = ]—%,4—00 [, (E) sécrit y" + 4"?)}’ — 53y = 0. Puisque les deux fonctions x — =2 et x

2t i1 21
—% sont continues sur /, les solutions de (E) sur I forment unR-espace vectoriel de dimension 2.
Recherche d’une solution polynomiale non nulle de (E). Soit P un éventuel polyndme non nul solu-
tion de (E). On note n son degré. Le polyndme Q = (2X + 1)P” + (4X —2)P' — 8P est de degré au plus
n. De plus, le coefficient de X" dans Q est (4n—8)dom(P). Si P est solution de (E), on a nécessairement
(4n—8)dom(P) =0 et donc n = 2.

Posons alors P = aX? + bX +c.

(2X +1)P" + (4X —2)P' —8P = (2X +1)(2a) + (4X —2)(2aX +b) — 8(aX? +bX +c) =
—4bX +2a—2b— 8¢

Par suite, P est solution de (E) sur [ si et seulement si —4b = 2a —2b — 8¢ = 0 ce qui équivaut a b =0
et a = 4c. La fonction f : x + 4x? + 1 est donc une solution non nulle de (E) sur /.

Recherche d’une solution particuliére de la forme f, : x+— ¢*, o € C.
(2x+1)(e™)" + (4x —2)(e*) —8e™ = (0?(2x+ 1) + at(4x —2) — 8) e** =
(2o(a+2)x+ a* — 20— 8) e**
Par suite, f est solution de (E) sur [ si et seulement si 20t(a +2) = o> —2a — 8 = 0 ce qui équivaut a
a = —2. Ainsi, la fonction f> : x — e~ > est solution de (E) sur 1.

Résolution de (E) sur | —%, +oo . Vérifions que le couple (fi, f2) est un systeme fondamental de solu-
tion de (E) sur | —1,+eo[. Pour x > —1,

_ 452 +1 e

W(X) 8x 728_2/‘ = (_sz —8x— 2)6_2x = —2(2_x—|— 1)26—2)6 # 0.

Donc le couple (fi, f>) est un systeme fondamental de solution de (E) sur | —, 4o et

ﬁ [:{x»—>l(4x2+l)+/.te*2x, (A,1) € R?}.

] oo

Résolution de (E) sur R. On a aussi ﬁfwﬁ%[ = {x> 247+ 1)+ pe >, (A,u) € R*}. Soit f
une solution de (E) sur R. Nécessairement, il existe (41,22, 1, 12) € R* tel que Vx € R, f(x) =
MAP+ 1)+ e ¥ six< —3
Ao (4x? +1) + e > six > —1

f ainsi définie est deux fois dérivables sur ] —oo, —% [ et sur ] —%, 00 [, solution de (E) sur chacun de

. IS 1
(par continuité a gauche en —7).

ces deux intervalles et vérifie encore (E) en x = —% si de plus f est deux fois dérivable en —%.
En résumé, f est solution de (E) sur R si et seulement si f est deux fois dérivables en —%.
f est déja deux fois dérivable a droite et a gauche en —%. De plus, en posant 7 = x + % ou encore

X = —% + h, on obtient quand x tend vers —% par valeurs inférieures
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f(x) =M (2 —dh+4h%) + ujee " = (241 +epy) + (=441 — 2e) ) h+ (441 + 2ey )R + o(h?),

et de méme quand x tend vers —1 par valeurs supérieures, f(x) = (242 + eflz) + (—4A; — 2 )h +
(425 + 2eltp)h? + o(h?). Par suite, f est deux fois dérivable en —% si et seulement si 241 + ey =
_2

222 + ey ou encore Uy = Z(Ar +A2) + 1.
a(4x® +1)+be > six < —1

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — ,
c(4x*+ 1)+ (2(a+c)—b)e Xsix > —1

(a,b,c) € R3. Ainsi, I’espace des solutions sur R est de dimension 3 et une base de cet espace est par

4% +1six< —3 e Xsix< —1

s oxe 2

2 1 etfz i xm

1 six>—§

2 —2x o 1 —e
ee S1x > 3

exemple (f1,f2,f3) o f1 @ x> {
0six< —3
47+ 142 X six>—1

. Sur I =]0, 4|, I'équation (E) s’écrit y” — %y’ + x(xz—H)y = 0. Puisque les deux fonctions x — —X% et

X x(x%l) sont continues sur /, les solutions de (E) sur I forment un R-espace vectoriel de dimension

La fonction f; : x> x est solution de (E) sur /. Posons alors y = fiz. Puisque la fonction f; ne
s’annule pas sur /, la fonction y est deux fois dérivables sur [ si et seulement si la fonction z est deux
fois dérivables sur /. De plus, d’apres la formule de LEIBNIZ,

(P +x)y" =2y +2y = (P +x)(fz+2f17 + fid) = 2x(fiz+ fid) +2fi2
= (P +x) i+ 202 +x) f{ = 2x£1)7 + (P +x)f] —2f{ +2/1)z
= (x> +xH)7" + 27

Par suite,

y solution de (E) sur I < Vx € I, (x* +x%)z"(x) +2x'(x) =0

2 /
Z/(x) — 0 vx c I, (eZIH‘x‘72ln‘x+l|Zl) ()C) -0

I 14
SVxel, z (x)+x7(x+l)

x+1
X

2
SIAeR/Vxel, Z(x)=A ( ) &3 u) eR?/Vxel, z(x) =2 <x+21n\x\ —i)

e 3I(A,u) eR?/Vxel, y(x) = A(x* +2xIn|x| — 1) + px.

. Cherchons les solutions développables en série entiere. Soit f(x) = Z;;"O anx, une série enticre dont le
rayon R est supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R],

oo oo oo
4 f" (x) — 2" (x) + 9% f(x) = 4x Y n(n— Da,x"2-2 Y na, """ 4 9x* Y anx”
n=2 n=1 n=0

=4 Z n(n— l)cznx”_1 -2 Z na,X* ' +9 Z a,x"?
n=0

n=1 n=1

foo foo +oo foo
= Z 2n(2n — 3)anx"_1 +9 Z apx"? = Z 2n(2n — 3)anx”_1 +9 Z ap_3x"!
n=1 n=0 n=3

n=1

—+oo
= —a +4axx + Z (2n(2n—3)a, +9a, 3)x" !
n=3

Par suite, f est solution de (E) sur | — R, R[ si et seulement si a; = ax =0 et Vn > 3, 2n(2n— 3)a, +
9a,_3 = 0 ce qui s’écrit encore
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aj=a;=0etVn>3,a,= *%an,y

Les conditions a; =0 et Vn > 3, a, = —%an% sont équivalentes a Vp € N, a3, = 0 et les
conditions ay = 0etVn > 3, a, = —%an% sont équivalentes a Vp € N, a3, = 0.
s % _ 9 _ 1 Lo s
Enfin les conditions Vp € N*, a3, = ~&plop=3) B33 = ~ =1y 43(p—1) SONt équivalentes pour p > 1 a
_ 1 1 L (=)
Bp="3pp1) T @pop3 X N T A% = gyrdo-

En résumé, sous I’hypothése R > 0, f est solution de (E) sur | — R, R[ si et seulement si Vx €] — R, R],

fx) = ;:o ((;Il,gfxb-
—1)?

Réciproquement, puisque pour tout réel x, lim,_, 4w %xh’ = 0 d’apres un théoreme de croissances
comparées, R = +oo pour tout choix de ag ce qui valide les calculs précédents sur R.

Les solutions de (E) développables en série entiere sont les fonctions de la forme x — A ,T;"O ((;i))?)@”,

x € R. Ensuite, pour x > 0,

o G = X G (8/2)7 = cos (x2).

Donc la fonction x — cos (x3/ 2) est une solution de (E) sur |0, +oo[. La forme de cette solution nous
invite a changer de variable en posant = x>/2. Plus précisément, pour x > 0, posons y(x) = z(x*/?) =
z(1). Puisque I’application ¢ : x — x>/? est un C?-difféomorphisme de |0, o[ sur lui-méme, la fonction
y est deux fois dérivables sur |0, +oo[ si et seulement si la fonction est deux fois dérivable sur |0, +oo].
Pour x > 0, on a y(x) = z(x*/2) puis )/ (x) = 3x1/2Z/(x3/2) puis y"(x) = 2x71/27/(x3/2) + 3x2" (x*/?) et
donc

4y (x) — 2y (x) + 9x%y(x) = 4x <ix1/zz’(x3/2) + sz”(x3/2)> -2 <;x1/2z/(x3/2)> +9x%2(x*/?)

= 92" (/%) + 2(x3?)).
Par suite,
y solution de (E) sur |0, 4-e0] < ¥x > 0, 9x* (2" (x*/2) +2(x*?)) =0Vt > 0, (1) +2(t) = 0

< 3I(A,u) €R?/Vt >0, z(t) = Acost + usint
& 3(A,u) € R?/ Vx> 0, y(x) = Acos(x’/?) + psin(x>/?).

Ho, 4o = {3 Acos(x*/2) + psin(x*/2), (A, 1) € R?}.

xe *

. . 2 1—x . .
. Puisque les fonctions x — — %4, x > 173 etx — 75 sont continues sur | — 1, +oo], les solutions de (E)

sur | — 1, +oo[ constituent un R-espace affine de dimension 2.

Résolution de I’équation homogéne.

La fonction fi : x> €* est solution sur | — 1, +oo[ de I’équation (1 +x)y” — 2y’ + (1 —x)y = 0. Posons
alors y = fjz. Puisque la fonction f} ne s’annule pas sur | — 1, +oo[, 1a fonction y est deux fois dérivable
sur | — 1, 4o0[ si et seulement si la fonction z est deux fois dérivable sur | — 1, +oo[. De plus, la formule
de LEIBNIZ permet d’écrire pour x > —1

(1+2)y"(x) =29/ (x) + (1 = x)y(x) = (1 +2) (f'2(x) + 21 ()2 (x) + f1 (x)2" (x)) = 2(f1 (¥)2(x) + f1 ()2 (x))
+ (1 =x)f1(x)z(x)
= (1+2)f1(0)2" (x) + 2(1 +2) £ (x) = 21 (x))7' (x) = ((1 +2)2" (x) + 2x7/(x) )} "

Par suite,
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y solution de (Eg) sur | — 1,4o0[ < Vx > —1, (1 4+x)7"(x) +2x7' (x) =0 & Va > —1, 2’ (x) + <2—

2 )62x—21n(1+x)zl(x) -0

SV > —1 er—Zln(H—x)Z//(x) +(2-
’ 1+x

2x /
S Vx> -1, <():|—1)2Z/> (x) =0 3N ER/Va> —1, 7 (x) = A(x+1)%e >,

Maintenant

1 1 1 1
/(x+1)2e*2xdx: —E(x—i—l)zefz"%—/(x—i—l)e*zxdx: —E(x—i—1)2e*2x—f(x+l)e*Z’C—i—E/efzxdx

2
1 1 1 X 3x 5 1 |
— [ _= 12_7 1) —— —2x - (= _ = 7 —2x 7_722 —2
(2(x—|-) 2(x+) 4>e +C < ) 4>e +C = 4(x—|—6x—|—5)e

On en déduit que

y solution de (E) sur] — 1,400 < IA € R/ Vx> —1, 7 (x) = A(x + 1)2e™®
e 3I(A,p) €eR?/ Vx> —1, z(x) = —%(2x2+6x+5)e_2x+,u

A
& 3(A,u) ER?/ Vx> —1, y(x) = —Z(2x2+6x+5)efx+uex.

Maintenant, A décrit R si et seulement si —% décrit R et en renommant la constante A, les solutions de
(Eg) sur | — 1, +oo[ sont les fonctions de la forme x + A (2x% + 6x +5)e ™ + ue*, (A,u) € R2,
Recherche d’une solution particuliére de (E). Au vu du second membre, on peut chercher une solu-
tion particuliere de la forme fy : x+ (ax+b)e™*, (a,b) € R,

(1+x)((ax+b)e™)" =2((ax+b)e™)' 4+ (1 —x)(ax+b)e ™ = ((1 +x)((ax+b) —2a) —2(—(ax+b) +a)
+(1=x)(ax+Db))e ™
= (2bx+ (4b—4a))e ™.

Par suite, fj est solution de (E) sur | — 1,4oo[ si et seulement si 2b = 1 et 4b — 4a = 0 ce qui équivaut a

a="b= . Une solution de (E) sur ] — 1,4oco] estx — e~

Al 4o = {x A (2% +6x+5)e* +pe + e, (A,u) e R?}.

2x

. Puisque la fonction x — ﬁ est continue sur R, les solutions de (E) sur R constituent un R-espace
affine de dimension 2.

L’équation caractéristique de 1’équation homogene est z> + 4z + 4 = 0. Puisque cette équation admet
—2 pour racine double, les solutions de 1’équation homogene associée sont les fonctions de la forme
x> Ae X+ uxe >, (A, u) € R2,

D’apres la méthode de variation de la constante, il existe une solution particuliere de (E) sur R de la
forme x +— A (x)e~>* + w(x)xe > ol A et i sont deux fonctions dérivables sur R telles que

{ Al(x)e > 4+ ' (x)xe > =0

—2x —2x _ _e_ :
—2A (x)e =+ ' (x)(—2x+1)e = = et
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0 xe 2

Les formules de CRAMER fournissent A’ (x) = — —2x _ et
() e ® e)T-H (—2x+1)e > \/xTrl
e 0
w(x) = e*14x Dp-2 672)«‘ = \/T On peut prendre A(x) = —vVx?+1 et p(x) = argsh(x) =
_

In <x+ m) puis fo(x ) (-W—Fxln <x+\/m>)e—2x

S = {x'—> <7L + px+ <—m+xln (wm)))ﬂa (A,u) € Rz}.

Correction de ’exercice 10 A

Soit f une éventuelle solution. f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = —f(—x) 4+ ¢*. On en déduit que
f" est dérivable sur R ou encore que f est deux fois dérivable sur R. En dérivant 1’égalité initiale, on obtient
pour tout réel x

f'(x)=f(—x)+e = —f(x) +e "+,

et donc f est solution sur R de I’équation différentielle y” +y = 2ch(x). Par suite, il existe (1,1) € R? tel que
Vx € R, f(x) = ch(x) + A cos(x) + usin(x).
Réciproquement, soit f une telle fonction. f est dérivable sur R et pour tout réel x,

f'(x)+ f(—x) = (sh(x) — A sin(x) + g cos(x)) + (ch(x) + A cos(x) — sin(x)) = €+ (A + p)(cos(x) — sin(x)),

et f est solution si et seulement si A +u = 0.
Les fonctions solutions sont les fonctions de la forme x — ch(x) + A (cos(x) —sin(x)), A € R.

Correction de ’exercice 11 A

Soit f une éventuelle solution. f est dérivable sur |0, +oo| et pour tout réel x > 0, f/(x) = f (%) On en déduit
que f” est dérivable sur |0, 4o ou encore que f est deux fois dérivable sur |0, 4-co[. En dérivant I’égalité initiale,
on obtient pour tout réel x

f”( )7 16x2f ( ) = 16x2f< 3%26/x> - _ﬁf(x)’

et donc f est solution sur R de Iéquation différentielle x>y’ + 2y = 0 (E). Les solutions de (E) sur |0,oo|
constituent un R-espace vectoriel de dimension 2. Cherchons une solution particuliere de (E) sur |0, +oo[ de la
forme g4 : x—x% o € R.

3 3
fa solution de (E) sur ]0, 4o0[ < Vx > 0, x*a (o — 1)x* % + Ex“ =0 a’—a+ 6= 0
1 3

Sa=-oua=".
4Ty

3/4

Les deux fonctions f; : x+ x'/* et f» : x— x*/* sont solutions de (E) sur ]0,4oo[. Le wronskien de ces

1/4 3/4
. x x S .
solutions est w(x) = | | 3,4 3 _j4 |= 1 #0etdonc (f1,/>) est un systéme fondamental de solutions de
3x 4

(E) sur ]0,4-oo[. Ainsi, si f est solution du probléme, nécessairement 3(A1,4,) € R? tel que Vx > 0, f(x) =
A,]xl/4 + 7LQ)C3/4.

Réciproquement, soit f une telle fonction.

Pour tout réel x > 0, f'(x) = %x‘3/4+ 34&)6_1/4 et f (%) = %x‘l/“ + %x‘y“. Donc
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1/4 3/4
f solution < Vx > 0, ll x4 %x‘l/“ = ﬁx_l/4 + 37%2)(3/4

2 8
Al A M e 3V g 3 s
< Vx>0, ) ) —X = Tx + Tx
A 3\ 3140 33/4),
& Vx>0, LAy 2x3/ 4= Tlx3/ pE R (apres multiplication par x)
M 3% 312 3140 2

Les fonctions solutions sont les fonctions de la forme x — A <x1/ 442 (%)3/ 4>.

Correction de I’exercice 12 A
La fonction nulle est solution. Dorénavant, f est une éventuelle solution non nulle. Il existe donc xy € R tel que
f(xo) #0.

o L'égalité f(x0)f(0) = f;)oj(?f(t) dt =0 fournit f(0) =

e Pour tout réel y, |7 f(¢) dt = f(0)f(y) = 0. Maintenant, la fonction f est continue sur R et donc la fonction
v ffyf(t) dt est de classe C! sur R. En dérivant, on obtient pour tout réel y, f(y) + f(—y) = 0 et donc f est
impaire.

e Pour tout réel y, on a alors f( )= xo f);;‘)er) f(t)

70 f;f)°+yy f(t)dt
fxoﬂf( t) dt est de classe C?

Xo—Yy

est de classe C'
sur R et il en est de mé€me de f.

f(xo

f est de classe C? sur R.

e En dérivant a y fixé ou x fixé I’égalité f(x)f(y) = f”yf( t) dt, on obtient pour tout (x,y) € R?, f'(x)f(y) =
Fx+y)—f(x=y)et f(x)f'(y) = flx+y)+ fx—y). En dérivant la premiere égalité a y fixé et la deuxieme a
x fixé, on obtient pour tout (x,y) € R?, f"(x)f(y) = f'(x+y) — f(x—y) = f( )f"(v). En particulier, pour tout

réel x, " (x) f(x0) — f(x)f"(x0) = 0 ou encore f’(x) —kf(x) =00l f = ( D),

O

f est solution d’une équation différentielle du type y” — ky = 0.

e f est donc de ’un des types suivants : x — A cos(@x) + usin(ox), (A,u1) € R? et @ > 0 ou x — ax+b,
(a,b) € R? ou x — A ch(wx) + psh(wx), (A,1) € R? et @ > 0 (suivant que k > 0, k = 0 ou k < 0). De plus, f
étant impaire, f est nécessairement de 1’un des types suivants :

x+— Asin(wx), A e R* et > 0oux— ax,a € Rxoux— Ash(wx), A € Ret ® > 0.

Réciproquement,

-siVx € R, f(x) = ax, a € R* alors f(x)f(y) = a’xy et f”y (t) dt = ((x+y)? — (x—y)?) = 2axy. Donc f
est solution si

et seulement si a = 2. On obtient la fonction solution x — 2x.

-sivx eR, f( ) Asin(@x), A € R* et @ > 0, alors f(x)f(y) = A?sin(wx) sin(@y) et

ffr);” f( ) dt (cos( (x—v)) —cos(@(x+y))) = & = sin(wx) sin(@y). Donc f est solution si et seulement si
A=2.

On obtient les fonctions solutions x —» %sin(a)x), o > 0.

-si Vx € R, f(x) = Ash(wx), A € R* et @ > 0, alors f(x)f(y) = A% sh(wx) sh(wy) et

fxﬂ f( ) dt %(ch(co(x—i—y)) —ch(o(x—y))) = %sh(a)x) sh(wy). Donc f est solution si et seulement si
A=2.

On obtient les fonctions solutions x —> % sh(wx), @ > 0.

Correction de ’exercice 13 A
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X

Existence de F(x) = [, ¢ £ dr. Soit x > 0. La fonctlon t—

141
par }2 quand ¢ tend vers +oo. Donc la fonction ¢ —

i +t2 dt est continue sur [0, +oo[ et est dominée

dt est intégrable sur [0, +oo[. On en déduit que

1+t2

F est définie sur ]0,+oo.

Dérivées de F. Soienta >0 puis @ : [a,4o[X[0,4[ — R
(x,1) e
e Pour tout réel x € [a, 40|, la fonction 7 — ®(x,7) est continue et intégrable sur [0, 4.
e La fonction ® admet sur [a,+oo[X [0, +oo[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 par rapport a sa premiere

variable x et pour tout (x,#) € [a,+oo[X [0, 40|

—tx 2 2 ,—tx
3(1) = 1k et $2(x) = G
De plus
- pour tout x € [a, +oo[, les fonctions ¢ — aaq> (x,1) ett— a ? (x,) sont continues par morceaux sur [0, 4-oa].
- pour tout 7 € [0, +oo], les fonctions x — %q) (x,1) et x — % > (x,¢) sont continues sur [0, +oo].

—ta

22 (x, t)’ < ﬁ;; =@i(t) et ‘a 22 (x, t)‘ < % = @ (t) ol les fonctions

@) et @, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, 4-oo[ car sont dominées en oo par }2

D’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametres (théoréme de LEIBN1Z), F est deux fois dérivable
sur [a,+oo| et les dérivées de F s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel

. . o 92 X oo 12
a >0, F est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et pour x > 0, F"(x) = [, ?975 f+;2 dt = [ thz dt.

- pour tout (x,7) € [a, 4o0[x [0, +oo[, | &

Vx>0, F"(x) = [y 55 dr.

Equation différentielle vérifiée par F. Pour x > 0, F"'(x) + F (x) = [,""e ™ dt = [ L=t (J)r°° = %

Vx>0, F"(x)+F(x) = 1.

Existence de G(x) = [, ;i’; dt. Soit a > 0. Montrons I’existence de [, 52 dy et [;7* <54 gy,

Soit A > a. Une intégration par parties fournit f Asinu gy —
cosA — (). D’autre part, puisque Vi >

cosA

A
__cosa | CosA cosA f cosu ,ona

a

du. Pulsque ’

cosu est intégrable sur [a —|—oo[ et

u2

COSM

limg 40 <% ‘ < 2 , la fonctlon U+

- A
en partlcuher, Jo <5

du a une limite quand A tend vers +o0. On en déduit que f p % du a une limite quand A
tend vers +oo ou encore que I’intégrale | a+°° S du converge en +o0. De méme, |, a+°° =X du converge en +oo.
Mais alors, pour x > 0,

cosx [F7 S04 gy —sinx [[F7 S gy = [ m(” Ny = [ St gt = G(x) existe.

G est définie sur |0, +oo|.

Equation différentielle vérifiée par G. Puisque la fonction u — S est continue sur |0, +oo|, la fonction

X [0S gy — [P s gy XS gy et de classe C! sur 0, +oo[. De méme, la fonction x — [7 € dy
est de classe C! sur ]0, +oof puis G est de classe C' sur ]0, +oo[. De plus, pour tout réel x > 0,

G'(x) — Sinxfx+°o 51214 du— COS);Slnx o COSXIX+DO cousu du+ cos;;smx — sinxf;m 312u du — COSXforw cousu du,

puis en redérivant

2

G"(x) = —cosx [ 804 gy 4 ““)‘Cﬁ + sinx [[77 S gy 4 O5X = _G(x) +

==

Vx>0, G"(x)+G(x) =+
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Limites de F et G en +oo. Puisque [;" S0 dy et [, €% gy sont deux intégrales convergentes, lim,_, e [~ S04 dy =
limy s oo | X+°° €2 du = 0. Puisque les fonctions sinus et cosinus sont bornées sur R. On en déduit que lim,, ;. G(x) =
0.

Pour tout réel x > 0, |F (x)| = [, 1‘%; dt < [y e dt = L et donc limy_, .. F (x) = 0.

Egalité de F et G. D’apreés ce qui précede, (F —G)"” + (F — G) = 0 et donc il existe (A, u) € R? tel que pour
tout x > 0, F(x) — G(x) = A cosx+ psinx. Si (A, 1) # (0,0), alors A cosx+ psinx = /A2 + u?cos(x — xp) ne
tend pas vers O quand x tend vers -+eo. Puisque lim,_, . F(x) — G(x) = 0, on a nécessairement A = u =0 et
donc ¥ — G = 0. On a montré que

oo o IX oo g
Vx>0, o Sy dr = [ S dr.

Remarque. On peut montrer que 1’égalité persiste quand x = O (par continuité) et on obtient f0+°° %“’ dt = 7.
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