Suites et séries de matrices

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

1

1

Correction V [005864]

n
Déterminer lim,,_, 1 o ( n > (a réel strictement positif donné).

SIQ =

Exercice 2 ***

Soit A € .#,(C), p > 1. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Sp(A) C B,(0,1) (disque unité ouvert).

2) limy 1. A" =0

(3) La série de terme général A", n € N, converge.

Correction V¥ [005865]

Exercice 3 **

Soit A = < ASLQ :3?2 ) . Convergence et somme de la série de terme général A", n € N.
Correction V [005866]

Exercice 4 **1

On munit .#,(C) d’une norme sous-multiplicative notée || ||. Soit A un élément de .#,(R) tel que [|A]| < 1.
Montrer que la série de terme général A", n € N, converge puis que Z:;"OA" =(I—-A)"L
2
En déduire que [[(1 —A) ! — (1+A)] < {4
Correction ¥ [005867]

Exercice 5 **

Soit A € .#,(C). Montrer qu’il existe po € N tel que Vp > po, ¥7_, ‘2—]; € GL,(R).
Correction ¥ [005868]

Exercice 6 **

Calculer exp(tA), t € R, si

322

LA=[ 1 01
~1 10
4 1 1

22A=| 6 4 2
10 —4 -2
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Correction V [005869]

Exercice 7 **

0 1/2 -2

SoitA= | 1/2 0 0 . Calculer In(l3 +1A) = ¥ WA” en précisant les valeurs de ¢ pour
0 0 -—1/2

lesquelles la série converge.

Correction V [005870]

Exercice 8 ** I Exponentielle d’un endomorphisme anti-symétrique de R>

1. (a) Soit @ € R3. Pour ¥ € R3, on pose fz(¥)= @ A Y. Vérifier que fz € o (R).
(b) Réciproquement, soit f € ./ (R?). Montrer qu’il existe un vecteur [} unique tel que f = f4.

2. Soit & € R3. Montrer que exp(fg) est une rotation dont on déterminera 1’axe (quand celui-ci est défini)
et I’angle.

Correction V [005871]

Exercice 9 **

. P
Pour A € .#,(C), calculer lim,,_, | o <In + %) .
Correction V [005872]

Exercice 10 **
Montrer que VA € .#,(R), exp(A) est un polyndome en A.
Correction ¥ [005873]
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Correction de ’exercice 1 A

Soit a € R. Pour n € N*, on pose A, = (

_a
n

1 ___a/n
2 2
, . . 2| Jire g )
Soit n € N*. On peut écrire A, = /1 + 75 ajn’ . " . Les sommes des carrés des deux nombres

Vit 149G
L et —4"_ est égale a 1. Donc il existe un réel 6, €] — 7z, 7] tel que cos(6,) = i —=.
V1+s « 1+ 1+

De plus, cos(6,) > 0 et sin(6,) > 0 et donc on peut prendre

I =
—

:

6, = arctan (¢) €]0,%[.

Pour n € N*, on a alors
n 2\ [ cos(6,) —sin(6,) \" _ 2\"*( cos(nB,) —sin(nb,)
An= ( I+ "2) ( sin(6,)  cos(6,) N (1 + ”2> sin(n@,) cos(n6,) /)

n/2
Maintenant, <1 + Z—i) = exp (%]n (1 + Z—z)) )T CXP (% +o (%)) = 1+o(1).

n—r+oo

D’autre part, n6, = narctan (%) nx o =a.Donc

n—r—+oo

lim, o A — 1.< cos(a) —sin(a) > _ ( c9s(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a) sin(a)  cos(a)

)= ).

Va >0, lim,_ 1 (

IR =

Correction de I’exercice 2 A

Soit A € .#,(C).

(3) = (2). On sait que si la série de terme général A", n € N, converge, alors lim,,_, ;A" = 0.

(2) = (1). Supposons lim,_, ;A" = 0. Soit A € C une valeur propre de A et X € .#,1(C) \ {0} un vecteur
propre associé. Pour tout entier naturel n, A"X = A"X. Puisque lim,_, ;A" = 0, on a encore lim,_, ;o A"X =0
puis lim,,_, ;.o A"X = 0 et donc lim,,_, . A" = 0.

Ainsi, si lim,,_, ;A" = 0 alors Sp(A) C B,(0,1).

(1) = (3). Soit A € .#,(C) telle que Sp(A) C B, (0, 1). On sait (voir exercice ?? : décomposition de DUNFORD)
qu’il existe deux matrices D et N telles que

1)A=D+N

2) D diagonalisable

3) N nilpotente

4) DN = ND.

De plus, les valeurs propres de D sont les valeurs propres de A.

On note k I’indice de nilpotence de N. Puisque les matrices D et N convergent, la formule du bindme de
NEWTON permet d’écrire pour n > k

A= (D+N)"=Y"_, (’;) DINT =¥k (’;) DN,
1l existe une matrice P € 4.%,(C) et une matrice diagonale A tel que D = PAP~!. Mais alors, V, € [0,4],

> J, (”) DN = Px <”> A % PN,
J J



Soit j € [0,k]. Vérifions tout d’abord que la série de terme général < >A” J, n > j converge. Posons A =

diag(A1,...,A,). Alors Vn > j, (n) A"J = diag <<n> klnfj, . <n> lgj>. Maintenant, si A est une valeur
J J J

propre de A (et donc de A), n Al = wl"ﬁ ~ A= o (%) car [A| < 1 et donc la
j J: n—s+oo n—s+oo N1

PO 7z 7z n —7 .
série de terme général | . |A""/, n > j, converge.

Ainsi, la série de terme général < ) A"7J converge. D’autre part, I’application M — P x M x PN/ est continue

J
sur .#,(C) en tant qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie. On en déduit que la série de terme

général P x n A"J x PN/ converge.
J

Finalement, pour chaque j € [0,k], la série de terme général P x (n) A7 x PN/ converge et donc la série de
J

terme général A" converge car est somme de j+ 1 séries convergentes.

Correction de I’exercice 3 A

2= 4/53/2?( _7—/56/EX ‘:Xz_éx_é:(x 1) (X +1). Par suite, A = PDP~! ot D = diag (3,—1),

(11 1 2 -1
P_(l 2>etd0ncP —(_1 1).

Soit n € N.

n n — . n k «n K\
YioAN =P (Xi_oD") P! = Pdiag (Zk:O (3)" Xizo (—3) )P L

‘o ‘s ‘4 . k k
Puisque 2 5 et —3 sont dans | —1,1[, les séries numériques de termes généraux respectifs (%) et (—%)
convergent. Il en est de méme de la série de terme général D¥. Maintenant, I’application M — PMP~"', converge
est continue car linéaire sur un espace de dimension finie et on en déduit que la série de terme général A

converge. De plus,

+o0 +o0
Z A" = Z PD'P! = (Z D”) (par continuité de 1’application M — PMP~ )

) B O
J3 )

()@ D)

~
o
=
o
uUQ

VRS
\] [\
YRS
R [
| |
[ rNIFN
N———

Remarque. D’aprés I’exercice suivant, la matrice obtenue est (I —A) ™!

Correction de I’exercice 4 A

Soit A € .#,(C) telle que ||A|| < 1. Pour tout entier naturel 7, on a ||A"|| < ||A||". Puisque [|A]| < 1, la série
Sri " n €N, converge. Il en est de méme de la série de terme général ||A”|| et donc
la série de terme général A", n € N, converge absolument. Puisque .#,(C) est complet en tant que C espace de
dimension finie, on en déduit que la série de terme général A", n € N, converge. De plus,




n—>+°°

n n
(I—-A) Z A" = ) lim (ZAk> = lir}rl ((I—A) ZAI‘> (par continuité de 1’application M — (I —A)M)
=0 n—y—+oo

k=0
= lim (I—A"" =1(lim A" =0carVneN, [|A"!]| < |A]").
n—p-oo n—r+oo
Ainsi, la matrice / — A est inversible a droite et donc inversible et de plus, (I —A)~! = ¥ 7% A”. On en déduit
encore
o0 oo A2
|-~ +A)] = [TinA"| < T Al = 41

Correction de ’exercice 5 A

Soit A € .#,(C). On sait que d’une part det(exp(A)) # 0 et d’autre part exp(A) = lim,_ o (Zk 0 k,) Par

continuité du déterminant, on a donc lim,,_, ;. det (Zk 0T ) det(exp(A)) # 0. Par suite, il existe py € N tel

que Vp = po, det (Zk 0 k,) # 0 et donc tel que Y} k, € GL,(R).

Correction de ’exercice 6 A

3—-X 2 2
L= 1 =X 1 [=G-X)X2-1)~(-2X-2) - (2X +2) = —(X + )(X ~ 1)(X - 3).
—1 1 —-X

Soit n € N. La division euclidienne de X" par y4 s’ écrit X" = Q,, X xa +a,X* +b,X +c, ou Q, € R[X]
et (an,by,cy) € R3. En évaluant les deux membres de cette égalité en —1, 1 et 3, on obtient
an—bp+cy,=(—1)" by=2(1—(=1)")
an+b,+c, =1 = an+cn:%(1+(_l)n)
9ay, + 3b, +c, = 3" 8ay+3(1— (1)) +4(1+(-1)")=3"
=g(3" =2+ (-1)"
by =5(1—(=1)")
cn=5(=3"+6+3(—1)")
Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors
VneN, A" = %((3” 24 (—1)MAZ+4(1 — (—1D)MA+ (=3"+6+3(—1)")L3).

=

Maintenant,
3 2 2 3 2 2 9 8 8
A= 1 0 1 1 o1 |= 2 3 2
-1 1 0 -1 1 0 -2 -2 -1
et donc, pour tout réel ¢,
+oo too yn
exp(tA) Z Z 7 § — 24 (=1)A?+4(1 = (=1))A+ (=3"+6+3(—1)")])
_ 9 8 8 _ 2 2 _ 1
) t 4(e! — et _ 3t 6e' +3e !
_ §+e 5 3 9 +(ege) 0 1 +e—|—8€+e 0
-2 =2 -1 -1 1 0 0
| 83! 8¢ — 8e! 83 — 8e!
= - 283 — et 263 + 6! 203 — et
—28 4 2e7t 263 48 — 6! 2e 4+ 8¢ +2e!
4¢3 4¢3 — 46! 4¢3 — 4¢
_ 1 eSt —et e3t +3eft eBt —e !
4

_e3l+e—t _e3l+4et_3e—l e3l+4ef+e—t

o = O

—_ o O



4e™ 4¢3 — 4¢! 43 — 4¢!
Vt € R, exp(tA) = % PR el 1 3e! PRI
—el et —pdet —3et A del et

2. 04a=| 6 4-X 2 =(@4-X)(X?>-2X)—-6(-X+2)—10(X —2) = (X —2)[-X (X —
-10 -4 -2-X
4)4+6—10] = —(X —2)(X? —4X +4) = —(X —2)°. On est dans la situation ol A a une unique valeur
propre. D’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, (A — 213)? = 0 et donc pour tout réel ¢,

exp(tA) = exp(t(A — 253) + 2t13) = exp(t(A — 213)) x exp(2t13) (car les matrices (A — 213) et 2¢t]3 commutent)

t2
= <I3 —|—[(A — 213) + E(A — 2]3)2> X 62113

1 00 2 1 1 2o 2 1 1 2 1 1
=X 01 0 |+t 6 2 2 |+ 5 6 2 2 6 2 2
00 1 —10 —4 —4 ~10 —4 —4 —10 —4 —4
1 00 2 1 1 2 [0 0 0
=X 01 0 |+t 6 2 2 |+ 5 4 2 2
0 0 1 ~10 -4 —4 4 -2 -2
(2t +1)e* te?t te?

= (202 4+6t)e* (12 +2t4+1)e* (2 +2t)e*
(=212 —10t)e*  (—t>—4t)e* (1> —4t)e*

(2t +1)e* te? te?
Vi € R, exp(tA) = (212 46t)e? (2 +2t4+1)e* (2 +2t)e*
(—22—100)e*  (—2—4r)e¥  (—1>—dr)e¥

Correction de I’exercice 7 A

X 1/2 -2
B=[12 X 0| —x ()= (- =X ) ) = () (- ).
0 0 —1/2-

Soit n € N. La division euclidienne de X" par y4 s’écrit X" = Quxa + a,X> +b,X + ¢, ou Q, € R[X] et
(an,bp,c,) € R3.

On évalue les deux membres de cette égalité en % et —% et on obtient ‘Z—" + % +cp = (%) et “" — % +c, =
(=3)"

Puis en dérivant les deux membres de I’égalité et en évaluant en —%, on obtient —a, +b, = n (—%)W1 =
—2n (—7) Maintenant,

Gobra = (3)" bi=(3)"=(=3)"
T-Fta=(=3)" e $+20a=0)"+ () ;
—an+by==2n(=3)" —an+ (3)" = (=3)" = =2n(=3)
an=(3)"+(2n—1)(=3)"
S h=0)"~(=5)"
an=3()" =27 (=3)

Done v € N, 4% = ((3)"+ (20=1) (<)) 42+ ()" = (=3)") A (1(3)" = 252 (1)) 1 avec 42 =
1

0 1/2 -2 0 12 -2 /40 1
/2 0 0 /2 0 0 = 0 1/4 —1 |.Onen déduit que pour |¢| < 2,
0 0 -—1)2 0 0 -—1/2 0 0 1/4



(£ () oo () (2 () (4))+

et donc

1
(f( )”]t/z +2+Zwt/2 +3Z t/2)>13

n=1 n=1

- (1n 1+;)—2<1_1,—1> —ln<1—;)>A2+<ln(1+;)—ln<1—;)>A

2

(1 5) 5 (1-3)) (

im(1-%) dm(3)  -m(H)-
= imG) dm(1-%) -m(E)+E |

2—
0 0 In(1-%)

|

Vi €] —2,2], In(l+1A) = (

Correction de ’exercice 8 A

1. (a) Soit @ e R3. fa est un endomorphisme de R? par bilinéarité du produit vectoriel. De plus, pour

(¥.7) €
f3( )7 (EM?) V=877 =—[6,7. 7] =—(BrY).T=—2.f5 (7).

Donc,

VX e R, fz € o (RY).



(b) Soit ¢ : R} — F(R?).
— fa
e Vérifions que ¢ € £(R3, o7 (R3)). Soient (A,42) € R2 et (&1, @2) € (R?)2. Pour tout ¥ € R?,

((p(/hﬁl —|-1282)) (7) = fllal-i-lzﬁz (7) = (/1131 —i—)Lzﬁz) A=A (31 /\7) + A (32 /\7)
=fg, () +2afg,(T) = (h9(B1) + 1e(@2)) (T)
etdonc Q(A @1+ B2) = L 0(B 1)+ A¢(>). On a montré que ¢ € L(R3, o (R3)).
e Vérifions que ¢ est injective. Soit ® € R3.
BeKer((p):ng:0:>V76R3,B/\7:6>

On applique alors ce dernier résultat a deux vecteurs non colinéaires U et V. On obtient & AW =
— —
WAV =0 etdonc ¥ € Vect (W, V) = { 0 } On a montré que @ est injective.

e Enfin, dim (24(R)) = w =3 = dim(R?) < +oco. On en déduit que @ est un isomorphisme de
R3 sur o7 (R?). En particulier,

Vfed(RY),IG R/ f= fz.

_)
2. Soit @ € R3.Si @ = 0, alors fz =0etdonc exp (fg) = Idgs.
On suppose dorénavant [} #* ﬁ On pose o = I ! I [} puis on complete la famille orthonormale (e_3>)

en une base orthonormale directe (e_f, ?2, e_3>) (en particulier e_3> N e_f = e_2>).

e Puisque 3 est colinéaire & &, fa (€)= 0. On en déduit que
exp(fg) (€3) =1d (&) + f5 (e3) + 3 5 (&5) + £ 3 (&) +... = &3,
e D’autre part, fg (el) 3/\61 = HBH e Nel = HﬁH et de méme fg €)= — HQH ef.
On en déduit que f% (ef) = — Hﬁ” ei et donc que
VneN, f (ef) = HBH el puis fz”“( )=(=1" WHZ’““ e.
Par suite,
exp (f) () Z fa (eh)
400 2n +o0 2n+1
= (;(—1)n Hgﬂ‘i ) el + (,,_0 %) 5 (somme de deux séries convergentes)
—cos([@]) 2 +sin (| B 2
De méme,
vneN, /2 (@) = (-1 8| & puis 12 (@) =—(-1 3] et
et donc

oo - B n Joo B 2n+1
exp(fg)(e3) = X_‘,Onl,fa (e3) = (Z(_l)nu(mﬂ! )?5— (Z(_l)n‘(}znll)!) e

n=0

= —sin (|| @) & +cos (|| @) .

=)

Ainsi, la matrice de exp ( f) dans la base orthonormée directe (ef, €3, €3) sin ( Hﬁ ) cos( Hﬁ H

—_ O

- «wwm>smw>

et exp(fg) est la rotation d’angle HB | autour de 3.

8



Correction de I’exercice 9 A
On munit .#,(C) d’une norme sous-multiplicative notée || ||. Soit A € .#,,(C). Soit p € N*.

. p Ck Ck
st~ (53 |- (h- )] <xtole -9

k

k — —
Maintenant,Vke[[l,p]],%—c—i:% l_px(p DX x(p—k+1) > 0. Donc,

P PXPX...Xp
—_—
k

; o\ P
HAHk:Z@OM_(H@) s elAl—glal — g,

ZP ‘L_Cll
k=0 | kI — pPF k! s too

£ 1as p Ak A P : p A
On en déduit que } ;% I+ » tend vers 0 quand p tend vers +oo et puisque Y, _, %7 tend vers exp(A)

p
quand p tend vers +-oo, il en est de méme de (1 + %) .

VA € M,(C), exp(A) = lim,; 1 (’n T %)p

Correction de ’exercice 10 A

Soit A € .#,(R). Soit k € N. Puisque x4 est de degré n, la division euclidienne de X* par y4 s’écrit

Xk =0 x xa 4—a(k)1X”_1 +. ..—l—a(lk)X+a(()k) ou O € R[C] et (a(()k), . ..,agi)l) eC".

n—

Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON montre alors que Ak = czl(f_)]A"*1 +...+ agk)A + a(()k>ln.

Ainsi, Vk € N, AF € Vect(A"!,... A, 1,) puis Vp e N, P, % € Vect(A"~! A"=2 ... A,I,). Enfin, puisque
Vect(A" 1 A"=2 ... A1) est un fermé de .#,(C) en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de
dimension finie, exp(A) = limp_, ;. Y¥_, Ak—f € Vect(A"™ 1 A2 ... AL).

On a montré que

VA € #,(C), exp(A) € C,—[A].




