Exo7

Quadriques

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **1

Nature et « éléments caractéristiques » de la quadrique (.#’) dont une équation dans un repére orthonormé donné
Z = (0,1, j,k) de ’espace de dimension 3 est :

¥+ +2—2yz—4dx+4y—1=0.

Ky 4+ +2xy—1=0.

P4y +2—2xy+2xz+3x—y+z+1=0.

X% +4y* +572 —dxy —2x+ 4y =0.

x> —4x—3y—2=0.

Tx? — 2y% + 422 + 4xy + 20xz + 16yz — 36x + 72y — 1087 +36 = 0
(=) y=2)+ -2 (z—x)+ (z—x)(x=y)+ (x—y) =0.
xy+yz=1.

xy+yz+z+2y+1=0.

e T

Correction V [005825]

Exercice 2 **

Déterminer la quadrique contenant le point A(2,3,2) et les deux paraboles (?) d’équations { izz_ozx et
=0
2"\ d’équations { .
() equations { %,
Correction V [005826]

Exercice 3 ***

Démontrer que toute équation du second degré symétrique en x, y et z est I’équation d’une surface de révolution
(une surface () est dite de révolution d’axe (Z) si et seulement si (.#) est invariante par toute rotation d’axe
(2)).

Correction V¥ [005827]

Exercice 4 ***

. . . . . . =z+2
Former 1’équation de la surface de révolution (.¥) engendrée par la rotation de la droite (2) { ;C_ Z: |
autour de la droite (A) d’équations x = y = z. Quelle surface obtient-on ?
Correction ¥ [005828]

Exercice 5 ***
Equation du cone de sommet S et de directrice (¢) dans les cas suivants :

1. $(0,0,0) et (€¢):x=t,y=1>,z=131t€R".
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yt+z=1
Py =z

Correction V [005829]

2. 8(1,—1,0) et (%) : {

Exercice 6 ***
Trouver une équation du cone de sommet S circonscrit a la surface (.#’) quand

1. 8(0,5,0) et () : x> +y*+72 =9,
2. 5(0,0,0) et (.) : x> +xy+z— 1 = 0. (Préciser la courbe de contact.)

(Définitions. Le cone (4') de sommet S circonscrit a la surface () est la réunion des tangentes a (.#) passant
par S. D’autre part, une droite est tangente a la surface (.#’) en un point M si et seulement si elle passe par M et
est contenue dans le plan tangent a (.%) en M).

Correction ¥ [005830]

Exercice 7 ***

Pour quelles valeurs de A la surface (.%) d’équation x(A —y) +y(A —z) +z(A —x) — A = 0 est-elle un cone du
second degré ? En préciser alors le sommet et une directrice.

Correction V¥ [005831]

Exercice 8 *

' (cost —sint)

Montrer que 1’arc paramétré { y = 5¢'(cosz+sint) est tracé sur un cone du second degré de sommet O.

Correction V [005832]

Exercice 9 ***

Equation cartésienne du cylindre (%) de direction % et de directrice (C) dans les cas suivants :

1. % (1,0,1) et (C) : x = acost, y = bsint, z = asinz cost (a et b tous deux non nuls).

y+z=1

2. W(0,1,1) et (C) :{ IR

Correction V [005833]

Exercice 10 **

Equation du cylindre (%) de section droite la courbe (C) d’équations { gx:ziyz 1
Correction ¥ [005834]
Exercice 11 **1

. . . . . . . =z+2 .
Equation cartésienne du cylindre de révolution (%) de rayon R et d’axe (Z) d’équations { ; B ii R Déter-
miner R pour que la droite (Oz) soit tangente au cylindre.
Correction V [005835]

Exercice 12 *

Trouver les plans tangents a 1’ellipsoide d’équation x> +2y? + 3z%> = 21 qui sont paralleles au plan d’équation
x+4y+6z=0.
Correction ¥ [005836]

Exercice 13 **



Trouver les plans tangents a la surface (-’) d’équation x — 8yz = 0 et contenant la droite (Z)

o y=1
d’équations .
d { X+4z42=0
Correction V¥ [005837]

Exercice 14 ** ]

1. Equation du cylindre de révolution (%) d’axe la droite d’équations x = y+ 1 = 37— 6 et de rayon 3.

2. Equation du c6ne de révolution (%) d’axe la droite d’équations x =y+ 1 = 3z — 6, de sommet S(0, —1,2)
et de demi-angle au sommet %.

Correction V¥ [005838]




Correction de ’exercice 1 A

1. Pour (x,y,z) € R3, on pose Q(x,y,z) = x> +y* + 7> — 2yz.

Pour tout (x,y,z) € R}, x> +y* 4+ 22— 2yz=x>+ (y—2)> =X>+2V? enposant X = x, ¥ = %(y —z)et
1 0 0
Z= % (y+z) correspondant au changement de bases orthonormées de matrice P= | 0 % %@
L
0 -7 »
Notons Z' = (0, e1,e2,e3) le repere orthonormé ainsi défini. La surface (.#’) admet pour équation dans

R X?+2Y% —4X +2v/2(Y +Z) — 1 = 0 ou encore
2
2 L) _ 3
(X —2) +2(Y+\—ﬁ) - —zﬂ(Z— ﬂ>.
La surface (.) est un paraboloide elliptique de sommet S de coordonnées (2, %, %) dans #’' et donc
(2,2,1) dans Z.

2. En posant X = %(x—i—y), Y = %(—x%—y) et Z = z, on obtient : 2X2 +Z? = 1.

=—X

La surface (.’) est un cylindre elliptique d’axe (OY) ou encore d’axe la droite d’équations { i) _0

3. Pour (x,y,z) € R?, posons Q(x,y,z) = x> +y* + 2% — 2xy + 2xz.

1 -1 1
La matrice de Q dans la base canonique (i, j,k) de R3estA=| —1 1 0
1 1
1-X -1 1
xm=| -1 1-X 0 |=01-XP+X-D+X-1)=1-X)((1-X)*-2)

1 0 1-X
=(1-X)(1+V2-X)(1+V2-X).

Q est de rang 3 et de signature (2, 1). La surface (.#’) peut &tre un hyperboloide a une ou deux nappes
ou un cone de révolution.

Ker(A — I3) = Vect(e;) ol ¢] = \%(0, 1,1).
Ker(A — (1+V2)) = Vect(ez) ot o = 3(v/2,—1,1) et Ker(A — (1 — v/2)I3) = Vect(e3) ol e3 =
%(ﬂ’ 17 _1)

o L L

V2 V2

La matrice de passage correspondante est la matrice P = % —% %

a1 1 1

N 2

Déterminons une équation réduite de la surface (.#) dans le repere (O, ey, e2,€3).



X2+(1+\@)Y2+(1—\@)Zz+\36(Y+Z)—;(\@X—Y—i—z)—i—;(\/iX—i—Y—Z)—i—l:0
X2+ (1+V2) <Y +2+ﬁY>+(l—\/§) (z —2_ﬁz>+1_o
2 2
2 V2 ) BHv2? o 3-V2 T B-v2?
eX +(1+\6)<Y+2(2+\@)) 8(IJM/E)JF(l ﬁ)(z 2(2_\@)) 8(1—\/§)+1_0

NA% V2 2_11+6\@ 11-6v2
@X2+(1+‘6)<Y“_4) +(1_‘6)<Z_1_4) T80+v2) 8(1-vD)

2 2
& X2+ (1+V2) <Y—i—1—\f> +(1-v2) (Z—l—ﬂ> _ 3

4y 414V2) <Y+l—ﬂ>2+4(\ﬁ_l) (Z—l—ﬁ>2:1.

3 3 4 3

La surface () est un hyperboloide a deux nappes de centre de coordonnées (0, -1+ 4, 1+ %) dans

le repere %'

4. Onpose X = %(x —2y),Y = % (2x+y) et Z = z. Dans le repere %’ ainsi défini, la surface (.%) admet

2
pour équation 5X2 + 572 — %(X+2Y) + %(—2X+Y) =0 ou encore 5 (X - %) +52°=1.
x=1
La surface () est un cylindre de révolution d’axe la droite d’équations { 7 V5 dans %' et de

1
%.
5. x> —4x—3y—2=0% (x—2)> =3(y+2). La surface (.#) est un cylindre parabolique de direction
(0z2).

6. Pour (x,y,z) € R3, posons Q(x,y,z) = 7x* — 2y? 447> +4xy +20xz + 16yz. La matrice de Q dans la base

rayon

7 2 10
canonique (i, j,k) de R3estA=| 2 -2 8
10 8 4
7T-X 2 10
= 2 —2-X 8 |=(7T-X)(X*>—2X—72)—2(-2X —72)+10(10X +36)
10 8 4-X

= —X34+9X%4+162X = —X(X +9)(X —18).

Donc Q est de rang 2 et de signature (1,1).

Tx+2y+10z=0 { Yoy —dg

(x,y,z) €EKer(A) & { 2x—2y+4z=0 < Sxtdy = -2z

& { x=-2 et Ker(A) = Vect(e;)
10x+8y+4z=0 y
olie; = £(—2,2,1).
16x+2y+10z=0
(x,y,z) €Ker(A+9h) << 2x+7y+82=0 <:>{
10x+8y+13z=0
Vect(es) o ey = £(1,2,-2).
Ker(A — 185) = Vect(e3) ol €3 = —ej Aey = §(2,1,2).

etKer(A+95) =

1 2
La matrice de passage du changement de bases ainsi défini est P = % 2 2 1
2



Déterminons une équation réduite de la surface (.*’) dans le repere Z' = (0, e1,e2,e3)

x2—2y? +47% + 4xy +20xz+ 16yz — 36x+ 72y — 1082 +36 =0
& —9Y2 4 1822 — 12(—2X +Y +2Z) + 24(2X +2Y + Z) — 36(X —2Y +2Z) +36 =0
& —9Y? +18Z% +36X +108Y —72Z+36 =0 —Y? +2Z* +4X +12Y —8Z+4 =0
S4(X+8)= (Y —6)>—2(Z—-2)°.
La surface () est un paraboloide hyperbolique. Son point selle est le point de cordonnées (—8,6,2)
dans le repere Z'.

7. La surface (.#) admet pour équation cartésienne : x> +y* +z> —xy —xz—zx —x+y = 0.
Pour (x,y,z) € R3, posons Q(x,y,z) = x*> 4 y* +z> — xy — xz — zx. La matrice de Q dans la base canonique

1 L _1
2 T2
(i,j,k)de R¥*estA= [ —1 1 —1 |.Sp(A)=(3,2,0). Un base orthonormée (ej,e>,e3) de
11
-2 —3 1

<o S-S
S-Sl S

Dans le repere Z' = (0, e,e2,e3), la surface (.) admet pour équation cartésienne %(X2 +Y2) -
2
1 2, v2 _ _ V2
(fx;r LY+ 5Z) 4 (—Lx+ LY + 5:Z) —Oouencore J(X?+Y2) ~ V2X =Oouenfin (X —32) "+
Y2 =2

S

X =

3 dans le repere %’
Y=0

La surface (.#’) est un cylindre de révolution d’axe la droite d’équation {

V2
et de rayon 5=.

8. EnposantX =y, Y = \%(y—i—z) (etZ= %(—y—i—z), xy+yz=0a XY =/2.
La surface () est un cylindre hyperbolique.

9. Pour (x,y,z) € R3, posons Q(x,y,z) = xy+yz + zx.
01 1

La matrice de Q dans la base canonique (i,j,k) de R¥est 1 [ 1 0 1 |.Sp(4) = (-1,—1,1)et
1 10
donc la surface () est soit un hyperboloide a une ou deux nappes, soit un cdne du second degré et
dans tous les cas une surface de révolution (puisque les deux valeurs propres négatives sont égales)
d’axe de direction Ker(A — Iz) = Vect(1, 1, 1) et passant par le point critique Q(—1,1,—1).
Quand on se place dans le repere (Q, i, j, k), la surface (.%) admet pour équation XY +YZ+ZX +2=0
(car f(—1,1,—1) =2) puis dans le repere (Q,e;,e2,€3), —%Xz — %Yz + 7?42 =0 ou encore %XZ +
172 =1
La surface () est un hyperboloide de révolution a une nappe.

Correction de I’exercice 2 A
On cherche (a,b,c,d, e, f,g,h,i, j) # (0,...,0) tel que la surface (.#) d’équation ax? 4 by? +cz2+2dxy+2eyz+

X
2fzx+2gx+2hy+2iz+ j = 0 contienne la parabole () de représentation paramétrique ¢ y=¢ ,f€R,la
Z

t
0

x=0
parabole (Z?') de représentation paramétrique ¢ y =1 ,t € R, etle point A(2,3,2).



(P)C (F) e VieR, Zl4+bt2+dt3+gt2+2ht+j:0(:>VtER, %t4+dt3+(b+g)t2+2ht+j:0
Sa=d=h=j=0etg=—b.

Donc () est contenue dans (-) si et seulement si (.#) a une équation de la forme by* + ¢z +2eyz + 2 fzx —
2bx+2iz =0 avec (b,c,e, f,i) # (0,0,0,0,0).

(P (F)eVieR, bt2+§t4+et3+it2:0<:>VteR, §t4+et3+(b—|—i)t220
Sc=e=0eti=—b.

Donc () et (&) sont contenues dans (.#) si et seulement si (.#) a une équation de la forme by? +2fzx —
2bx —2bz = 0 avec (b, f) # (0,0).

Enfin, A € (%) <9 +8f —4b—4b=0< b= —8f et f # 0. On trouve donc une et une seule quadrique a
savoir la surface () d’équation —4y2 + zx+ 8x+ 8z = 0.

Enposant X = L (x+2),Y =yetZ= %fz(x—z), on obtient

Sl

2
2 1
—4y2 +zx 4 8x+ 87 = —4Y +§(X+Z)(X—Z)+8ﬁX
1 2 1
=2 (X+8ﬁ) —4y? 4 57" — 64,

2
Dans le nouveau repére ainsi défini, une équation cartésienne de la surface (.%) est 15 (X + 8\@) — &Y+

1;—822 =1 et (.¥) est un hyperboloide a deux nappes.

Correction de I’exercice 3 A

Soit (.#) une surface du second degré d’équation f(x,y,z) = 0 ot f est symétrique en x, y et z. Soient oy, 0 et
03 les trois fonctions symétriques élémentaires en x, y et z.

Puisque f est symétrique en x, y et z, f est un polyndme en Gj, 03 et 63. f est d’autre part un polyndme de
degré 2 en x, y et z et donc

il existe (a,b,c,d) € R* avec (a,b) # (0,0) tel que f = ac? + b0, +coy +d.

Réciproquement, si f est de la forme ci-dessus, alors f est symétrique en x, y et z.
Puisque 0, = xy+yz+zx = 3((x+y+2)> — (x> +)* +2%)), () admet une une équation cartésienne de la
forme :

(a+5) (x+y+2)?>—b(>+y*+22) +clx+y+z)+d =00t (a,b) # (0,0).

Soit (Z) la droite passant par O dirigée par = _l> + ? + 7 (7 est vecteur normal 2 tout plan d’équation
x+y+z=k, k € R) et soit r une rotation quelconque d’axe (2).

Si M est un point de coordonnées (x,y,z) et M’ = r(M) a pour coordonnées (x',y’,7’) alorsx+y+z=x"+y +7
car M et M’ sont dans un plan perpendiculaire a (2) et x> +y> + 72 = ¥’> +y? + 7/ car une rotation est une
isométrie et car r(O) = O.

Finalement, pour toute rotation r d’axe (%), M € (.¥) < r(M) € (.¥) et donc la surface (.) est une surface
de révolution d’axe (2).

Correction de I’exercice 4 A

Soit A(a,b,c) un point quelconque de 1’espace E3.

Déterminons un systéme d’équation du cercle (C4) d’axe (A) d’équations x = y = z passant par A.

Ce cercle est par exemple I’intersection du plan passant par A de vecteur normal (1,1,1) et de la sphére de
centre O et de rayon OA.




x+y+z=a+b+c

4y 4 =dr b+

Déterminons alors une équation cartésienne de la surface .#. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
point M (x,y,z) soit un point de (.) est (Cpr) N (Z) # &. Donc

Un systeme d’équations de (Cy4) est {

x+y+z=a+p+y o=y+2
2,22 2 2, A2
R A ) B2

M 3 R3/ {7 = R
€ () & 3Ia,B,y) eR’/ o=y+2 < 3(a,B,y) eR?/ atr 242y lty

| B=2y+1 Ry 2 =2+ B

(a=7y+2

p=2y+1

3
@H(Q,B,Y)ER/ ,}/:%(x_i_y_‘_z_:;)

Y+ =+ +7

2 1 2
+ <4(x+y—|—z—3)>
S16(°+y? +7°) = (x+y+z+5) +4x+y+z— 1)+ (x+y+z-3)°

S 16(x* +y* +2°) =6(x+y+2)> —2(x+y+2)+38

&5 +y* +22) —6(xy+yz+2x) — (x+y+2) — 19 =0.

1 > /2
x4y 4= <4(x+y+z—3)+2> + <4(x+y+z—3)+1>

Une équation cartésienne de (.7) est 5(x> +y? + %) — 6(xy +yz+2x) — (x +y+2z) —19=0.

La matrice de la forme quadratique (x,y,z) — 5(x* +y* 4 z2) — 6(xy + yz + zx) dans la base canonique de

5 -3 -3
R? est ( —3 5 =3 |. Ses valeurs propres sont 8, valeur propre d’ordre 2 associée au plan d’équation
Z

-3 -3 5
x+y+z=0et —1 valeur propre d’ordre 1 associé a la droite d’équation. Dans le repere (O,e_1>,e_2>,e_3>) ou
ol = 5(1,-1,0), 2 = (1,1, -2) etef = (1. 1,1)

2
M e (5”)<:>8x’2+8y'2—Z’2—\/§Z’—19:0<:>8(x’—‘]/—6§> 8y2—22 =19+ 3.

La surface () est un hyperboloide a une nappe.

Correction de I’exercice 5 A

1. On note (.#) le cone de sommet S et de directrice (%).

Ax=t
Mxy,2) € (P)\ {0} &N R/ O+ AOM € (¢) & L eR*, I eR*/ { Ay=1
Az=1
t=Ax 5
* * _ 2 _ (Y 3
SILeR, FeR/{ y=Ax @x;éOety#Oetz—(—z)x
7= A% .

sx#0ety#0etz =y

Si on récupere le point O, M(x,y,z) € (.#) < (x =y =0ouxy # 0) et z = y’x.
On peut noter que la surface d’équation z = y’x est la réunion du cone, sommet O compris, et des axes
(Ox) et (Oy) qui ne font pas partie du cone (a ’exception du point O).



2. On note (.) le cone de sommet S et de directrice (%).

M(x,y,2) € (L)\{S} & MR/ SLASM e (¥) & I e R/ (1 +A(x—1),— 1+ A(y+ 1), 12) € (%)

“1+AG+ D) +Az=1
(I+Ax—1))+(=1+A2(+1))> =2z

2 2 2 2 2
e(1+———@-1) +(-1+ +1)) =
( yrerl )) ( e )> v+l

& 2x+y+z—1)2+(—z+1)? =20 +z+1)zety+z+15#0.

@EAGR*/{

En résumé, M(x,y,z) estdans (%) si et seulement si M =SouM # Set (2x+y+z—1)>+(y—z+1)* =
2(y+z+1)zety+z+1#0.

Maintenant le point S(1,—1,0) est dans le plan (P) d’équation y+z+ 1 = 0 et la courbe (%) n’a aucun
point dans ce plan. Donc la surface (.#) contient un et un seul point de ce plan.

Notons alors (") la surface d’équation (2x+y+4z—1)? 4 (y —z+1)? = 2(y +z+ 1)z et vérifions que
Iintersection de (') et de (P) est {S}. Ceci montrera que (-*') = (.%).

y+z+1=0
M e(S)N(P) &
(r,y,2) € ()N (P) {(2x+y+z—1)2+(y—z+1)2:2(y+z+1)z
y+z+1=0 y=-1
S +y+z—1=0 ¢ z=0 &M=S
y—z+2=0 x=1

Finalement (.#’) = (). Une équation de () estdonc (2x+y+z—1)>+(y—z+1)? =2(y+z+1)z
ou encore 4x? +2y? +4xy +4xz — 2yz — 4x+ 2y — 62+ 2 = 0. (.#) est donc un cdne du second degré.

Correction de I’exercice 6 A

Notons (C) le cone de sommet S circonscrit a la surface (.%).

1. Ici () est la sphere de centre O et de rayon 3 et le point S est extérieur a cette sphere. Donc

M(x,y,2) € (C) & M = SouM #Setd(0,(SM)) =3 < M= S ouM # Set ||SOASM| = 3||SM||
— —
& [|SOASM| = 3]|SM]| < [(0,5,0) A (x,y — 5,2)]| = 3]l (x,y — 5,2)]
& (522 + (5%)? =9(x? + (y—5)* +7%) & 16x* —9(y — 5)* + 162> = 0.

2. Soit My(xo,y0,z0) un point de () (c’est-a-dire tel que x% +x0y0 + 20 — 1 = 0). () est une surface du
second degré. Une équation du plan tangent a (.%’) en M, est fournie par la régle de dédoublement des
termes :

xxo+ % (yox +xoy) + 3 (z+20) — 1 =0.

Ce plan tangent contient le point S(0,0,0) si et seulement si zo = 2 ce qui montre déja que la courbe
P 4Hxy+z—1=0 P Hxy+1=0 Coest

de contact admet pour systeme d’équations { =2 =2

ou CI’ICOI'C{

une hyperbole du plan d’équation z = 2.

Le cone de sommet S circonscrit a (.#) est alors le cone de sommet S et de directrice (¢) d’équations
{ P 4xy+1=0

—n . On trouve la surface d’équation 4x? +4xy +z> = 0. C’est un cone du second degré.

Correction de I’exercice 7 A




Une équation de (.¥) est encore xy+yz+zx—Ax—Ay—Az+ A =0.

01 1
La matrice de la forme quadratique Q : (x,y,z) — xy + yz+ zx dans la base (i, j,k) est A = % 1 0 1
1 10
est les valeurs propres de cette matrice sont —%, —% et 1. Le rang de Q est 3 et sa signature est (1,2). La
surface (.#’) est a priori soit un hyperboloide, soit un cone du second degré. Donc (.#’) est un céne du second
degré si et seulement si son (unique) centre de symétrie qui est aussi ’'unique point critique de la fonction
[ (yz) = x(A—y)+y(A —z)+2z(A —x) — A appartient a (.7).
Point critique.

d

gff(x,y,z)zo y+z=21

%(X,y,z):o = Z“V‘X:A @x:y:Zz%‘
%]Z‘(x,y,Z):O X‘i‘y:ﬂ.

On note alors Q le point de coordonnées (%, %, %) .

() estuncone = Qe (F) =2 1 =0s21c{0,4).

e Si A =0, () admet pour équation xy +yz +zx = 0. Dans le repere (0,X,Y,Z) ou X = /dfracl/2(x—y),
Y= %(x—l—y—k) etZ= \%()H—y%—z), (.#) admet pour équation cartésienne —3X*— 1¥?+1Z% = 0 ou encore
Z=1

X2 iy2eZ2—3 dans

(.) est le cone de révolution de sommet O et de section droite le cercle d’équations {

X+y+z= V3

X+y?+72=3
Puisque () est un cdne de révolution de sommet O et d’axe la droite d’équations x = y = z, il est plus
interessant de fournir le demi angle au sommet 6. Le point A(1,1,1) est sur I’axe et le point M(2,2 — 1) est sur

A oo : 1
le cone. Donc O = arccos = arccos (—) = arccos (—)

(0,X,Y,Z) ou encore { dans (0, x,y,2).

OAXOM 33 V3

e SiA = 3, () admet pour équation xy+yz+zx — 3(x+y+2z)+ 3 = 0dans (O, i, j,k) ou encore XY + XZ+
YZ = 0dans (Q,1, j,k) ce qui rameéne au cas précédent.

Correction de I’exercice 8 A

Pour tout réel 7, (x(t))> + (y(t))? = 7€ ((cost —sint)? + (cost + sin?)?

) = 3e* = 3(z(t))? et le support de I’arc
considéré est contenu dans le cone de révolution d’équation z> = 2(x> +y

Correction de I’exercice 9 A

1.

x=acost+A
M(x,y,2) € (€)= 3AeR, Ime (C)/M=m+Ad < ILER, IFreR/ { y=bhsins
z=acostsint + A
A =x—acost
< dJAeR, FIreR/ ¢ y=bsint @Hte]R/{
z=acostsint +x —acost

y = bsint
zZ =acostsint +x — acost

y = bsint
z—x=acost(sint — 1)

y = bsint

< eR/ { b(z—x) =acost(y—b)

< JreR/ {
&b (z—x)> +y’a*(y—b)* =a’b*(y—b)*.

En effet,
e = /s’il existe t € R tel que y = bsint et b(z —x) = acost(y — b) alors
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b*(z—x)* +y*a*(y — b)* = b*a* cos’ t(y — b)* + b*sin’ ta®(y — b)* = a*b*(y — b)*(cos t + sin*¢)
=a*b*(y—b)>.
e < / Réciproquement, si b*(z—x)% +y*a®(y — b)* = a*b*(y — b)? alors b*(z — x)?> = a*(y— b)* (b* —y?)
et donc

ou bien y = b, ou bien b> —y? > 0. Par suite, il existe un réel ¢ tel que y = bsint = bsin(x —¢) puis

b*(z—x)? = a*(y—b)2(b* —y*) = b*(z—x)* = a®(bsint — b)*b? cos*t = b(z —x) = +acost(bsint — b)
= b(z—x) =acost(y—b)oub(z—x) =acos(m—1)(y—b)

et il existe un réel ¢’ tel que y = bsint’ et b(z —x) = acost’(y —b).

2.
x=X
y=Y+A
M(x,y,z) € (¥) =L eR, Ime (C)/M=m+AW < 3ILeR, IX,Y,Z) eR?/ { z=Z+A
Y+7Z=1
X2+y?=1
G-M+e=A)=1 _ 5 (1 N\
@HAGR,{ 2 4y /I):l Sx 4y 2(y+z 1)) =1
<:>4x2+(y )2

Correction de I’exercice 10 A
La direction du cylindre est orthogonale au plan d’équation z = x et est donc engendrée par le vecteur 7(1 ,0,—1).

x=X—-2A
y=Y
M(x,y,2) € (€)= A eR, Ime (C)/M=m+A" <IN eR, IX,Y,Z) eR}/ { z=Z+A
Z=X
2X2+Y? =1
7—A=x+A
@H’IGR/{ 2(x+ A2 +y =1

| 2
=2 <x+ 2(z—x)) +y=1e (x+2)°+2y* =2.

Correction de ’exercice 11 A
Un repere de (2) est (A, W) ot A(2,1,0) et o (1,1,1).

—

Me (%)< dM,(2)=R& AMANT P =R WP < [|(x—2,y—1,2) A (L L] = R(|(1,1,1)|?
& -—z—1)’+(x—z-2+(x—y—1)>=3R
& 3x% +3y? 4+ 37% — 2xy — 2x7 — 2y7 — 6x+ 624+ 6 — 3R*> = 0.

La droite (Oz) est tangente a (%) si et seulement si d((0z),(Z)) =R.

11



2

[(ﬁ'?jr 2 0 1
L— 5 =R’& |1 0 1| =|(-1,1,0>?=1=2RP<R=
011

(Oz) est tangente a (¢) <

Sh-

Correction de ’exercice 12 A

En un point My(xo,y0,z0) de I'ellipsoide la régle de dédoublement des termes fournit une équation du plan
tangent : xxo + 2yyo + 3zz0 = 21.

Ce plan est parallele au plan d’équation x 44y + 6z = 0 si et seulement si le vecteur (xo, 2y, 3z9) est colinéaire
au vecteur (1,4,6) ou encore si et seulement si 2xy = yp = 2.

Enfin le point (xo,2x0,2x0) est sur I’ellipsoide si et seulement si x(z) + Sx% + IZx% =21 ce qui équivaut a x% =1
Les plans cherchés sont les deux plans d’équations respectives x + 4y + 6z = 21 et x + 4y + 6z = —21.

Correction de ’exercice 13 A

Le plan tangent (Py) en (xo,y0,20) tel que xo — 8yozp = 0 admet pour équation (x+xo) — 8(zpy + yoz) = 0 ou
encore x — 829y — 8ygz + 8ypzo = 0.
Un repere de (2) est (A, W) ot A(—2,1,0) et @ (4,0,—1).

(2)C (R) & VA ER, (—244A) — 820+ 8ypA +8ypz0 =0 = VA € R, (8yo+4)A +8ypzo —8z20—2=0
1 1
S 8yo+4=0et8yyz0—820—2=0&y) = ) etzg = s
On trouve un et un seul plan tangent contenant la droite (Z), a savoir le plan tangent a (%) en (3, —5,—
d’équation 3x+4y+12z+2 =0.

Correction de ’exercice 14 A

1. Unrepere de (2) est (A, ) ot A(0,—1,2) et (3,3,1).

M(x,3,2) € (%) < d(M, (7)) = 3 & Hmmuz — o7
Sy +1,z=2)A3,3, D[P =9%x19< (y—3z+7)* +(x—3z+6)> +9(x —y—1)> = 171.

2. Un repere de (2) est (A, ) ot A(0,—1,2) et % (3,3,1). De plus, S = A.

N
M(x,y,z2) € (€)=M=AouM#A et% = Cos (g) = (W7)2 = %AM2H7||2

S4Bx+30+ 1)+ (2—2))? =190+ (y+1)* + (z-2)*)
SA40Bx+3y+z+ 1) =19+ (y+1)2+(z—2)%) =0
& 17x% + 17y? — 1522 4+ T2xy + 24xz + 24yz + 24x — 14y + 847 — 91 = 0.
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