Exo7

Espaces préhilbertiens

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 *** ] Polynomes de LEGENDRE

Soit E = R[X]. On munit E du produit scalaire P|Q = fil P(t)Q(t) dt.

1. Pourn € N, on pose L, = ((Xz—l)")(").

(a) Montrer que la famille (L, ),cn est une base orthogonale de 1’espace préhilbertien (E, | ).

(b) Déterminer ||L,|| pour n € N.

2. Déterminer I’orthonormalisée de SCHMIDT de la base canonique de E.

Correction V¥ [005772]

Exercice 2 *** ]

Soit E =R[X]. Pour (P,Q) € E2, on pose ¢(P,Q) = [, P(t)Q(t)e ™" dt. Pour n € N, on pose h, = (X"e X)W eX,

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2. (a) Pourn € N, préciser les coefficients de h,. Montrer que la famille (%, ),cn est une base de E.
(b) Montrer que la famille (4,),en est une base orthogonale de I’espace préhilbertien (E, ¢).

(c) Pour n € N, déterminer ||4,||. En déduire une base orthonormée de 1’espace préhilbertien (E, ¢).

Correction V¥ [005773]

Exercice 3 ** I Polyndmes de TCHEBYCHEV

Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E2, on pose ¢(P,Q) = il % dt. Pour n € N, on note 7, le n-eéme polyndme

de TCHEBYCHEV de premiére espéce c’est-a-dire 1’unique polyndme tel que VO € R, T,(cos 6) = cos(n8).

1. Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

2. (a) Montrer que (7;),cn est une base orthogonale de 1’espace préhilbertien (E, @).
(b) Pour n € N, déterminer ||7,]|.

Correction V¥ [005774]

Exercice 4 **1
On note E ’ensemble des suites réelles de carrés sommables c’est-dire les suites réelles (uy) e telles que

Z::O uﬁ < oo,

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.
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2. Pour (u,v) € E%, on pose @(u,v) = Y. u,v,. Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

Correction V¥ [005775]

Exercice 5 *1

Soit @ I"application qui & deux matrices carrées réelles A et B de format n associe Tr(*A x B). Montrer que ®
est un produit scalaire sur .#,(R). Est ce que ® est un produit scalaire sur .#,(C) ?
Correction ¥ [005776]

Exercice 6 ****

Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme, notée || ||, vérifiant ’identité du parallélogramme. Montrer
que cette norme est hilbertienne.

Correction ¥ [005777]

Exercice 7 **

Soit E un espace préhilbertien réel et (ey, ..., e,) une famille de n vecteurs unitaires de E (n € N*) telle que pour
tout vecteur x de E, on ait ||x||* = ¥r_, (x|ex)?. Montrer que la famille (ej, ..., e,) est une base orthonormée de
E.

Correction ¥ [005778]

Exercice 8§ ***
Soit f une fonction continue sur [0, 1], non nulle a valeurs réelles positives. Pour P et Q polyndémes donnés, on

pose ®(P,Q) = [y f()P(1)Q(t) dt.

1. Montrer que P est un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer qu’il existe une base orthonormale (B,),cn pour @ telle que, pour tout entier naturel n, deg(P,) =
n.

3. Soit (P,),en une telle base. Montrer que chaque polyndme P,, n € N*, a n racines réelles simples.

Correction V¥ [005779]

Exercice 9 *** I Matrices et déterminants de GRAM

Soit E un espace préhilbertien réel.

Pour n € N* et (x1,...,x,) dans E", on pose G(x1, ..., X,) = (xi|x;)
det(G(xi,...,x,)) (déterminant de GRAM).

I<i j<n (matrice de GRAM) puis y(x1,...,x,) =

1. Montrer que rg(G(x1,..., X)) = rg(X1, .0, Xn)-

2. Montrer que la famille (xi,...,x,) est liée si et seulement si y(xy,...,x,) = 0 et que la famille (xy,...,x,)
est libre si et seulement si y(xp,...,x,) > 0.

3. On suppose que la famille (xi,...,x,) est libre dans E. On pose F = Vect(xy,...,x,). Pour x € E, on
note pr(x) la projection orthogonale de x sur F puis d(x, F) la distance de x a F (c’est-a-dire d(x,F) =

Y(X,X[,‘..,Xn)

|x — pr(x)||*). Montrer que d(x,F) = o

Correction V [005780]




Correction de ’exercice 1 A

Soit n € N. Posons /¢, = (X2 —1)" de sorte que L, = E,(ln). L, estun polyndme de degré n car ¢, est de degré 2n.

1. (a) Soientn € N* et P € E. Une intégration par parties fournit

(Ln|P) = fian(X)P(IX) dx= [ (£) " (x)P(x) dx =
()" D @)P@)] - = [ ()" D ()P (x) d.

Maintenant, —1 et 1 sont racines d’ordre n du polyndme ¢, et donc, pour tout k € [0,n], —1 et 1
sont racines d’ordre n — k de Eﬁ,k) et en particulier racines de (¢,)* pour k € [0,n — 1]. Donc

(Ln|P) = —jgl(gn)(nfl)(x)P’(x) dx.

Plus généralement, si pour un entier k € [0,n— 1], (L,|P) = (=) [, (£,)" (x)P®) (x) dx alors

1

-1

wip =0t ([t wptw] = [ e wptw a)

_ (—1)k+1/11(€n>(n_k_l)(x)P(k+1)(x) dox.

On a montré par récurrence que pour tout entier k € [0, ], (Ly|P) = (=1)* [1,(£,)"9 (x)P®) (x) dx.
En particulier

(La|P) = (=1)" [, 6, (x)P™) (x) dx = [1, (1 = x2)"P") (x) dx/quad ().

Cette derniere égalité reste vraie pour n = 0 et on a montré que

Vn € N, VP € R[X], (Ly|P) = [, (1 —x%)" P (x) dx.

Soient alors 7 et p deux entiers naturels tels que 0 < p < n. Puisque deg(L,) = p <n,ona (L,|L,) =
0. On a montré que

La famille (Ly)o<k<n est une base orthogonale de ’espace (R[X], | ).

(b) On applique maintenant la formule () dans le cas particulier P = L,. On obtient

1 1 0
||Ln\|2:ll(l—x2)nL£")(x) dx:2><(2n)!/0 (1—22)" dxzzx(zn)z/m(l—coszt)n(—sint) di

/2
=2x(2n) !/ sin?" 11 dr = 2 x (2n)'Wa,, 1 (intégrales de WALLIS).
0

. — 2n,,12 .
On sait que Vi € N, Wa 1 = 52 Wa, | = oonlxB2pex? yy, 2 ;. On obtient alors

2n+1 2n+)x2n—1)x..x3 "1 = [2n+1)
2 22"}‘!!2 | 22”+1n!2
ILnll* = Gaiiyr X 2% (2n)! = <535

[ 2 2m
VneN, (Ll = \/ st

On en déduit que la famille < il L ) est une base orthonormale de (R[X], | ). Pour
neN

2npl=n

n €N, on pose B, = 2";'1 1 ((XQ_I)n)(”)'

2"p!




2. La famille (P,),cn est une base de orthonormée de R[X]. Chaque P,, n € N, est de degré n et donc,
Vn € N, Vect(P, ...,P,) = Vect(1,X,...,X") et de plus, pour n € N

B X" = ﬁ ((Py)|dom(B,)X") = doml(p”) (Pal Pn)

car P, € (Py,...,P_1)* = (1,X,...,. X" 1)t = (R,_;[X])*. Ceci montre que B,|X" > 0.

L’ orthonormalisée de la base canonique de R[X] est la famille des polyndmes de LENGENDRE

(/255 (0= ")

neN

Correction de I’exercice 2 A

1. * Soient P et Q deux polynomes. La fonction t — P(¢)Q(t)e™" est continue sur [0, +oo[ et est négligeable
en +oo devant }2 d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc la fonction 7 — P(¢)Q(t)e ™" est
intégrable sur [0, +oo[ et (P, Q) existe dans R.

* La symétrie, la bilinéarité et la positivité de I’application ¢ sont claires. De plus, pour P € E,

~+oo
o(P,P)=0= / P (t)e" dt =0
JO

=Vt € [0, 400, P2(t)e™" = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
= Vr € [0,+oo[, P(t) = 0= P =0 (polyndme ayant une infinité de racines).

Ainsi, la forme ¢ est définie et finalement

I’application @ est un produit scalaire sur E. I

2. (a) Soitn € N. La formule de LEIBNIZ permet d’écrire
n n |
e e = (2 (7 ) et e )@ ) o — ptg-0¥ () ixt

En particulier, Vn € N, deg(h,) = n (et dom(h,) = (—1)") et on sait que

la famille (h,),en est une base de R[X].

(b) Soient P € E et n € N*. Soit A > 0. Les deux fonctions 7 — (t"e¢~")"~1) et P sont de classe C' sur
le segment [0,A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

S POy (t)e ™" di = [ P@) (e ™)) di = [P(1) (e )= D]0 — [ P/ (1) (1me ") D) i

Maintenant, (f"e~")"~1) peut s’écrire Q(t)e™" ol Q est un polyndme et donc P(t)(t"e )"~V (r)
tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo d’apres un théoréme de croissances comparées. D’autre part, la
formule de LEIBNIZ montre que le polyndme Q a une valuation au moins égale a 1. On en déduit
que la fonction ¢ +— P(¢)(¢"e¢ ")~ 1)(¢) s’annule en 0. En faisant tendre A vers oo, on obtient

Jo T P(t)ha(t)e™" dt = — [, wP’([)(tneft)(nfl) dr.

De maniere générale, pour 0 < k < n, les remarques précédentes s appliquent a la fonction ¢ —
PO (£)(1"e~*)"=X) et par récurrence on obtient

4



Vk € [0,n], [57° P(t)ha(t)e™" dt = (—1)F [;F PK) (t)(;ne—t)(n—k) dt.

En particulier, pour k = on obtient [ P(t)h,(t)e™" dt = (—1)" [," P (t)t"e™" dt. Cette égalité
reste vraie quand n = 0 et on a montré que

VP ERX],VnEN, @(Ph,) = [ " P(t)h,(t)e™ dt = (—1)" ["° P (t)¢"e™" dt.

En particulier, si n € N* et deg(P) < n, on a P = et donc ©(P,h,) =0. Ainsi, Vn € N*, h,, €
(R,_1[X])*. Puisque Vn € N, deg(h,,) = n, on en déduit en particulier que Vn € N*, Vk € [0,n — 1],
@ (hn,hy) = 0 et on a montré que

la famille (h,),cn est une base orthogonale de 1’espace préhilbertien (R[X], @).

(c) Soit n € N. Puisque deg(h,) =n et dom(h,) = (—1)",ona Y = (—1)"n!. La question précédente
fournit alors

a2 = (1) [ B ()"e " dt = n! [ e~ dt = n'T(n+1) = n!2,

et donc ||, || = n!. Par suite,

la famille (%hn)n < €st une base orthonormale de I’espace préhilbertien (R[X], ¢).

Correction de I’exercice 3 A

. *Soit (P,Q) € E%. L application ¢ > \(/ﬁ) est continue sur | — 1, 1[. Ensuite, I’application 7 — %\/QT(;)

est bornée au voisinage de 1 car continue en 1 et donc quand ¢ tend vers 1, \(/)im PEZ%(;) \/11? =

o ( \/11?) . Puisque 1 5 < I, on en déduit que I’application 7 — %) est intégrable sur un voisinage de 1 a

gauche. De méme, quand ¢ tend vers 1, P%) =0 (ﬁ) et ’application # — %\/&(’) est intégrable sur

un voisinage de —1 a droite. Finalement, 1’application ¢ — \(/I)Q—(Z) est intégrable sur | — 1,1[ et ¢(P, Q)
existe.

* La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires. De plus, pour P € E,

Pt
(p(P,P):O:>/ ) dt=0
“1V1—1¢2
=Vre]—1,1] P(1) 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
— L = ue, ve, u
— p g

=Vt €] —1,1[,P(t) = 0= P =0 (polyndme ayant une infinité de racines).

Ainsi, ’application ¢ est définie et finalement

I’application @ est un produit scalaire sur E. I

2. (a) Soit (n,p) € N2, En posant ¢ = cos 6, on obtient

(T, Ty) = [ B gy = 2 LESEOERO) (5in0d6) = [ cos(n0) cos(p0) db.

Si de plus, n # p,

. . T
@(T,,Tp) = [§ (cos((n+p)8) +cos((n— p)8)) d = § [ Snllrenlt) 4 snlli-pi0l] o,



Ainsi, la famille (7,),cn est orthogonale. De plus, on sait que Vn € N, deg(7,,) = n et on a donc
montré que

la famille (7},),en est une base orthogonale de 1I’espace préhilbertien (E, ¢).

(b) Soitn € N. Quand p = n, la formule précédente fournit

T = 4 5T (1 +cos(2n6)) d6 = {

et donc

Correction de I’exercice 4 A

1. Montrons que E est un sous-espace de (R, +,.). La suite nulle est élément de E. Soient (u,v) € E? et
(A, ) €R%

0< (Au+uv)? =2%2 + 24 puv + p>v? < A% + Ap(u? +v?) + p>v? = (A2 + Ap)u? + (A + p? ).

Par hypothése, la série de terme général (A2 + A )u2 + (A + p?)v2 converge et on en déduit que la suite
Au—+ pv est de carré sommable. On a montré que

E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel (RN, +,.)

2. * Soient u et v deux éléments de E. Pour tout entier naturel #,

|ty < 32 +2).
Ainsi, la série de terme général u, v, est absolument convergente et donc convergente. Ceci montre que
¢(u,v) existe dans R.
* La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires. De plus, pour u € E,

Puu)=0=Y " ul=0=>VneN, u2=0=u=0.

En résumé, I’application @ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive et donc

I’application @ est un produit scalaire sur E. I

Correction de I’exercice 5 A
Soit (A,B) € (M,(R))>.

CI)(A,B) = TI'(tA X B) = Zlgi,jgn a,-./jb,-,j.



L application ® n’est autre que produit scalaire canonique de .#,(R) et en particulier est un produit scalaire.
La base canonique de .#,(R) (constituée des matrices élémentaires) est orthonormée pour ce produit scalaire.
L’application ® n’est pas un produit scalaire sur .#,(C). Par exemple, si A = iE; | # 0 alors '"AA = —E| ; puis
Tr('fAA) = -1 <0.

Correction de I’exercice 6 A
Soit N une norme sur E vérifiant V(x,y) € E2 (N(x+y))?* + (N(x—y))?> = 2((N(x))> + (N(y))?).
Il faut montrer que la norme N est associée a un produit scalaire B. Si B existe, B est nécessairement défini par

V(x,y) € E%, B(x,y) = 1 (N(x+y))* = (N(x—y))?).

Réciproquement,

« Pour tout x € E, B(x,x) = 1((N(2x))* — (N(0))?) = 1(4(N(x))?> — 0) = (N(x))2 et donc Vx € E, B(x,x) >0
puis B(x,x) =0 < x = 0. De plus, Vx € E, N(x) = y/B(x,x).

“V(x,y) € B2, B(yx) = J(N( )2 — (N —x))2) = H(N(r+3)% = (N(r— 3)?) = B(x,).

* Vérifions alors que I’application B est bilinéaire.

1) Montrons que Y(x,y,z) € E3, B(x+y,z) +B(x —y,z) = 2B(x,2).

B(x+y,2) +B(x—y,2) = - (N(x+y+2))* = (N(x+y—2))* + (N(x—y+2))* = (N(x—y—2))*)

—_— | =

= —((N(x+y+2)*+(N(x—y+2))*) = (N(x+y—2))* + (N(x—y—2))?)

SN

= OG-+ 2) +(NO)P) = 2(N = 2)) + (NG))?) (par hypothese sur V)
= 2((Vr-+2) — (Ve 2))?) = 2B(x,2).

2) Montrons que V(x,z) € E%, B(2x,z) = 2B(x,z). Tout d’abord, B(0,z) = ((N(z))> — (N(—=2))?) = 0 puis
d’apres 1)

B(2x,z) = B(x+x,z) + B(x — x,z) = 2B(x,2).

3) Montrons que Y(x,y,z) € E3, B(x,z) +B(y,z) = B(x +y,2).

X+y x—y X+y x-—Yy
B B =B Bl ——
(x,2) +B(y,2) ( >+ ,Z)Jr ( 5 5 ,z>

=2B <x2+y’z> (d’apres 1))

= B(x+y,z) (d’apres 2)).

4) Montrons que Vn € N, V(x,y) € E2, B(nx,y) = nB(x,y).
* Cestvraipourn=0etn=1.
» Soit n > 0. Supposons que V(x,y) € E2, B(nx,y) = nB(x,y) et B((n+1)x,y) = (n+1)B(x,y). Alors

B((n+2)x,y) 4+ B(nx,y) = B((n+2)x+nx,y) = B(2(n+1)x,y) =2B((n+ 1)x,y),

et donc, par hypothese de récurrence, B((n+2)x,y) = 2(n+ 1)B(x,y) —nB(x,y) = (n+2)B(x,y).
5) Montrons que Vn € Z, V(x,y) € E2, B(nx,y) = nB(x,y). Le résultat est acquis pour n > 0. Pour n € N,

B(nx,y) + B(—nx,y) = B(0,y) = 0 et donc B(—nx,y) = —B(nx,y) = —nB(x,y),

6) Montrons que Vn € N*, V(x,y) € E2, B (%x,y) = 1B(x,y).

n



B(x,y) =B (%nx,y) =nB (%x,y) et donc B (%x,y) = %B(x,y).

7) Montrons que Vr € Q, V(x,y) € E2, B(rx,y) = rB(x,y). Soient (p,q) € Z x N* puis r = g.

B(rx,y) =B (5x,y> = pB (%x,y) = %B(x,y) =rB(x,y).

8) Montrons que VA € R, V(x,y) € E2, B(Ax,y) = AB(x,y). Soit A un réel. Puisque Q est dense dans R, il
existe une
suite de rationnels (r,),cn convergente de limite A.
Maintenant, I’application N : (E,N) — (R,||) estcontinue sur E car 1-Lipschitzienne sur E. Donc
X —  N(x)

B(AX,y) = B(imy s 1, y) = iMoo B, ) = im0 1 B(x, ) = AB(x,Y).

Finalement, I’application B est une forme bilinéaire symétrique définie positive et donc un produit scalaire.
Puisque Vx € E, N(x) = /B(x,x), N est la norme associée a ce produit scalaire. On a montré que

toute norme vérifiant I’identité du parallélogramme est une norme hilbertienne. I

Correction de I’exercice 7 A
Soiti € [1,n].

1= leil> =X ,z1(eilej)* =1+ X (eile;)?

et donc Zj#i(e,-\ej)z = 0.0n en déduit que Vj # i, (e;|e;) = 0. Ainsi, pour tout couple d’indices (i, j) tel que
i # j,onae;le; =0. Par suite

la famille (e;)1<i<n est une famille orthonormale.

Il reste a vérifier que si F = Vect(ey,...,e,) alors F = E.
Soit x un vecteur de E. F est un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie. On peut donc définir le projeté
orthogonal pr(x) de x sur F. On sait que

pr(x) = XL, (xlei)ei.
On en déduit que ||pr(x)]|* = XL (x[e;)? = ||x||*>. D’apres le théoreme de PYTHAGORE,
I = pr ()2 = [|x[|2 — [| pr (x)]|> =0,

et donc x = pp(x) ce qui montre que x € F. Donc F = E et finalement

la famille (e;);<i<, est une base orthonormée de E.

Correction de I’exercice 8 A

1. L’existence, la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont immédiates. Soit P € R[X].

1
®(P,P) =0 = / FOPH) df =0
0
= Vr €[0,1], f(t)P*(tr) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle).

Maintenant, la fonction f est continue, positive sur [0, 1] et n’est pas nulle. Donc la fonction f est
strictement positive sur un intervalle ouvert non vide inclus dans le segment [0, 1]. Par suite, le polyndme
P aune infinité de racines et finalement P = 0.



L application P est un produit scalaire sur R[X].

2. L’orthonormalisée de la base canonique de R[X] répond a la question.

3. Soit n un entier naturel non nul. Le polyndme P, € (P, ...,P, 1)~ = (R,_1[X])*. Soit p le nombre de

racines réelles d’ordre impair du polyndme F,. Soient aj,..., a, ces racines (deux a deux distinctes, réelles
et d’ordre impair) dans le cas ot p > 1. Si p > 1, on pose Q = (X —ay)...(X —a,) et si p =0, on pose
0=1.
Si p < n, le polyndme Q est orthogonal a P, car de degré strictement plus petit que le de gré de P,.
D’autre part , au vu de la définition de Q, la fonction ¢ — f(¢)P,(¢)Q(t) est continue sur [0, 1], de signe
constant sur [0, 1], d(intégrale nulle sur [0, 1]. La fonction # — f(¢)P,(¢)Q(t) est donc nulle. On en déduit
que le polynéme F, est le polyndme nul ce qui n’est pas. Donc p = n ce qui signifie que le polyndme P,
a n racines réelles simples.

Correction de I’exercice 9 A

1. Soit F = Vect(x, ...,x,) et m = dimF. Soit Z = (e;)1<i<m une base orthonormée de F puis M la matrice
de la famille (x;);<j<, dans la base 8 .M est une matrice rectangulaire de format (m,n).

Soit (i,j) € [1,m] x [1,n]. Puisque la base # est orthonormée, le coefficient ligne i, colonne j de la
matrice ‘MM est

Yy mimy j = (xilx;),
et on a donc
G(xl,xz, ...,xn) ='MM.
Puisque rg(xy,...,x,) = rgM, il s’agit de vérifier que rg("MM) = rgM. Pour cela, montrons que les
matrices M et ’MM ont méme noyau.
Soit X € #,1(R). X € KerM = MX =0="MMX =0 = X € Ker('MM) et aussi

X e Ker('MM) ='MMX =0="X'"MMX =0="'(MX)MX =0= |[MX|3=0=MX =0= X € KerM.

Finalement, Ker('MM) = KerM et donc, d’apres le théoréme du rang, rg(xi,...,x,) = rgM =rg('MM) =
rg(G(x1,%x2,...,%)).

2. D’apres 1),
(X1, s Xp) libe < 1g8(x1, X2, .00y Xn) <E 1EG(X]1,X2, .., Xn) < 1S G(X],X2, .00, Xy) & G L0(R)
= }/(xl , X2, ...,xn) =0.

De plus, quand la famille (x1,x, ...,x,) libre, avec les notations de la question 1), on a m = n et la matrice
M est une matrice carrée. On peut donc écrire

Y(x1,%2,....,%,) = det('MM) = det('M) x det(M) = (detM)? > 0.



(X1, ey Xn) lide < y(x1,. .., xp)
(X1, .0y %) libre < y(x1,...,%x,)

3. 1lere solution. Soit x un vecteur de E et pp(x) son projeté orthogonal sur F. Dans la premiére colonne

de y(x,x1,...,%,), le théoreme de PYTHAGORE permet d’écrire (puisque x — pr(x) € F*)
(x}x) Ix = pr (x) + pr(x)|? Ix = pr()|> + [ pr ()17
) | [ Cpr@ e pr@) | (pr(x) )
(xhv) (v pr(x) + pr(9)l) (pr(9)l)
Ix— pr(x)|? (pr(x)|pF(x))
0 (pr(x)|x1)
- : + :
0 (PF(x)]xn)

Apres avoir remplacé aussi en premiére ligne les (x|x;) par (pr(x)|x;), on obtient par linéarité par rapport
a la premiére colonne

V(X X1,X2, ooy Xn) = V(X — pp(X),X1,X2, .oy Xn) + Y(PF(X), X1, X2, .00y Xn)
Maintenant, pr(x) est dans F et donc la famille (pr(x),x;,x2,...,x,) est liée puis d’apres la question 2)

Y(pr(x),x1,X2, ..., %,) = 0. Il reste y(x, x1,X2, ..., %,) = Y(x— pr(x),x1,%2, ...,X,) et en développant suivant
la premiere colonne, on obtient

Vx € E, Y(x,x1,...,%,) = Y(x — pr(x),X1,%2, ... Xn) = [|[x — pr (X)]|P¥(x1,%2, ..., %)

Finalement

2eéme solution. Posons pr(x) = Y | Ax; puis d = ||x — pr(x)|| de sorte que

d* = (x— pr(x))|(x = pr(x)) = (x— pr(x)) | = |x]|> = (x|pr (x)).

D’autre part, pour chaque i € [1,n], x|x; = (x — pr(x)|x7) + (pr(x)|xi) = (pr(x)|x;). Par suite, les n+ 1
réels d?, A4,..., A, sont solutions du systeme d’équations linéaires

d>+ A(xfxy) 4. A (xfx) = [x]]?
M (x1 |X1) +... +?Ln(x1 |xn) = (x]xl)

A1 (X |x1) —l— oo A () xn) = (x|x5)

Le déterminant de ce systeéme vaut y(xj,x2,...,x,) > 0 et le systéme est de CRAMER. Le déterminant
associé a d? est Y(x,x1,x2,...,x,) et les formules de CRAMER refournissent

2 YXX1Xn)
d*= V(X1 5esXn)
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