Intégrales dépendant d’un parametre

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

Pour n € N* et x €]0, 4o, on pose I,(x) = [, m

1. Calculer la dérivée de la fonction I, sur |0, +oo|.

2. En déduire la valeur de [, ﬁ dr.

Correction V¥ [005765]

Exercice 2 *** [ (trés long) Intégrale de POISSON
Pour x € R, on pose F(x) = [ _In(1 —2xcos 0 +x?) d#.

1. (a) Montrer que F est paire, définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1, 1}. Préciser une expression
de F’(x) sous forme intégrale.

(b) Calculer F'(x).
(c) Déterminer lim,_, 4o (F (x) —4minx).
(d) En déduire F(x) pour tout réel x.

2. (a) Quand x €] — 1, 1], retrouver ce résultat en écrivant d’abord In(x> — 2xcos O + 1) comme somme

d’une série (commencer par dériver la fonction de 0).
(b) Déterminer une relation entre F(x) et F (1) et en déduire F(x) pour tout réel x.

Correction V¥ [005766]

Exercice 3 ** I Un calcul de I'intégrale de GAUSS I = [, e dt

1 e,x2(1+,2)
Pour x € R, on pose F(x) = | 1412

dt et G(x) = ( Jre dt)z.

1. Montrer que F est de classe C! sur R et préciser F’.
2. Montrer que G est de classe C! sur R et préciser G'.
3. Montrer que la fonction F + G est constante sur R.
4. Déterminer lim,_, ;o F(x).

5. En déduire 1.

Correction V¥ [005767]

Exercice 4 ***

. oo _ 42 o 42
Existence et calcul de [, e~ ch(tx) dt (on admettra que [;""e™" dt = 4).
Correction ¥ [005768]
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Exercice 5 ***

Existence et calcul de [, =1 dt.

Correction V [005769]

Exercice 6 **** [ (tres long)

—xt

Montrer que pour tout réel x strictement positif, [ o dt = e il—j:; dt et en déduire [, ¢ dt (indication :

trouver une équation différentielle du second ordre vérifiée par ces deux fonctions).

Correction V¥ [005770]

Exercice 7 ** I (Produit de convolution)

1. Soient f et g deux fonctions définies sur R, continues et T-périodiques (7T réel strictement positif). Pour
x € R, on pose

frex) = Jo flx—1)g(t) dr.
Montrer que la fonction f * g est définie sur R, continue et T-périodique.

2. * est donc une loi interne sur E, I’espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R et T-
périodiques. Montrer que cette loi est commutative.

Correction V [005771]
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Correction de ’exercice 1 A

1. Soitn € N*. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A. On considere F, : [a,A] xR — R
(x,1) = m
e Pour chaque x de [a,A], la fonction ¢ — F,(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, -oo|
car F,(x,t) N L > 0avec2n > 1.
—

oo 17
e La fonction F, est admet sur [a,A] X [0, +oo[ une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x
définie par :

V(x,0) € a,A] [0, +osl, Z(x,1) =
De plus,

- pour chaque x € [a,A], la fonction 7 — ‘98? (x,1) est continue par morceaux sur [0, 4o,

-pour chaque ¢ € [0, +-oo[, la fonction x — % (x,t) est continue sur [a,A],

-pour chaque (x,1) € [a,A] X [0, +oo],

|96 (x,1)| = 2B < e = 900),

ou la fonction @ est continue par morceaux et intégrable sur [0, oo car négligeable devant z% quand ¢
tend vers oo,

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoreme de LEIBN1Z), la fonction I, est
de classe C! sur [a,A] et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour
tous réels a et A tels que 0 < a < A, on a montré que la fonction I, est de classe C! sur ]0, +oo[ et que

Vx > 0, I(x) = —2nx [, (ﬁ dt = —2nxl, 1 (x).

124x2)

Vn e N*, I (x) = —2nxl, 1 (x).

2. Pourx >0, onal(x) = [Larctan (fc)]gm = 2. Ensuite, (x) = — 5.1} (x) = % puis I3(x) = — - [5(x) =

1%3% et donc I5(1) = 32,

Correction de I’exercice 2 A

1. (a) Parité de F. Soit x un réel du domaine de définition de F. En posant t = 6 + 7, on obtient

b2 2
F(x)= [ In(x*—2xcos@+1)d6 = / In(x* +2xcost + 1) dt
- Jo
T
= [ In(x*+2xcost + 1) dt (par 27-périodicité)
-
T
= [ In((—x)*—=2(—x)cost + 1) dt = F(—x).

-7

Ainsi, pour tout réel x, F(x) existe si et seulement si F(—x) existe et de plus F(x) = F(—x).

Définition de F. Soit x € [0, +oo[. Pour tout réel 6 € [—mx, 7],

x? —2xcos0+ 1= (x—cos0)%+ (sinh)* = ’x—e’e’z > 0.



De plus,

x—eie‘ =0 e =x<x=1et0 =0. Par suite,

e six # 1, la fonction 8 > x> — 2xcos @ + 1 est continue sur le segment [0, 7] et donc intégrable sur
ce segment.

e si x =1, pour tout réel 8 € [—7, 7] on a x> —2xcos@ + 1 =2 —2cos 6 = 4sin* §. La fonction
60— 1In (4 sin’ g)

est continue sur [—7,0[U]0, 7] et quand 6 tend vers 0

In(4sin®§) =2In2+2In|sin§| ~2In|$| ~2In|6] =0 <h>

On en déduit que la fonction 6 — In (4 sin’ g) est intégrable sur [—7, ] et donc que F(1) existe.
Finalement, F' est définie sur [0, +oo[ et par parité

F est définie sur R. '

Remarque. Par parité de la fonction 6 +— In(x? — 2xcos 6 + 1), pour tout réel x, on a encore F(x) =
2 [ In(x* —2xcos 6 + 1) d6.
Continuité de F. Soit A > 1. Soit ® : [0,A]x]|0,7] — R .
(x,0) > In(x* —2xcos O+ 1)
e Pour chaque x € [0,A], la fonction 6 — ®(x, ) est continue par morceaux sur |0, 7].

e Pour chaque 6 €]0, 7], la fonction x — ®(x, 0) est continue par morceaux sur [0,A].
e Pour chaque (x,0) € R* x]0, 7], puisque x*> — 2xcos @ + 1 = (x —cos 8) + (sin 0)?,

|®(x,0)| < Max{|In(0* —0cos 6 + 1)| , |In(cos* & —2cos O cos 6 + 1)| , | In(A> — 2A cos 8 + 1)| }
=Max{2|In(|sin6|)|, |[In(A* —2Acos 6 +1)|} = ¢(6).

On a vu que la fonction f; : 6 — 2|In(|sin8])| est intégrable sur |0, ] et d’autre part, la fonction
f> + 6|In(A? —2Acos @ +1)| est intégrable sur [0,7] et donc sur ]0,7] car continue sur [0,7].
Puisque ¢ = %( fi+ f2+|fi — f2]), on en déduit que la fonction ¢ est continue par morceaux et
intégrable sur |0, 7).

D’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametres, la fonction F est continue sur [0,A]
et ceci pour tout A > 1. Par suite, la fonction F est continue sur R™ puis par parité,

la fonction F est continue sur R. '

Dérivabilité de F. Soient A €]0,1[ puis ® : [-A,A] x[0,7] — R .

(x,0) > In(x* —2xcos O+ 1)
e Pour chaque x € [—A,A], la fonction 6 — ®(x, ) est continue sur le segment [0, 7 et donc inté-
grable sur ce segment.

e La fonction ®@ admet sur [—A,A] x [0, 7] une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable x
définie par

V(x,0) € [~A,A] x [0, 7], %2 (x,0) = 252000

x2—2xcosO+1"

De plus,

- pour chaque x € [—A,A], la fonction 6 %—f(x, 0) est continue par morceaux sur [0, 7|,

- pour chaque 6 € [0, 7], la fonction x %—f(x, 0) est continue sur [—A,A],

- pour chaque (x,0) € [—A,A] x [0, 7],

2(x.0) = 2= < i = 0(0).

|x—ei®2 = JA—1?



(b)

La derniere inégalité écrite est claire géométriquement :

e? La plus courte distance d’un point du

segment [—A, A] au cercle trigonométrique
est la distance de A a 1.

De plus, la fonction constante ¢ est intégrable sur le segment [0, ]
D’apres le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction F est de classe C! sur
[—A,A] et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout A €]0, 1],

Festdeclasse C! sur]—1,1[etVx €] —1,1[, F'(x) =4 | % d.Ladémarche est analogue

sur | — oo, —1[ et sur |1, +oo[ et finalement F est de classe C' sur R\ {—1,1} et

VXGR\{_lvl}, F,(x) :4]&?& de.

x2—2xcos 0+1

Calcul de F’(x). Soit x € R\ {—1,1}. On pose t = tan (g) On a donc cos 6 = }%ﬁ etdd = 12sz[2'
On obtient

_f2

—cos 0 Fee 1+,z dt
4/ PO 2xc0s9+1 _8/ PN
X2
_8/+°° (1+t2)x—(1—t2) 5
L+12)x = 2x(1 —12) + (1 +12)) (1 +1?)

B <x+1>t2 )
=8 e e

Pour tout réel 7,
(P+ () P+ 1) = (1= i53) -+ i) (=) (e +)

De plus, £ =41 & ¥ = -1 & x=0.

F'(0) =4 [ (—cos0)d6 = 0.
e Si x # 0, les poles de la fraction rationnelle (e 1(;;;21&2;(32)1()1 vy
décomposition en éléments simples de cette fraction s’écrit

sont simples et par parité, la

(e D)2+ (x—1) o + b
(D22 +(—=1)2)(1+2) — =it t+z;+—{ U
avec
2
D) 6= D= 124 ()4 1)
- 2\~ n; _ 2 _(v—1)2
(x+1)2 (2i })( (2 1)) 2i(x+1)(x =D ((x+1)? = (x—1)?)
_ 2(x—1) _i
C2i(x2 —1)(4x)  4ix’
et



Donc

(x+ D+ (x—1) 2 1 1 +1 1
(G+ )22+ (x—D)(1+12) t—ﬁi% t4isg =it

1

2 2it L2 )4 xr—1 N
Cix t2—|—(@)2 2+1 ) x \(x+1)22+ (x—1)2

x+1

Ensuite, en notant € le signe de %
x+]

(%) 4/*“’ sl + ! dt
F'(x)=-
xJo (x+1)22+(x—1)2  2+1

~+oo
_4j el arctan<t>] —4(8—1—1)7r
x—1 1 - D)

(1)1 Xt1 i/ 1o X 2

X

Par suite, si x €] — 1, 1[, F'(x) = 0 et si x €] — oo, — 1[U]1, +oo], F'(x) = &,

Osixe]—1,1]
4 i x €] — oo, — 1[U]1, +oo]

Vi e R\ {~1,1}, F'(x) = {

(c) Soitx > 1.

241

F(x) —4mlin(x) = [ In(x* —2xcos 0 + 1) dO — [T In(x*) d6 = [T In(1—2cosO+ %) d6 =

F(3).

Par suite, lim,_, o (F (x) —47In(x)) = lim,_, 1 F (1) = lim,_,o F(y) = F(0) = 0 par continuité de

FenO.

limy., + o0 (F (x) — 47 In(x)) = 0.

(d) e F est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1[ de dérivée nulle sur | — 1, 1[. Donc la fonction F
est constante sur 'intervalle [—1, 1]. Par suite, pour tout réel x € [—1,1], F(x) = F(0) = 0.

e F est dérivable sur |1, 4o et Vx > 1, F'(x) = 47”. Donc il existe C € R tel que Vx > 1, F(x) =

4mlnx+C avec C = lim,_, ;o (F (x) —4mwInx) = 0. Donc Vx > 1, F(x) = 4xlnx.
eSix< —1,F(x)=F(—x) =4rIn(—x) =4rln|x|.

Osixe[—1,1]

T 27 =
Vx €R, [T In(x" —2xcos 6 +1) d6 {47r1n(|x|)SixG]—W,—l[U]la+°°{.

2. (a) Soit x €] — 1,1[. Pour 8 € [, 7], on pose f(8) = In(x> — 2xcos O + 1). Puisque VO € [—

x? —2xc0s @ + 1 > 0 (voir 1)), f est dérivable sur [—7, 7] et pour 6 € [, 7],

(60 = 2xsin @ 1 e e 1 N 1
x2—2xcos@+1 i\x—e® x—ei® i 1 —xe ® 1—xel®
+°° . . .
(Zx" inb Zx”e’”9> (car |xe®| = |xe | = x| < 1)
n=0

=2 Z sin(n@)x"

n=1

T, 7|,

)



Soit 6 € [—m, x]. I désigne 'intervalle [0, 8] ou [6,0] suivant que 6 soit positif ou négatif.

Pour n € N* et t € I, posons g,(t) = 2sin(nt)x". Pour tout n € N* et tout € I, on a |f,(1)]| <
|x|". Comme |x|" est le terme général d’une série numérique convergente, la série de fonctions de
terme général f;, n € N*, converge normalement et donc uniformément sur le segment /. D’apres le
théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, on peut écrire

7(6) = +/f 1) di = 21n(1 —x ZZx/smnt ) di

doo n te
:2<—Z Z (1 —cos(nB)) ) ZCOS
n=1 n=1

Vx E} -1, 1[, Vo e [—7‘[,'771:], ln(x272xcose+ 1) 722+oo cos(n

cos(nG)xn

Soit x €] — 1, 1[. Pour n € N* et 6 € [—m, 7],
intégrer terme a terme et on obtient

F(x)=—2Y= % [* cos(n) d8 = 0.

n=1 n

p < |x|". Comme précédemment, on peut

Vx €] —1,1[, /%, In(x* —2xcos 6 + 1) d@ = 0.
(b) Soit x € R*.

1 % 2 d
F(>:/ 1n(1—cos0+ )de /Un(l—2xc089+x2>—1n<x2>>d9:—4nln\x\+F<x>-
-7

X -7

Vx €R*, F (1) = —4xin|x|+ F(x).

Soit x > 1. Puisque L €]0,1[, F(x) = 4xwInx+F (1) = 4xInx. On retrouve alors les résultats du 1).

Correction de I’exercice 3 A

1. SoitA >0.Soit ® : [-A,A]x[0,1] — R
o242
(x,1) A O

e Pour chaque x de [—A, A], la fonction 7 — F(x,t) est continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable
sur ce segment.

e La fonction ® admet sur [—A,A] X [0,1] une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable x
définie par :

V(x,1) € [~A,A] x [0,1], 22 (x,1) = —2xe (1),

De plus,
- pour chaque x € [—A,A], la fonction ¢ — %‘D (x,1) est continue par morceaux sur le segment [0, 1],

- pour chaque 7 € [0, 1], la fonction x — ‘?;D (x,1) est continue par morceaux sur R,

- pour chaque (x,7) € [—A,A] x [0,1], —(x t)‘ < 2A = ¢(t), la fonction ¢ étant continue et donc
intégrable sur le

segment [0, 1].

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoréme de LEIBNIZ), la fonction F est
de classe C' sur [—A,A] et sa dérivée s obtient en dérivant sous le signe somme. Ceci étant vrai pour
tout A > 0, F est de classe C! sur R et



VxR, F'(x) = —2x [, e (1) gy

2. La fonction x — e~ est continue sur R. On en déduit que la fonction x — [y e’ * dt est de classe C'
sur R. Il en est de méme de la fonction G et pour tout réel x,

G (x) =2 ge*’z dt.

3. Soitx € R*. En posant u = xt, on obtient
F'(x)=—2x [ e (4 g = —2e Ih e O xdt = —e fge*“z du=—G'(x),

cette égalité restant vraie quand x = 0 par continuité des fonctions F’ et G’ sur R.
_ _rl_1 _
Ainsi, F'+ G =0etdonc Vx € R, F(x) + G(x) = F(0) + G(0) = [y 5z dt = §

VxR, F(x) +G(x) = 7.

4. Pour x € R,

1 —x2(1+2) _
‘ ( )‘ - € 1422 dt . f() 1+1‘2 dt

-2 =0, on a montré que
4ot

s

4 Y

et puisque limy_, 4o

limy_ 40 F(x) = 0.

5. Pour x >0, 0na f(')xe*’2 dt > 0 et donc d’apres la question 3),

(fe_tz dt:\/G(x):\/%—

g et donc que

La question 4) permet alors d’affirmer que lim,_, 1. G(x) =

fo °°€712 dt == g.

Correction de ’exercice 4 A

Soit x € R. La fonction ¢ — e~ ch(zx) est continue sur [0, +co[. Quand 7 tend vers +oo, e '’ ch(tx) 3 (e g
—tz—tx)

e 0 ( ) d’apres un théoreme de croissances comparees et donc la fonction 7 — e ch(zx) est intégrable
sur [0, +oo[. Pour x € R, on peut poser f(x) = [,"" e ch(tx) dt.
Calcul de f(x). SoitA > 0.Onpose @ : [-AA]x[0,400] — R

(x,1) — e ch(tx)

e Pour chaque x € [—A,A], la fonction ¢ — e~ ch(tx) est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo].
e La fonction ® admet sur [—A,A] x [0,+co[ une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable définie
par :

V(x,1) € [-A,A] x [0, +0o], <I>()c 1) =te" sh(tx).

De plus,
- pour chaque x € [—A,A], la fonction ¢ — %‘D( ,1) est continue par morceaux sur [0, +oo],
-pour chaque ¢ € [0, oo, la fonction x %‘b( ,1) est continue sur [—A,A],

- pour chaque (x,7) € [—A,A] x [0, 4o,

%—f(x,t)‘ — te~"|sh(tx)] < e~ sh(t]A]) = 9(1).



La fonction ¢ est continue par morceaux sur [0, 40| et intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant > quand
t tend vers oo,

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoreme de LEIBNIZ), la fonction f est de
classe C! sur [—A,A] et sa dérivée s obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel
A > 0, la fonction f est de classe C! sur R et

VxER, f'(x) = [ sh(tx) dt.

Soit x € R. On effectue maintenant une intégration par parties. Soit A > 0. Les deux fonctions ¢ — te=" et

t + sh(tx) sont de classe C! sur le segment [0,A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on
obtient

f?te—’zsh(tx)dt:[—%e" (tx)] 5 e ch(rx) di = —Le A sh(tA) + % [t e ch(rx) dr.

Quand A tend vers oo, on obtient f'(x) = [, te" sh(tx) dr = sk e ch(tx) dt = 5 (x).
Ensuite, pour tout réel x, e /4 ' (x) — se” 2/“f( ) = 0 ou encore (e /4 f)/(x) = 0. On en déduit que Vx € R,
e /A f(x) = f(0) = ™ e dt = L et donc que Vx € R, f(x) = @e"””’.

Vx € R, Jyf* e ch(rx) dr = YEe"/4,

Correction de I’exercice 5 A

Soit x € R. La fonction  — ‘—1#* est continue sur |0, 1[
Etude en 1. —tx Ix1= 1 et donc la fonction £ +— * tx se prolonge par continuité en 1. On en déduit que
—>

la fonction 7 +— * tx est mtegrable sur un voisinage de 1 a gauche.

x
Etude en 0. Wt :;0 lm > 0.

-six > —1, — ln . o(r*) et puisque x > —1, la fonction 7 — 5 tx est intégrable sur un voisinage de 0 a droite.
t—>0

-six<< —1,1a fonctlon t— _E domine la fonctlon t— — z1 — quand ¢ tend vers O par valeurs supérieures.

Puisque la fonction — - est positive et que |, 1/2 — - dt =In|In(x)| — In|In(1/2)| e +oo, la fonction ¢ —

“L - n’est pas intégrable sur un voisinage de 0. Il en est de méme de la fonction 7 — — tx

Finalement, la fonction ¢ — th est intégrable sur |0, 1] si et seulement si x > —1. Pour x > —1, on peut poser
1
fx) = Jo SHe*dr.
Calcul de f(x). Soita > —1.Onpose ® : [a,+[x]0,1[ — R
(X, t) — mtx
e Pour chaque x € [a,+oo], la fonction ¢ — %t" est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1[.

e La fonction @ admet sur [a, +o0[x]0, 1 une dérivée partielle par rapport a sa premiere variable définie par :
V(x,t) € [a,+oo[x]0, 1[ (x )=@—1)r =t —r

De plus,
2P

- pour chaque x € [a, +oof, la fonction ¢ — %7 (x,?) est continue par morceaux sur 0, 1],

-pour chaque ¢ €]0, 1], la fonction x — %‘b( Xx,t) est continue sur [a, 4-oo],

- pour chaque (x,7) € [a,+oo[x]0, 1],

22 )| = (1= = ().

La fonction ¢ est continue par morceaux sur |0, 1] et intégrable sur |0, 1] car a > —1.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (théoreme de LEIBNIZ), la fonction f est de
classe C! sur [a, +oo[ et sa dérivée s obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout réel
a > —1,1a fonction f est de classe C' sur | — 1, +oo[ et



1
1 x+2 x+1
Vx> —L f) = =D dr= |55 - 5| = -

Par suite, il existe C € R tel que Vx > —1, f ( ) In ( jﬁ) +C (). Pour déterminer la constante C, on peut

utiliser le résultat de I’exercice ?? : fo o [ = In2. On peut aussi obtenir directement la constante C sans
aucun calcul d’intégrale Pour cela, determlnons limy,—, oo f(x).

La fonction g :  — ‘=1 est continue sur le segment |0, 1, prolongeable par continuité en O et en 1 en posant
g(0)=0etg(l)=1. On en déduit que cette fonction est bornée sur I’intervalle |0, 1] (car son prolongement est
une fonction continue sur un segment).

Soit M un majorant de la fonction |g| sur |0, 1. Pour x > —1, on a

‘g( )‘ Mfo txdt x+l

Ceci montre que lim,_, 1. f(x) = 0 et en passant a la limite quand x tend vers +co dans 1’égalité (), on obtient
C = 0. On a donc montré que

Vx> —1, [y St dr =1n ().

On retrouve en particulier fol % dt =In2.

Correction de I’exercice 6 A

Existence de +°° S +m2 dt. Soitx > 0. La fonction  —  est continue sur [0, +oo[ et est dominée par tiz quand
t tend vers —i—OO. Cette fonction est donc intégrable sur [0 +oo[. Donc +°° 3 J:z dt existe pour tout réel positif x

et on pose Vx > 0, f(x) = [;~ f;z dr.
Continuité de f sur [0, + [ Soit @ : [0,400[x[0,4] — R
(x1) - e
e Pour chaque x € [0, +oo], la fonction ¢ — ®(x,) est continue par morceaux sur [0, +-oo|.
e Pour chaque 7 € [0, 4o<|, la fonction x — ®(x,7) est continue sur [0, +oo].

e Pour chaque (x,7) € [0, +oo0[x [0, +oo],

|P(x,1)| = 1+z2 dt < 1+12 = @(1).

De plus, la fonction ¢y est continue et intégrable sur [0, +oo[ car équivalente az ! quand ¢ tend vers +oo.
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, f est continue sur [0, +oo].
Dérivée seconde de f. Soita > 0. On pose P : [0,4oo[x[a,+oo[ — R
(x,1) =
En plus de ce qui précede, @ admet sur [a, +oo[ % [0, 4-o0[ des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 définies par

1267”

V(x,1) € [a,+oo[x[0, +°°[ (x 1) = 1+[2 et ax2 (xvt) = 1127

e Pour chaque x € [a, 4], les fonctions t — %‘b( 1) ett = 55 ‘I’( ,1) sont continues par morceaux sur [0, +oo.

e Pour chaque 7 € [0, 4|, les fonctions x — ?;f( 1) etx— %—( ,1) sont continues sur [a, +oo|.
e Pour chaque (x,7) € [a,+oo[x [0, +oo],

t2€7t.\' t2€7ar

—tx —ar 2
Fen)| = 5 <l = o0 et | 0] = f5F <G5 = e0),

De plus, les fonctions ¢ et ¢, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, +oo[ car négligeables devant
1 quand 7 tend vers +oo.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, f est de classe C? sur [a, +oof
et ses dérivées premieres et secondes s’obtiennent par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai pour tout
a> 0, f est de classe C? sur |0, +oof et
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Vx>0, f/(x) = [k ;2 dtet f'(x) = [, ffﬂz ds.

Equation différentielle vérifiée par f. Pour x > 0,

—tx

oo {2¢ o e o _tx e 1r
f()+f() + t1+t2d+f+ 1+12dt:f0 e’ dt:[_ X} :%‘

Vx>0, f(x)+ f"(x) = 1.

Existence de [, % dt. Six =0, 'exercice ??, 1) montre que [, 32 df est une intégrale convergente.
Si x > 0, une intégration par parties fournit pour A > 0

A sint g __cosA A _cost
0 t+x T Atx + x JO (r4x)2 dt
La fonction ¢ — (C‘“gz est continue sur [0, +oo[ et est dominée par lz quand 7 tend vers +oo. Cette fonction est

A cost

donc intégrable sur [0,+4o0[. On en déduit que la fonction A — f 5 dt a une limite réelle quand A tend

A sint

vers +oo et il en est de méme de la fonction A — [ 2 dr. Ainsi, pour chaque x € [0, +oof, [5Gt est une

t+x t+x
intégrale convergente. Pour x > 0, on peut donc poser g(x) = +°° ;‘J‘r’;

Equation différentielle vérifiée par g. Pour x > 0, on pose u = x+1¢. on obtient

+°° sint gp (e sin(u—x) _ o0 sinu : oo cosu
g(x) = o dt = [ =~ du=cosx [["7 ¥} du—sinx [ <M du.

cosu §1nu

(car toutes les intégrales considérées sont convergentes). Maintenant, les fonctions ¢ : u — ets : u—
sont continues sur ]0,+oo[ et admettent donc des primitives sur ]0,+oo[. On note C (respectlvement S) une
primitive de la fonction ¢ (respectivement s) sur |0, +oo[). Pour tout réel x > 0, [, < dy = lim,_, 1 C(t) —
C(x). On en déduit que la fonction x s [ oSt gy est de classe C' sur |0, 4o, de dérivée —c. De méme, la
fonction x — fx+°° % du est de classe C! sur ]0, 40|, de dérivée —s. Mais alors la fonction g est de classe C'
sur |0, 40| et pour tout réel x > 0,

, , T sinu sinxcosx T cosu cosxsinx
g (x) = —sinx —— du— ———— —cosx du+
x u X x u X
T cosu ) T sinu
= —Cosx du — sinx —du.
X u X u
La fonction g’ est encore de classe C' sur ]0, 4o et pour tout réel x > 0,
, i T cosu cos?x T sinu sin’ x
g (x) = sinx du+ —Ccosx —du+
X u X X u X
1
=——g(x).
50

x>0, g"(x) +g(x) = L.

Egalité de f et g sur ]0,+oo[. Pour tout réel x > 0, (f — g)”(x) + (f —g)(x) = 0. Donc il existe deux réels A et
u tels que Vx > 0, (f —g)(x) = Acosx+ usinx = Acos(x+ @) pourA /A% + u? et pour un certain @.

Maintenant, pour x > 0, |f(x)| = [;™ 3 ;2 < Jo©"e ™ dt = L et on en déduit que lim,_, oo 1 = 0.
Ensuite, |g(x) < | /" 52 du| + | f;m o du)|. Puisque les integrales JiT R gy et [, €24 dy sont des inté-

grales convergentes, on a lim,_, o, [ Sy = limy s 4o f;w €3 du = 0 et donc aussi lim, ;. g(x) = 0.
Finalement, lim,_, 1o (f(x) — g(x)) = 0 ce qui impose A = 0 et donc Vx > 0, f(x) = g(x).
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+°°e __ oo sint
Vx > 0, 1+z2 dt = [, e dt.

Continuité de g en 0 et valeur de [," 2 dt, Pour x > 0,

+eo sinu . +ecosu
g(x) = cosx —— du—sinx du
X u X u
+* sinu . +° cosu . 11 —cosu .
= Ccosx —— du —sinx du+ sinx —— du—sinxInx.
X u 1 u X u

lcﬂ est intégrable

Quand x tend vers 0, sinxInx ~ xInx et donc lim,_,gsinxInx = 0. Ensuite, la fonction u —
sur ]0, 1] car continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0. On en déduit que lim, o sinx [/ Aocosu gy —

0 x fol % du = 0. Tl reste

+°° gint
limg(x) = / S g = 2(0).
x—0 0 t

x>0

La fonction g est donc continue en 0. Puisque la fonction f est également continue en 0, on en déduit que

. e ]
ﬁm—gy(%ggﬂ@:ﬂmzé adi=2

oo L. 0 o —
= 0. Jo ), 1e+;2 dt = f0+ ?i‘i dt et en particulier, [, + Smt dt =

2

Correction de ’exercice 7 A

1. e Soit x € R. La fonction ¢ — f(x —1)g(r) est continue sur le segment [0, 7] et donc intégrable sur ce
segment. Par suite, f * g(x) existe.
e Soitx € R. fxg(x+T)=f) f(x+T —1t)g(t) dt = [y f(x—1)g(t) dr = f*g(x). Donc la fonction
f * g est T-périodique.
e Les fonction f et g sont continues sur R et 7T-périodiques. Ces fonctions sont en particulier bornées
sur R. On note M, et M, des majorants sur R des fonctions | f| et |g| respectivement.
Soit @ : Rx[0,7] — R .
(x,0) = flx—1)g(t)
- Pour chaque x € R, la fonction # — ®(x,¢) est continue par morceaux sur [0, T].
- Pour chaque ¢ € [0, 7], la fonction x — ®(x,7) est continue sur R.
- Pour chaque (x,7) € R x [0,7T], |®(x,1)| < MiM> = @(t). De plus, la fonction ¢ est continue et donc
intégrable sur le segment [0, T].
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, la fonction f * g est continue sur R.

2. Soient f et g deux éléments de E. Soit x € R. En posant # = x —¢, on obtient

ﬁﬁ)/f( D= [ pgte—i) (<= [ glu—n) ) du
= / u) du (car la fonction u — g(u—1) f(u) est T-périodique)
=g*f(x).
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