Séries entiéres

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere proposée dans chacun des cas suivants :
o0 n n
L. n=1 (lnn) Z
+o0 n_pn
2. 5,5 (n)z
+oo 2. n
3. ¥,% (In(n))*z
4
4oo (1 1 1\\" n
(f (chf +cos;)) Z

n=1

+oo C;
: Zn 1 nz"lZ

4
5
6. Yo nt) o
7

n=1 plb

. Zn =0 H_an ( )E (Ri)z

Correction V [005745]

Exercice 2
Calculer les sommes suivantes dans leur intervalle ouvert de convergence apreés avoir déterminé le rayon de
convergence de la série proposée.

D () LIS gy 2) (%) z:“’o 2 3) (+*1) Zn oznﬂ 4 () L5
5 ()L 6) (**) LI (chn)x” DD E (T, )X DI "n.*,i‘izlx"
9)(**I)zn: U 10) () T (1P ) (9 B D2 12) () (1)

13) (%) Y P aux® ot ag =a; = letVn €N,
Qpi2 = Apy1 +ap
14) (¥%) Y = 0anX" Ol a, est le nombre de couples (x,y) d’entiers naturels tels que
x+5y=n.

Correction V [005746]

Exercice 3
Développer en série entiere les fonctions suivantes :

D (" e 2) (% 0) 5 1 €R 3)(*) In(x? —5x+6)
4) (**) arctan (2224 q €]0, 7] 5) (*%) W)() 6) (*** ) (arcsinx)?
7) (*) Jo cos(t?) dt 8) (k1) [* t4+t2+1 9) (**) cosxchux.
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Correction V [005747]

Exercice 4 *1

) SN gj x £ 0 N
Pour x réel, on pose f(x) = 1" . 0 . Montrer que f est ce classe C* sur R.
six=

Correction V¥ [005748]

Exercice 5 *** ]

. k . , .
Soient P, = Y }_o % et R > 0 donné. Montrer que pour n suffisamment grand, P, n’a pas de racine dans le
disque fermé de centre 0O et de rayon R.

Correction ¥ [005749]

Exercice 6 **** Inverse d’une série entiére

Soit Z:{:""O a,7" une série entieére de rayon R > 0 et telle que ap = 1 (ou plus généralement agy # 0).

1. Montrer qu’il existe une et une seule suite (b, ),en telle que Vin € N, Y7 axbp— = & .

2. Montrer que la série entiere Z;:o b,7" a un rayon strictement positif.

Correction V [005750]

Exercice 7 ***]

/2 Lo N PP .
Pour n € N, on pose W,, = [ 12 cost dt. Rayon de convergence et somme de la série entiere associée a la suite

(Wn)n6N~
Correction V¥ [005751]

Exercice 8 ***

Calculer ¥,/ 1 cos (%) x" pour x dans | — 1, 1.

Correction V¥ [005752]

Exercice 9 *** ]

oo A" _ £ 4 oo 1 foo (=1)"
Calculer ). 7 ;-7— pour x dans ] —1,1] et en déduire les sommes ), a1 S0 -
Correction V¥ [005753]

Exercice 10 *#*%*
. (=)' wn 1 L . L .
Pour n entier naturel, on pose u, = 57 Yo z77- Convergence et somme de la série (numérique) de terme
général u,,.
Correction ¥ [005754]

Exercice 11 #**

Soit A une matrice carrée complexe de format p € N*. Rayon de convergence et somme en fonction de )4 de
A1 15 +oo n n

la série entiere Y, Tr(A")z".

Correction V [005755]

Exercice 12 ***

z —_ 2 2 z z..0 N z . z
Pour x réel, on pose F(x) = e [je" dt. En développant F en série entiere par deux méthodes différentes,
montrer que pour tout entier naturel n,

n n— n_2%n!
Yoo (1" i = (G D" Gt



Correction V [005756]

Exercice 13 **

. . api1 = —a, —2b -
On pose ag = 1 et by = 0 puis pour tout entier naturel n, et " " . Rayons et sommes de Z:—o Gy
bn+1 — 3dn +4bn =V n:
et z‘411 0 n'x
Correction ¥ [005757]
Exercice 14 *** |
1
Rayon de convergence et somme de Zn | neT x"
Correction V [005758]

Exercice 15 *** ]

Soient (ay)nen et (by)nen deux suites de réels strictement positifs telles que la suite (Z—") N ait une limite
"/ ne

réelle k. (En particulier a, = o(b,) sik=0eta, ~ by, si k= 1).0n suppose de plus que la série entiere
n—s—+oo n——+oo
associée a la suite (a,),cn a un rayon de convergence égal a 1 et que la série de terme général a,, diverge.

Z: =0 anX"

1. Montrer que lim,_,; T b

2. Applications.
(a) Equivalent simple quand x tend vers 1 de Z;:l Innx".

(b) Déterminer lim,_,;(1 —x)? Z;f:o nP~1x" ol p est un entier naturel non nul donné.

Correction V [005759]

Exercice 16

Soit (a)nen une suite a valeurs dans {—1,1}. Pour x réel on pose f(x) = ¥,/ %x".
On suppose que pour tout entier naturel p et tout réel positif x, | f(”)(x)| < 1. Déterminer f.
Correction V [005760]

Exercice 17 **** | Développement en série entiere de la fonction x — tanx

Pour x € |—%, %, on pose f(x) = tanx.
1. Montrer qu’il existe une suite de polyndomes (P, ), telle que pour tout entier naturel n, f ) =p,o fet
que les P, sont a coefficients entiers naturels. (Utiliser tan’ = 1 + tan?).

2. En utilisant la formule de TAYLOR-LAPLACE, montrer que la série de TAYLOR a I’origine de f a un
rayon de convergence R supérieur ou égal a 7.

3. On note a, les coefficients du développement précédent et g la somme de la série entiere associée a la
suite (a,)nen- Montrer que pour tout entier naturel non nul n, (n+ 1)a,41 = Y}_ara,—. En déduire
que pour toutxde | -5, 5[, f(x) =g(x) et que R=3

4. Calculer ay, ay, as,..., a

5. Vérifier que la fonction x — thx est développable en série entiere. Préciser le rayon et la valeur des
coefficients en fonction des a,,.

Correction V [005761]

Exercice 18 ***

L L, . . o 42 . , . L —x2/4 2
Développer en série entiere F (x) = [, ™" sin(tx) dt et en déduire que pour tout réel x, F (x) = ¢~ ! Yt

Correction V¥ [005762]



Exercice 19 ***
Soit I, le nombre d’involutions de [1,x]. Rayon de convergence et somme de la série entiére associée a la suite

(%)
n!/)neN+"
Correction V¥ [005763]

Exercice 20 *** [ Dénombrement de parenthésages

1. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne et a, le nombre de parenthésages possibles d’un
produit de n éléménts de E ((a; = 1 conventionnellement), a, = 1, a3 =2, a4 =5, ...). Montrer que pour
toutn > 2, a, = ):Z;i Arn—.

2. Soit f la série entiere associée a la suite (a,). On suppose momentanément le rayon R de cette série
strictement positif. Montrer que pour tout x de | — R, R, (f(x))? — f(x) +x =0.

3. Calculer Ret f.

4. En déduire a,,.

Correction V¥ [005764]
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Correction de ’exercice 1 A

1. Soit z # 0. Pour n > ¢'/F, on a |z|Inn > 1 et donc la suite ((Inn)"z") ne tend pas vers 0 quand n tend
vers +oo. Ainsi, pour tout nombre complexe non nul z, la série proposée diverge grossie¢rement.

2. Soit z # 0. Pour n > ﬁ, on a |z|/n > 1 et donc la suite ((/n)"z") ne tend pas vers 0 quand n tend vers

+o0. Pour tout nombre complexe non nul z, la série proposée diverge grossiérement.

3. D’apres la formule de STIRLING

(In(n"))> ~ lnz((g)"\/ﬁ):<(n+%)lnn—n+ln(\/27)>2 ~ n’ln’n.

n—r—+oo n—r+-o0
La série entiére proposée a méme rayon de convergence que la série entiére associée 2 la suite (n? In? n).

(n+1)21n%(n+1)

Comme lim;,_, ;o T

=1, laregle de d’ ALEMBERT permet d’affirmer que
R=1.
494 (L 1 1 _ 4 1 1 _ 1
4. n*In (3 (chﬁ—l—cosg)))n%iwn In(14+5=40(:)) nﬁlmﬁ—i_o(l)'

Donc (3 (ch%+cos%))n4 ~ !/ et

n—y—+oo
R=1
n+1
5. Pour n € N*, posons a,, = (nf’f)*,fﬂ .
ani1 (2n+2)! n!? n" (2n+2)(2n+1)n" 1 4n+2 1\ ™"
an (2n)! (n+1)12 " (n+1)"1 (n+1)?(n+ D)™ n+1 n+1
4
n——+oo ne.

An+1
An

et donc lim,,_, 4 =0. D’apres la regle de d’ ALEMBERT,

R = foo.

6. On a vu que In(n!) ~ nlnn. Donc la série entiere proposée a méme rayon de convergence que la
n——+oo

. 3N PN . Inn)¢ .
série entiere associée a la suite ((nn':> ) . Puis

((mtD)In(at D))/ (1" 1
(nlnn)¢/n!? n—s+oo NP

et donc, d’apres la régle de d ALEMBERT

sib>0,R=-+oo,sib=0,R=1etsib<0,R=0.

7. Sia=0, R = +oo. On suppose a # 0.
eSib>1, 79 ~ (%) "etdoncR=>t.

> 1+b" n—y—4-o0
oSib=1, {4 =% ctR=a.
. n
oSlO<b<1,li—b,, ~ d'etR=a.
n—r+oo

Dans tous les cas



R= ws1a>OetR +oosia=0.

Correction de I’exercice 2 A

1. Laregle de d ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon de convergence égal a 1.

1eére solution. Pour x €] — 1, 1], on pose f(x) = Y%, n(nll)x”. f est dérivable sur | — 1, 1] et pour x dans

|—1,1],

() n2n lxn1 nli——ll’l(]—x).

Puis, pour x €] — 1, 1[, f(x) = £(0) + J5 f/(t)dt = (1 —x)In(1 —x) +x.
2eme solution. Pour x €] — 1, 1],

2. Laregle de d” ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon égal a 1. Pour x €] — 1, 1[\{0}

Yo ms =3 (L0 =25, 50 2) =3 (1 — 255 %) =3 (15 + a(x+In(1 —x)))

3(t5 + 3 (x+1In(1—x))) sixe]—1,1[\{0}
0six=0 '

Vx €] = L[ B sy = {

3. Laregle de d” ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon égal a 1.
e Soit x €]0, 1].

. . - xzn 0o x2n+1
Yo =y S Ly a4 vE) a1 V)

n=0 n=
_ argth(y3)
==
e Soitx €] —1,0[
Jio x" _f(_l)n(—x)” 1 f(_l)n(ﬁ)2n+l _arctan(\/—x)
=+l = 2n+1 x5 m+1 J—=x
argth(v/x)
o six€]0,1]
Vx el - LYy =4 Lsix=0 ,
arctan(y/—x) _
o six €]—1,0[

4. Laregle de d ALEMBERT montre que la série proposée a un rayon égal & +oo. Pour x réel,

f( ) ZZJFOO 23;1111 X = 2Z 2211 0 ( 2n+1)
eSix>0,
F0) = ST s (V™" = 22 T gy (VO = 4 (eh(v/%) = sh(v) ).
e Six <O,



1 (ch(\/?c) — L sh(ﬁ)) six>0
Vx e R, ¥ 2n+1) 0six=0
3 ( sin(ﬁ)) six <0

5. Immédiatement R = 4+ et

oo 4n
Vx€R, ¥, A = J(cosx+chx).

6. chn ~ % etdoncR=1 Pourxdans]-1 1],
n— oo

Blone=3 (B BO) -2 (a5

1—xchl
x2—2xchl+1"

_ 1—xchl
i (chn) X" = ek

7. La série proposée est le produit de CAUCHY des séries entieres ):”*jox ety ’; qui sont toutes deux

de rayon 1. Donc R > 1. Mais d’autre part, pour tout entier naturel non nul 7, an Yioiz I>1etR<1.

Finalement R = 1. De plus, pour x dans | — 1, 1[, f(x) = 1= x —In(1 —x) = %

o In(1-
22 (e )2 ="

8. Laregle de d” ALEMBERT montre que le rayon de convergence est égal a +-co.

n*+4n—1 _ n+5n%+3n—1
nl(n+2) (n+2)!

Pour n entier naturel donné, puis

w452 +3n—1=n+2)(n+Dn+2n* +n—1= (n+2)(n+1)n+2(n+2)(n+1)—5n—5
=n+2)(n+1)n+2(n+2)(n+1)-5n+2)+5

Donc, pour tout réel x,

o (n4+2)(n+1)n _pn (n+2)(n+1) 5 o n n o0 n
f(x): ;:O(M)% +22 %)') =5 ::O(nj-—Zz)!x +5 rJlr:O(n-:Z)!x

Ensuite £(0) = —4 et pour x # 0,

f0= ¥ 42 E a5 Y s Y
x) = X —x"— — X —_
= (n-1) = n! = (n+1)! = (n+2)!
X x_ 1 _ X (3 2 _
et 26t 5C 1+56 l-x (" +2x"—5x+5)
X x2 x2

VXER ZJroo n*+4n— lxn:

X (43 2_ _ .
e (¥ 4+2x x25x+5) 5x six € R*
n=0 n!(n+2) '

v
—551x—0




9. Pourn € N*, 1 <a, =n(=1)" <netdonc R=1.Pour x dans | — 1, 1], f(x) = £ )262111 Y (2k)xk

Puis
oo oo / 1 / 2
L% (2K = 205 kb = (z;;oxk> =2 (1) = 2
10. R = 1. Pour x réel non nul dans ] — 1, 1[, f(x) = —1 ::1(—1)"_1# = —% et sinon f(0) = 0.

11. Laregle de d’ ALEMBERT fournit R = % Pour x dans ] 35 % [

oo Foo
Y P12 =2( Y (n+2)(n+1)(2x) 32 (n+1)(2x)" +2Z (2x)"
n=0 n=0 n=0 n=0

4

—2 +mz"” 3 +002", 2 2] =2 (2 —3_2
- ((ZO( x)> - (ZO( x)> * ,§0< x)>_ <l—2x_ 1202 (120

2(1-2x)2—6(1—2x)+8 _ 8x*+4x

=2 (1—2x) B EN

12. Pour x = 1, la suite ((—1)"*'nx?"T!) n’est pas bornée et donc R > 1. Mais la série converge si |x| < 1
et R < 1. Finalement R = 1.
Pour x dans | — 1, 1],

JrZm(_l)rz+1anrz+1 :% (*‘x’( 1)n+1(2n+2) 2+l o Z n+1x2n+l>
n=0 n=0 n=0
Ly i) g 1 -\ 2
_ _ 1" n ) . n|_ 1
> n:O( ) x + xngb( x%) 5 (1+x2> S
x(1+x%) —x° x X

1+ x%)2 + 1+x2 14+x2)2

)n+l 211+1:L

13. 1ére solution. Les racines de ’équation caractéristique z> —z — 1 = 0 sont & = 1%5 et = I_Tﬁ On

sait qu’il existe deux nombres réels A et U tels que pour tout entier naturel n,

Les égalités n = 0 et n = 1 fournissent

A+u=1 A+u=1 A=3 1+\% l:%lzﬁ
1+v5 1-V35 At A—u=-L = 1 1 = 51 1-v5
n+1 n+1
Finalement, pour tout entier naturel n, a, = \i@ (HT\@) — % 1%@) _
14+V/5

. . . . . n+1 1-v5 n+1
Les séries entieres respectivement associées aux suites (T) et (%) ont pour

rayons respectifs ’ - f /2‘ = ‘[ L et ‘ ‘ = ‘[H . Ces rayons étant distincts, la série propo-

sée a pour rayon

)



14.

R = Mln{‘[ ! ‘[H} \/‘?’2_1.

Pourxdans}— 5 >T[’ ona

B 1 o B\ a-p 1
,;O“nf’—fi‘“ fnz(ﬁx) f(l—ax 1—ﬁx>_ /5 o — (ot Bt
1
T lox—ax2

2eme solution. Supposons a priori le rayon R de la série proposée strictement positif. Pour x dans
]—R,R[,ona

oo oo oo
f)=1+x+Y an’=1+x+ z:cl,,Jrz)c"+2 =1+x+ Y (an +a,)x"?

n=2 n=0 n=0
~+o0
=14+x+x Z ap1 X 42 Z anx" (les deux séries ont méme rayon)
n=0 n=0

= 1 +x+x(f(x) = 1) +x2F(x).

Donc, nécessairement Vx €] — R, R[, f(x) = %

—X—X
Réciproquement, la fraction rationnelle ci-dessus n’admet pas O pour pole et est donc développable en
série entiere. Le rayon de convergence de la série obtenue est le minimum des modules des poles de f

a savoir R = \f L. Notons ¥,/ b,x" ce développement. Pour tout x de ] — R, R[, on a (X775 bux") (1 —
x—x2) =1cet donc Y% bn x” Yo ™ — Y b2 =1 ce qui s’écrit encore Y7 bux —
Y buo1xy — Y25 by—px" = 1. Finalement

Vx €] — R,R[, bo+ (b1 — bo)x+ X1 (bn— by — by _2)x" = 1.

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, on a alors b = by =1 et Vn > 2
b, = b,_1 4+ bn —2. On en déduit alors par récurrence que Vr € N, b, = a,,.

Remarque. En généralisant le travail précédent, on peut montrer que les suites associées aux dévelop-
pements en série entiere des fractions rationnelles sont justement les suites vérifiant des relations de
récurrence linéaire.

Pour tout entier naturel n, 1 <a, <n-+1.DoncR=1.

On remarque que pour tout entier naturel n, a, =}, , 5,_,, 1. La série entiere proposée est donc le produit
de CAUCHY des séries ¥, 7 x* et ¥;7% . Pour x dans ] — 1, 1[, on a donc

£ = (B5) (T552) = 5 % -

Remarque. De combien de facons peut -on payer 100 euros avec des pieces de 1, 2, 5, 10, 20 et 50
centimes d’euros, des pieces de 1 et 2 euros et des billets de 10 et 20 euros ? Soit N le nombre de
solutions. N est le nombre de solutions en nombres entiers a,b,... de I’équation

a—+2b+5c¢+10d +20e + 50 f 4+ 100g + 2004 + 500k + 1000i +2000j = 10000

et est donc le coefficient de x'%°% du développement en série entiere de

1
(I,X)(I,XZ)(1,xs)(1,XIO)(1,x20)(1,x50)(1,x100)(1,XZOO)(I,XSOO)(I,XIOOO)(I,/@()OO) ’

La remarque est néanmoins anecdotique et il semble bien préférable de dénombrer & la main le nombre
de solutions. Les exercices 19 et 20 de cette planche font bien mieux comprendre a quel point les séries
entieres sont un outil intéressant pour les dénombrements.



Correction de I’exercice 3 A
Dans chaque question, on note f la fonction considérée
pole. Le rayon du développement est le minimum des modules des poles de f a savoir 1. Pour x dans
+oo x" +oo 1
o (1= 7).

1 vyt __l
"_nox n=021 —

1. f est développable en série entiere a I’origine en tant que fraction rationelle n’admettant pas 0 pour

11
ST 2% 12
f est développable en série entiere a 1’origine en tant que fraction rationelle n’admettant pas O pour

=

]_]71[’
11
1 —2

f(x) ==
ler cas. Si |¢| < 1, soit & = arccosz. On a donc 0 €]0, ] et r = cos(0). Pour tout réel x, on a
= x—eie)(x—e_ie),

pole.
x? —2tx+1=x>—2xcos(0) + 1 = (
avec e/® #£ ¢719 Les poles sont de modules 1 et le rayon du développement est donc égal a 1. Pour x
0 >

—i0
+ -
1 —xe'®

1 e
1 —xe—i0

i 1)6

sin(n+1)0) ,

Joo
- Z sin 6

n=0

1 ) ~ 2isin(0)

dans | —1,1]
1 1
x—e® x—e 0

_ 619

1
C2i sin(@)
0 0 i0 X 0
l in n —1 m n
21 sin( Z ¢ r;)e

2xcos(0)+1
e SN EL8) yn 6y @ = arccost

x2— 2xt+ 1=

Vie]—1,1[,Vxg]—1,1],
2eéme cas. Si 7 > 1, on peut poser = ch(6) ou 6 est un certain réel positif ou nul. Plus précisément

—+/t2—1. Le rayon du

6 = argchr = In(¢ + V1> — 1) €]0, +oo[. Pour tout réel x, on a
¥ =2x+1=x*>—2xch(8)+1=(x—e%)(x—e9),
+vVrr—1

1 —
= &n=0
_2’2[a

1) _(ﬁ),:

avec % # ¢79. Le minimum des modules des poles de f est e
développement est donc R =t — /12> — 1. Pour x €] — R, R],
1 1 1 1 1 e'? N e?
—2xch(8)+1 ZSh(G) x—e? x—e ) 2sh(B)\ 1—xe® 1—xeb
iy & sh((n+1)0)
en@ n__ efnexn — P
sy (Bt Eeew) - E R
3eéme cas. Si ¢t < —1, on applique ce qui précede a —t et —x.
e (n+1)x

(=) (n+1)x"

~ Ll

oo+l (I—x
(x—2)(x—3) et donc si x < 2, x> —5x+6 > 0. Pour x €]
-3):

4eme cas. Sit =1, pourx €] —1,1]
1
Sit = —1, en remplagant x par —x, on obtient pour x €]
In(6) +1In(1—3%) +1In(1

Pour tout réel x, x> —5x+6
In(x?> — 5x+6) =In(2 —x) +1In(3 — x)
,2[, 5 et 5 sontdans | —1, 1]
n(6) =L (7 + 3

et puisque pour x dans | —
In(x?> - 5x+6) =

10



et en particulier la fonction f est développable en série entiere et le rayon du développement est 2
clairement.

. Si cosa = 0, la fonction f est définie et dérivable sur 2 = R et si cosa # 0, f est définie et dérivable
sur@z]—oo L [ } —|—oo[Pourx€9,

7 cosa

cosa’

/ o 1 1 _ sina
f (x) = sina X (1—xcosa)? X 1+( xsina )2  x2—2xcosa+1"
1—xcosa

D’apres 2), la fonction f” est dans tous les cas développable en série entiére, le rayon du développement
est 1 et pour x dans | — 1,1]

oo sin((n+1)a
f’(x): ::09 ((_ ))xn'

sima

On sait alors que la fonction f est développable en série entiere, que le développement a méme rayon
de convergence et s’obtient en intégrant terme a terme. Donc pour x dans | — 1, 1],

F&) = F0) + [ /() di = ¥, St l)a) ynset

. La fonction f est développable en série enticre en tant que fraction rationnelle n’admettant pas 0 pour
pole. Le rayon est le minimum des modules des poles de f a savoir 1.

WZ“

o
<
(€]
(@]

Rt

|

—
—

SN—

hi
a
Il

(— l)l’_kﬁCI’;. Par suite, pour x dans | — 1, 1]

k=1 pt’ i k=1 n—0
-1 & k+1C§
SSE (£ )
=0 \ =

. La fonction f est deux fois dérivable sur | — 1, 1] et pour x dans | — 1,1[, f'(x) =2 \/11_7 arcsinx puis

f(x) = 2x( e aresinx + =5 = 25 f'(x) + _xz
Donc, pour x dans | — 1, 1],
(=) f"(x) —xf'(x)=2 (1) etf(0)=f(0)=0 (2
On admettra que ces égalités déterminent la fonction f de maniére unique.

Soit Z+ “oanx" une série enti¢re de rayon R supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R([, on
pose g(x) = ¥, anx".

+o0
g est solution de (1) sur ] —R,R[ < Vx €] —R,R[, (1 —x?) Znn—la,,x —xZnanx =
n=2

< Vx €| —R,R| Z n(n— l)a,lx’“2 — Z n(n—1)a,x" + Z na,x" =2
n= n= n=0

oo oo
< Vx €| —R,R|, Z n(n—1)ax""% - Z nax" =2

foo +oo
& Vx €] —R,R], Z (n+2)(n+1)ap2x" — Z nax" =2

n=0 n=0

o0
& Vxe|-RR[, Y ((n+2)(n+ an —nta,)x" =2

n=0

n2
Sap=1letVne N, = icité d fficients d’un DI
a,=1letVn An+2 I l)an (par unicité des coefficients d’un
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En résumé, la fonction g est solution de (1) et (2) sur | — R, R si et seulement si ap =a; =0etay =1
2 .
etVn e N*, ap+2 = man (3) puis

(2n—2)x...x4x2)*
(2) n—1).. xdx3"
22"71((1’1 )

(2n)!

En résumé, sous I’hypothese R > 0, la fonction g est solution de (1) et (2) sur | — R, R| si et seulement si
Vx €] —R,R[, g(x) = L= 5152,

n=1 n2cn

3)eVneN, ayy1 =0etag=0,ay=1etVn>2, ay, =

Sag=0etVneN, ay, 1 =0etVn e N*| ay, =

Réciproquement, calculons le rayon de la série entiere précédente. Pour x réel non nul,

22il+1 (n ! )2x2n+2
(2n+2)!

(2n)! 4x*n? 2

X T (= %2 | = 2at2) (2T o™

D’apres la régle de d” ALEMBERT, la série proposée converge absolument pour |x| < 1 et diverge gros-
sierement pour |x| > 1. Le rayon de la série proposée est donc 1 > 0 ce qui valide les calculs précédents.

Par unicité de la solution de (1) et (2) sur | — 1, 1], f est développable en série entiere et

2 yteo 2271 0y
Vxe]—1,1], arcsin“x =Y % e X

. Pour tout réel x, cos(x?) = Y75 (—1)" (x (le rayon est infini). On sait alors que la fonction f est
développable en série entiere, que le rayon du développement est encore infini et que 1’on peut intégrer
terme & terme pour obtenir (en tenant compte de f(0) = 0)

x4n+ 1

VxeR, J§ =L, 51" mitea-

. Les zéros du polyndme #* 4% 4 1 sont j, j>, —j et — j>. Donc la fonction ¢ ﬁ est développable
en série entiere en tant que fraction rationnelle n’admettant pas zéro pour pdle et que le rayon de la série
obtenue est 1. Puis pour 7 dans | — 1, 1],

1 1= _ 2\ vyt 6n _ vt L6 +oo 6n4+2 _ 2,46 (8 (12 14

La fonction ¢ — est continue sur | — oo, 0] et négligeable devant 7 quand 7 tend vers —oo. La

1
241

fonction ¢ > > est donc intégrable sur | — oo, 0].

1
+124+1
Par intégration terme a terme licite, on obtient pour x dans | — 1, 1],

o 0 1 x 1 Joo t6n+l t6n+3
f(x) _ffoo t4+t2+1 dt—l—fo f4+[2+1 dt f °°l4+t2+1 dt+ n=0 (6n+1 _6;1+3 .

Calcul de I = f w 7z di- Par parité et réalite,

+t2+1

%ZL_’_ a__ _a _ _a
A N B t+j %

_ 1 _ 1 _ 2+52 _ 1= /
eC 4 = 353) < 20e)) T @R T 6 s

1—j 1= 1-j 1=/ 1/ 3t+3 —3t+3
S+ = 5 +
t—j t—j t+j 142 T\ 241+l 241

2t+1 n 1 2t —1 + 1
2241t4+1 24t+1 £2—t+1 2—t+1

1
241

= =

L 2k 1 2a-1 1
T4l 24+ 2 2 2 441 2 2
(+1)7+ (%) -1+ (%)
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Par suite,

/O 71 dt = 1 [ln <t2+t+1> —I—l (arctanzt—i_1 —|—arctan2t_ 1)]0 = 71 <E+E> =T
et 241 4 2—t+1 V3 V3 V3 ). 2v3\2 2/ 23
En résumé,
6n+1 6n-+3
vx E]—l,l[, ff""t4+t12+l dt = f+): (én—i—l énﬁ)
9. f estdéveloppable en série entiere sur R en tant que produit de fonctions développables en série entiere
sur R. Pour x réel,
U iy (i 4 (i (—1—ix) _ L m X
cosxchx:Z(e +e +e +e ):fZ((H—z) +(I=0)"+(—=1+)"+( 1—1));
n=0 :
Z Zm ((\[em’/4) (\/> 71'71:/4)11_}_ (ﬁe3i7r/4)n + (\66731'71:/4)11) %
n=0 .
1 +o0 3 1 —+oo n
:EZ(\@) (cos<n4>+ cos ( Zn>) Z cos<;)cos(%)x—‘
n=0 n:
1 pry\ X1 & 4 ) 2km M = ey X
=Y (V2)P(—1)F cos( ) = - Y (V2)*(=1)*cos <> =Y ()2 =
4;) 2/ (2p)! 4,;) 2 ) (4k)! k;) (4k)!

Vx € R, cosxchx = Zk:o(— )k22k—2%.

Correction de I’exercice 4 A

2n . . : Z
Pourx. réel non nul, f(x) = ::0(—. )" m ce qui reste vrai pour x = 0. La fonction f est donc développable
en série entiere sur R et en particulier, la fonction f est de classe C* sur R.

Correction de I’exercice 5 A

Soit R > 0. Notons Dy, le disque fermé de centre O et de rayon R. Soient z € D et n un entier naturel.
[Pa(2)] = leF = (¢ = Pu(2))| > [€7] = |e* = Pu(2)| = e F — |e* = Pu(2).

On sait que la suite de polyndmes (P, ),cn converge uniformément vers la fonction exponentielle sur Dg.Donc
il existe un entier n tel que pour tout z € Dk et tout entier n > ng, |e* — P,(z)| < 3¢ K. Pour n > ng et z € Dy,
|P.(z)| > S R > 0 et P, ne s’annule pas dans D.

Correction de ’exercice 6 A

On cherche une série entiere Y% b,x" de rayon R strictement positif telle que (¥, a.x") (L5 b5n) = 1
pour x élément d’un certain intervalle ouvert non vide de centre 0.
aobo =1
apby +a1bg =0

aoby +aiby +axby =0
Cette égalité impose a la suite (b, ) de vérifier le systeme d’équations .

aob, +aib,_1+...+a,_1b1 +a,byg =1

13



1. Montrons par récurrence que Vn € N, b, existe et est unique.
e Puisque ag = 1, apbg = 1 < by = 1. Ceci montre I’existence et ’unicité de by.
e Soit n € N. Supposons avoir démontré 1’existence et I'unicité de by, by, ..., b,.
Alors apby1 +aib, + ... +apb1 +aps1bp =0 <= byyy = —arb, — ... — apby — ay11bg. Ceci montre
I’existence
et 'unicité de b, 1.
On a montré par récurrence que la suite (b,) existe et est unique.
2. 1l faut alors vérifier que la série entiere associée a la suite (b, ),cn @ un rayon de convergence strictement
positif .
Soit R > 0 le rayon de la série associée a la suite (ay),en et soit 7 un réel tel que 0 < r < R.
On sait que la suite (a,"),cn est bornée et il existe M > 0 tel que pour tout entier naturel n, |a,| < 4.

by =1 puis [b1| = | —a1bo| < Y puis |by| = | — azby — arby| < %’Jr YoM = (MH) puis
2 2
|bs| = | —asbo — azby —arby| <%+ % x 2+ M M(lrWzH) M ;WH) (”f;’l)
Montrons alors par récurrence que Vn € N*, b,| < M(M+1)H
e C’est vrai pour n = 1.
e Soit n > 1, supposons que Vk € [1,n], |bx| < Ll) . Alors
M & MMA+1)] M
bpt1| < | —ans1bo| + | —anbi| + ... +| —aiby| < prEs] +kZl " Xk
M ! _ M (M+1)"—1 MM+1)"
=——([1+MY M+ | = 1+M = :
rn+1 ( + k;l( + ) rn+1 < + (M+1)1> rn+1
On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, |b, ] M(A;Iifll)n En particulier , le

rayon R’ de la série entiere associée a la suite (by,),en Vérifie R' > 37 7 > 0. Ceci valide les calculs
initiaux sur | — p,p[ ol p = Min(R,R’) > 0 et donc I'inverse d’une fonction f développable en série
entiere a I’origine et telle que f(0) # 0 est développable en série entiere a 1’origine.

Correction de I’exercice 7 A
On a déja vu que W, TR, 7 et la regle de d” ALEMBERT fournit R = 1. Soit x €] — 1, 1[.

Pour tout 7 € [0, 5] et tout entier naturel n, < Jxf™.
n € N, converge, la série de fonctions de terme général 7 — x"cos"t est normalement et donc uniformément
convergente sur le segment [O, %] D’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment,

/2 [ +o /2 1
Zan = Z.Xn/ COS tdt / r;)x cos't dt:/o m
_ 2du ( (et (t))
0 1—x uz 1+ T .2 €n posant u = tan 2
1
2/ : du =2 x t .
= u= arctan
0o (1+x)u?+(1—x) 1+x 1—x
l+x 1+x 0

+1
arctan

- ey

Vx €] — 1 1[, LI W = 7z arctan
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Correction de ’exercice 8 A

Pour tout entier naturel non nul, |a,| < % et donc R > 1. Mais si x > 1, la suite ( oS (22”))6 ) > est pas

bornée comme on le voit en considérant la suite extraite des termes d’indices multiples de 3 et donc R = 1.
Pour x dans | — 1, 1], f(x) =Re < e (Jx)n). Le probléme est alors de ne pouvoir écrire —In(1 — jx). Il faut

n
s’y prendre autrement.

f est donc dérivable sur | — 1, 1] et pour x dans | — 1; 1],

12
f/(x)zzlj:lcos(znTﬂ)xn = Re(zn S0 JX" 1) Re(l ]X) =Re (Jx(21+xJ+)?) :_%xzzﬁcil'

Par suite, pour x €] — 1, 1[, f(x) = f(0)+ [3 f'(t) dt = =3 In(x* +x+1).

Vx el —1,1], Lcos (#E)x" = —SIn(x* +x+1).

nln

Correction de I’exercice 9 A

Le rayon de la série considérée est égal 1. Soit x €] — 1,1].

f(x)—j nzO(m_2n+1)xn ( 1+ n= 12;1 n:02n+1)'

e Si x est dans ]0, 1],

f()

\S) \

n+1 teo _1 1 m(\/})2n+l
( +Z2n+1 Zg)zn+1>_2<l+<ﬁﬁ>,;) 2n—|—1>

=2 (e (o m)()

e Sixestdans]—1,0],

l\)\—‘

n=0

1 R T T LI W L\ (V=)
f(x)_z(_1+,§)2n+1_zzn+1>_2<_1_<\/jx+\/?x);(_l)2n+1>

1 1
=—|-1- —X+ —= | arctan(v/—x) | .
2 (11 (v g et )
. (0) = - ,,
Maintenant, la somme est en fait définie sur [—1, 1] car les séries numériques de termes généraux 4n21_1 et i;zl_)l

convergent. Vérifions que la somme est continue sur [—1, 1].

Pour x dans [—1,1] et n € N*, 42 i

série entiere considérée converge donc normalement sur [—1, 1]. On en déduit que cette somme est continue sur
[—1,1]. Donc

‘ < ﬁ qui est le terme général d’une série numérique convergente. La

~+oo
T gy~ A0 = tim ) = tim 5 (<1 (V= o in(1v8) + (VR = VA (1= v5) )

x<1 ))Cczl 2 VX \/;C
_ 1
2
Remarque. Y/ 4n21 - =lim, 4o (X — 2klﬁ)) = lim,_, 4o (3 (—1— ﬁ)) = —1 (série télesco-

pique).
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On a aussi

=f(-1)= lim f(x)= lim ! (—1 — <\/Tx+ 1) arctan(\/?x)>

2_ - - —
=Rt - v
1 T+2
= - (—1—2arctanl) = ———.
5 ( arctan 1) 1
Correction de ’exercice 10 A
Pour tout entier naturel n, |a,| > 1 et donc la série proposée ne converge pas absolument.
Pour tout entier naturel #,
n 1 n+1 1 1 n 1 1
—u, = X
ten] = fatn 1] = /;)4k+1 2n—|—3k§64k+1 <2n+1 2n+3>2‘ 4k+1 2n+3 " 4n+5

2 Z 1 1 - 1 B 1
(2n+1)(2n+3)k:04k+1 (2n+3)(4n+5) 7 2n+3)(2n+1) (2n+3)(4n+5)

> 0.

La suite (Jun|)nen est donc décroissante. De plus, pour tout entier naturel non nul n,

Yiommr STt ST+ fE Lt =1+1In(4n+1)

1+In(4n+1)

etdonc |u,| < =77

. On en déduit que lim,,_, ;. #, = 0. Finalement, la série proposée converge en vertu du

critere spécial aux séries alternées.
Considérons la série entiere ):::0 u x>+ La série de terme général a, converge et donc R > 1 mais puisque
la série de terme général |a,| diverge et donc R < 1. Finalement, R = 1. Pour x €] — 1, 1], posons f(x) =
Y% uyx® 1. Pour x dans | — 1,1],

JUE TS SERIA () y P o ) U,
- =4k +1 - E\ A skt

n=0 n

Hoo ¢ 2\n +oo
= <Z (4 j—)l > (Z (—xz)”> (produit de CAUCHY de deux séries numériques absolument convergentes)
—o N n=0

Donc, pour x dans ]0, 1[, f(x) = g(x)h(x) ot h(x) = ¥, 5 (—x*)" = ﬁ puis
gx) = ﬁi;ﬁo(—l)%ni] (ﬁ)4’1+1-

Maintenant, en posant k(X ) = Y77 (—1)"X* pour X dans | — 1, 1[, K/ (X) = £, (= 1)"X*¥ =
in/4

X4 - Ensuite,

en posant @ = ¢'™/*, par réalité et parité

1 a_ 4 a_ _ _a _ _a
X441 X-0o " X-0 X+to X+t

ola= ;5= — 2. Tl vient alors

X4+1 4
1 ( 2X +2V/2 2X —2\/2 )

1 1< ® ® o ® ):1<_ XvV2-2 XV2+2 )

—= +— - —
X—-0o X-o X+0o X+o —V2X+1 X24+2X+1

T2\ X4 VaX 11 X2 VAKXt
1 2X +/2 V2 2X —v2 v2
T 42 XH\@XHJF(X*ﬁ)Z*(ﬁ)z_ VA (X—%)2+(%)2

En tenant compte de k(0) = 0, on obtient donc pour X €] —1,1],

16



k(X) = 4\[<1H(X2+X\[+1)—1n( X\@—i-1))+2<arctan(X\@+1)—|—arctan(X\/§—1))).

Ensuite, pour tout réel x €]0, 1], f/(x) = %k(\/}) lixz = ﬁk’ (v/x) k (1/x) et donc

£x) = £0)+ (k (V3)* = k(0)*) =k (V&)
- iz (In(X*+ X V24 1) = In(X? = Xv/2+ 1)) +2 (arctan(X V2 + 1) + arctan (X v2 - 1)))2'

Quand x tend vers 1, f(x) tend vers

> (ln (;Jr\\?) +2(arctan(v/2 + 1) + arctan(v/2 — 1)))2 = <1n(3 +2v/2) + ﬂ)z.

(car arctan(/2 + 1) +arctan(v/2 — 1) = arctan(v/2 + 1) 4 arctan (\/§]+1> = 7).

Enfin, pour x dans [0, 1] et 7 dans N, |u,|x"* — |1 13" > (|| — |t 1])x" > O et 1a série numérique de terme
général u,x" est alternée. D’aprés une majoration classique du reste a I’ordre n d’une telle série, pour tout entier
naturel 7 et tout réel x de [0, 1],

[Ru(x)] = ‘le:o;+lukxk‘ < ‘”n+1x"+l} < Jupias
etdonc Sup |R,(x)| < |an+1] e 0. La convergence est uniforme sur [0, 1] et on en déduit que la somme est

x€[0,1]
continue sur [0, 1]. En particulier

o= (1) =lim () = o (n3+2v2) + 1)

x<1

2
(e} 71”
5 (S Do) = % (nG+2v2) +7)

Correction de I’exercice 11 A

Posons SpcA = (A1,...,4,). On sait que pour tout entier naturel n, Tr(A") = A" +... + 4.

Soit A un nombre complexe.

e Si A =0, la série entiere associée a la suite (1"),cn est de rayon infini et pour tout nombre complexe z,
+°° lnzn =1= IAZ

o Sl 2, # 0, la série entiere associée a la suite (A") est de rayon W et pour \z] < IM’

+°° nn _ 1
A'Z T 1-Az"

Soit p =Max (|41],...,|Ap|) (p est le rayon spectral de la matrice A) et R = 5 sip # () etR=+4oosip =0.
Pour |z] <R,

k=1

:kgl lfﬂ.kz'

Il est alors clair que R est le rayon de convergence de la série entiere proposée (développement en série entiere
d’une fraction rationnelle).

Side plus, 0 < |z] <R, ¥,/ Tr(A")z" = 1 (z;j_l iy

+o0 oo
Z Tr(A")Z" = Z (i (Akz) > i (Z (Akz) ) (somme de p séries convergentes )
n=0 =i

_ ()
) = () (décomposition usuelle de P)

Correction de ’exercice 12 A

p . _2 2 o oo 2n o 2ntl
Pour x réel, on sait que F(x) = e [je' dt = (Z::o ZYLO(—I)"};—!) ( ot m>
La fonction F' est impaire donc les coefficients d’indices pairs sont nuls. D’autre part, pour n € N, le coefficient
de x*"*! du produit de Cauchy des deux séries précédentes vaut
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n 1 (_1 n—k
Ll it X o

La méthode choisie fournit classiquement une expression compliquée des coefficients.

On peut aussi obtenir F' comme solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. F est dérivable
sur R et pour tout réel x, F'(x) = —2xe ™ [ di+1 = —2xF(x)+ 1.

F est uniquement déterminée par les COIIdlthIlS F'+2xF =1et F(0) =0 (*). F est développable en série
entiere sur R d’apres le début de I’exercice et impaire. Pour x réel, posons donc F(x) = Z,T:o apx? 1,

—+oo
(x) &VxeR, Y (2n+1 a,,x2"+2Za K2 =1 o VxeR, ao+z (2n41)a, +2a, 1)x*" =1
n=0 n=0 n=1
2
Say=1letVn>1, 2n+1)a,+2a,-1 =0<ay=1etVn>1, a, = —2n+1an,1

(=1)"2"
2n+1)(2n—1)...1

ap=1letVn>1, a,= aop

—1)2%n!
evmen, CU2
(2n+1)!
—1)722n « e, . . L . .
On a montré que pour tout réel x, F(x) = ¥, %XZ"“. Par unicité des coefficients d’une série entiére,

Vn € N, on obtient en particulier,

n 1 (71))17k . (71))122}1"!
Vn €N, Yoo merny X ot = et

Correction de I’exercice 13 A

Pour tout entier naturel n, a,11 + b,+1 = 2(a, + by) et 3a,41 + 2by+1 = 3a, + 2b, (rappel : ces combinaisons
linéaires sont fournies par les vecteurs propres de ‘A si on ne les devine pas). On en déduit que pour tout entier
naturel n, a, + b, = 2"(ap + by) = 2" et 3a, + 2b, = 3ap + 2by = 3. Finalement,

VneN, a, =3—2""eth, =3(2"—1).

Les deux séries proposées sont alors clairement de rayons infini et pour tout réel x, f(x) = 3e* — 2¢* et
g(x) = 3(e** — ). (On peut avoir d’autres idées de résolution, plus astucieuses, mais au bout du compte moins
performantes).

Correction de ’exercice 14 A

Pour n > 1, posons a, = n% Pour n € N*,
2n

nil1 | __
[

n (2n)! (n+1)12 n (*)

w1 X 2nr2)! W% 2020+

An+1
n

Pour x € |—4 4[ posons flx) =X anx”.

n=1
Les relations (x) s’écrivent encore Vn € N*, 4(n+ 1)a, 41 — 2a,+1 = nay.

Soit x €] —4,4[. On multiplie les deux membres de 1’égalité précédente par x"*! et on somme sur . On obtient

Par suite, —> % et d’apres la regle de d’ ALEMBERT, le rayon de la série entiere considérée est R = 4.

4x n= 1(n—|—1)an+1x” 22,, 1an+1xn+ =X Z+ 1na,,x 1,

ou encore x2f'(x) = 4x(f'(x) —ar) — 2(f(x) —a;x) ou encore x(x —4) f'(x) +2f(x) = —x (E). Soit I 'un des
deux intervalles | —4,0[ ou |0,4[.Sur 1, I’équation (E) s’écrit :

(- L) f) = -4

Sl

fx)+
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Une primitive sur / de la fonction a : x+— 3 (1 — L) estlafonctionA : x+ 1(In[x—4|—In|x|) =1n ‘X|;|4|.

1/1 1 1
lution de (E) sur/ < Vxel, f/(x)+= | = — =—
f solution de (E) sur [ < Vx € ,f(x)—i-z(x x_4>f(x) '
() ¢/ A(x) 1 [lx—4
e Vxel, Y[ (x)+alx)erV fx) =
4—x |x|
1
aevxel, (A f)(x) = ——— ().
e(x—4)]
Déterminons une primitive de la fonction x — ﬁ sur /.
X(X—
. _ 1 _ 1 _ 1 . .. . 1 .

e Sil=]0,4], YTy Ry ries iy e et une primitive de la fonction x — T sur / est la fonction

X — arcsin (%) Puis

-2
f solution de (E) sur I < 3C € R/ Vx € I, "™ f(x) = arcsin <)62> +C

S 3ICeR/Vxel, f(x) =, /ﬁ (arcsin (x;Z) —|—C>.

1 1 1

< r 1 . - C . .
e Sil=]—4,0], Tt - o Voo et une primitive de la fonction x — W Iestla
fonction x — —argch (25* ) Puis
. / (x) _ 2—x /
f solution de (E) sur I < 3C’' € R/ Vx € I, "™ f(x) = argch —5— +C
/ X 2 /
< 3C eR/Vxel, f(x) = P —argch 2 +C
.x pa—

f doit étre définie, continue et dérivable sur | —4,4[ et en particulier dérivable en 0. Ceci impose lim,_,(+ arcsin (%) +

4
C = 0 (car sinon f(x ) ~ Cy/x) et donc C = 7. Pour x €]0,4[, on a alors f(x) = /7% (Z —arcsin (52)) =

2—x _ .,
\/ 7= arccos ( > ) ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité..

De méme, lim,_,(p- —argch (%) +C’' =0etdonc C' =0. On a montré que

2— .
\/ = arccos (%) six € [0,4]
Vx €] — 4,4 ¥ Lot = o ( ; ) _

n=1 nC}, X

Correction de ’exercice 15 A

1. Soient A et B les sommes des séries entieres associées aux suites a et b sur | — 1, 1[. La fonction B est
strictement positive sur |0, 1 et en particulier ne s’annule pas sur |0, 1].
e La suite a est positive donc la fonction A est croissante sur [0, 1[ et admet ainsi une limite réelle ou
infinie quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. De plus, pour N entier naturel donné et x € [0, 1], on
a Y anx" > YN ax" et donc

VNeN, lim A(x)> lim Zanx —Zan

x—1, x<1 x—1, x<1
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Puisque la série de terme général positif a, diverge, quand N tend tend vers oo, on obtient hm A( ) >
x—1,x<1

+o0 et donc hm 1A( X) = +oo. Il en est de méme pour B car la série de terme général b, diverge quelque
x—1,x<

soit la valeur de k.

e On veut alors montrer que A — kB = o(B).
x—1-

Soit € > 0. Par hypothese, a, — kb, o+ (b,) et donc il existe un entier naturel N tel que pour n > N,
n—s o0

|lan —kb,| < 5by,
Soitx € [0, 1].

|A(x) —kB(x)| < +: |an — kby|x" < 0|anfkb |x" +22 Sy bnx" < N:O|an—kbn]+§B(x).
Maintenant, B(x) tend vers +oo quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. Donc il existe o €]0, 1]
tel que pour x €]1 — a, 1], B(x) > 2YV |a, — kb,|. Pour x €]1 — &, 1], on a alors |A(x) — kB(x)| <
£B(x)+ 5B(x) = €B(x).
On a montré que Ve > 0, Ja €]0,1[/ Vx €]1 — o, 1],

A(x) — kB(x)| < €B(x) et donc lim,_, - BE J =k

2. (a) La série entiere proposée « vérifie »les hypotheses du 1) et de plus , Inn > 1+ 5 +. 4+ ;. Donc
n——+oo

FO) ~ T (T ) = (E5) (T ) = =

= (et~ 0=

x—1- *1

(b) Soit p > 2. nP~! ~ (n+1)(n+2)...(n+ p—1). Comme les deux suites (n”~!) et (n+1)(n+
n— 4o
2)...(n+ p—1)) vérifient les hypotheses du 1)

Eint I~ Tk p— Dl D = (55 = ()7 =

—X

Par suite,

lim, - (1 —x)P L= nP~ " = (p— 1)L

Correction de ’exercice 16 A

Supposons qu’il existe un entier naturel p tel que a, = a, . Le développement limité€ a I’ordre 1 de f (P) en 0
s”écrit £(P)(x) = FP(0) +xfPHD(0) +o(x) = a,(1 +x) +o(x) et on en déduit
X—

P (x)] = Ja,(14x)| = o(x)| = 1 +x—|o(x)| > 1+x—% (sur un voisinage pointé de 0 a droite)

=1+ % > 1 (sur un voisinage pointé de 0 a droite).

Donc si deux termes consécutifs sont égaux, f nne vérifie pas les conditions de I’énoncé ou encore si f vérifie
les conditions de 1’énoncé, alors Vp € N, a,, 1 = —a,, puis a, = (—1)Pag. Mais alors, nécessairement pour tout
réel x, f(x) = e ou pour tout réel x, f(x) = —e ™.

Réciproquement, ces deux fonctions sont clairement solutions du probleme posé.

Correction de ’exercice 17 A

1. La fonction f est de classe C* sur ] -2, [ en tant que quotient de fonctions de classe C* sur ] z.z [

dont le dénominateur ne s’annule pas sur ] 35 [ et de plus f/ =1+ f2.

Montrons par récurrence que pour tout naturel n, il existe un polyndme P, a coefficients entiers naturels
tel que ) = P, o f (ou encore Vx € 1-%.%]. tan( (x) = P, (tanx)).

e C’est vrai pour n = 0 avec Py = X et pour n = 1 avec P, = 1 +X2.

e Soitn > 1 Supposons que pour tout k € [0,xn], il existe un polyndme P, a coefficients entiers naturels

tel que f¥) = P,o f. D’apres la formule de LEIBNIZ,
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f(n+1) (1 —I—f2) (fZ)(n) =Y, (Z) f(k)f (Zk 0 ( >PkPn k> of

etle polynome P,+1 =Y} < )PkPn « est un polyndme a coefficients entiers naturels tel que tan" 1) =
Piyiof.

Remarque. On aurait pu aussi dériver 1’égalité f) = P, o f pour obtenir f"**1) = f' x P/ o f = (P x
P)) o f mais on a déja dans I’idée une relation de récurrence sur les coefficients du développement de
tan qui n’est pas fournie par cette derniere égalité.

. Soient x € [0, [ et n € N. La formule de TAYLOR-LAPLACE a I’ordre n en 0 fournit

) = oo Tk + [ St p e (1) it

Le 1) montre que pour tout réel ¢ de [0 [ et tout entier naturel k, f* ( ) = Bi(tanz) > 0.

(k)
Donc, d’une part fk—!(o)

)

x> 0 et d’autre part,

() x (x=1)" £(n
Yo Tk = f(x) — fr G pt D) (1) .

. . . . *) s 4
La suite des sommes partielles de la série de terme général i k!(o)xk > 0 est majorée et donc la série de

( ) (k

terme general f x converge.

Ainsi, la série de TAYLOR de f al’origine converge pour tout réel x de [0 z [ Son rayon de convergence

R est donc supérieur ou €gal a 7 (et donc la série de terme général r ( L2100 yk converge aussi pour x €
] ]) Il n’y a par contre aucune raison pour le moment pour que sa somme soit f.

f()

. Pour n entier naturel donné, posons a, = ] 2.z [, posons g(x) = Y% anx,.
OnavuqueVn e N*, P, 1 =Yg PiPrk- On divise les deux membres de ces égalités par n! et on prend

la valeur en O (= tan0). On obtient

VneN*, (n+1)ay+1 = ara,—y etaussiap =0eta; = 1.

Donc, pourxe]—g,%[,

2
foo +oo [ n foo
g(x)= Z(n+ Day+1x" =1+ Z (Z aya,— k> X'=1+ Z (Z akan_k> X'=14+ (Z a,,x")
n=0 \ k=0 n=0

n=0 n=1 k=0
= 14+¢°(x).

W (x) = g,(f)x =1 puis h(x) = h(0)+ (x—0) =x

Ainsi, pour tout x
entiere sur | — %,

€]-%.5], g(x) = tanx = f(x). Ceci montre déja que f est développable en série
[ Mais quand x tend vers 7 par valeurs inférieures, g(x) = f(x) tend vers 4o et donc

2
R< FpuisR=7.
En résumé, la fonctlon tangente est développable en série entiere sur |—%,% [ et pour x € |- 3,5/,
tanx = Z;:Oanx” oayp=0,a; =1etVne N, (n+1)a,41 = Yj_garan—i. De plus, Vn € N, a, =0

puisque la fonction tangente est impaire.
.ay=ay=a4=ac=0puisa; = 1.

3asz = apap +a% +azap =1 etdonc a3 = 3.
Sas = 2aya3 = 3 2 et dOHC as = %

_ l_ll — 17
Ta7 = 2ayas +a3 5 +9 135 — 45 etay = 315



Vxe |- %%[,tanx-x%— +2 +1371’g7+

5. Pour tout réel x, th(x) = 1 tan(ix) et donc pour x € | —Z, 2|,

th( ) 1):,1 0a2n+l(lx)2n+l :50(—1)"a2n+1x2"+1.

Cette série entiere a aussi pour rayon de convergence 7.

Correction de ’exercice 18 A

Soit x € R. La fonction 7 — ¢ ™"’ sin(zx) est continue sur [0, 4-oo[, négligeable devant > quand ¢ tend vers oo et
est donc intégrable sur [0, +oo[. La fonction F' est donc définie sur R et impaire.
Soit x € R. Pour tout réel ¢, posons f () = e’ sin(zx). Pourz € R, on a

e sin(ix) = X, % (— 1) ot 121

Pourn € Nett € R, posons f,(t) = (—1)" (;:rll)!tz”“e_tz.

e Chaque fonction f,, n € N, est continue puis intégrable sur [0, 40| car négligeable devant quand ¢ tend
vers oo,
e La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur [0, +oo].

: o G oo 2n+1 oo oo _42
e Ensuite, Y70 o7 [/, (1) dt = £, (2}"1-‘1-1 JoT 2 e™ dr. Pour n € N, posons I, = [, 1>+ e™" dr.

Soit n € N*. Soit A un réel strictement positif. Les deux fonctions 7 — 1> et ¢ — —%e*tz sont de classe C! sur
le segment [0,A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A ot A o 2 | A A ol 2
t e dt= t"xte" dt = |—=t"e +n | t e ' dt
0 0 2 0 0

— —lAZ”e*A2 +n /A 1o gr.
2 Jo

Quand A tend vers +oo, on obtient [, = nl,,_;. En tenant compte, de Iy = f0+ e dt = 2 on a donc Vn € N,
I, = ”7' puis

~+o0 A |fn( )| dl‘ — Z+oo n!|x|2n+1
n

=0 2n+1)!
(n+1)!\x\2’l+3 o 5 (n+1)! M2n+3
Soientn € Netx € R. | —mi—| = (ZH(J:E)(ZI 7 etdonc limy, ;. — i = 0. D"aprés larégle de d” ALEMBERT,
(2n+1)! (2n+1)!
2n+1
la série numérique de terme général 7 (2 )T converge.

En résumé, pour tout réel x,

e Chaque fonction f,, n € N, est continue puis intégrable sur [0, +oo| car négligeable devant quand ¢ tend
Vers +oo.

e La série de fonctions de terme général f,, n € N, converge simplement vers la fonction f sur [0, +oo].

o X, 50 Jo " fu(0)] dt < oo

D’apres un théoréme d’intégration terme a terme, pour tout réel x,

2n+1

f0+°°e*"2sin(tx)dt: oo " falt) dt = X, 50 (— l)nzlzg;ﬂ)!'

Vxe R’ f0+°° 6712 Sin(tX) dt = 2‘:0(_1)11 nlx2ntl

220+ 1)1

F est dérivable sur R et pour tout réel x,
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2n

o0 oo —1)x?n!
F'(x) = ;:0(_1>n2n(gn)! - %_ 2 ;J{ (=" “'Zz(zlxl)- %_ %F(x)
Par suite, pour tout réel x, ¢ /4F’(x) + 2 exz/ 4F(x) = ¢ et donc
2
F(x) = F(0)+ 557 [/ dr = <5 e/ dr.

Correction de I’exercice 19 A

Onaly=0,I; = 1etl =2 (I'identit€ et la transposition Ty »).

Soit n € N*. Il y a I,4; involutions ¢ de [1,n+2] vérifiant 6(n+2) = n+ 2 car la restriction d’une telle
permutation a [1,n+ 1] est une involution de [1,n+ 1] et réciproquement.

Sio(n+2)=ke[l,n+ 1], nécessairement o (k) = n+ 2 puis la restriction de ¢ a [1,n+2]\ {k,n+2} est
une involution et réciproquement Il y a I, involutions de [1,n+4 2] \ {k,n+2} et n+ 1 choix possibles de k et
donc (n+ 1)1, involutions de [1,n+ 2] telles que 6(n+2) # n+ 2. En résumé,

Vn € N*, In+2 = In+1 + (l’l+ I)In

Le rayon R de la série entiere associée a la suite ( ) nen- €St supérieur ou égal a 1 car Vn € N, n—", < 1. Pour x
dans | — R, R[, posons f(x) = Y./ k" f est dérivable sur | — R, R[ et pour x €] — R, R|

n=1 n!

Rl +(n+1)I,
/ o n . n+2 +1 _ n+1 +1
f(x)_;l(n_1> 1+2x+2 1)x" =1+2x +Z—+1>‘ X!

—1+2x+ZI —HCZ L x"
:1—1—2x—|—f() x—l—xf() I+x+(x+1)f(x).

2 2 2
Donc, pour x €] —R,R|, f'(x)+ (x+1)f(x) =x+1 ou encore e ™ f'(x) + (x + 1)e? ™ f(x) = (x+ 1)ez ™,
Par suite, pour x €] — R, R],

Xz fz Xz
e f(x) = f(0)= [y(t+1)erH dt =eT ™ —1,

2
et puisque f(0) =0,Vx €] —R,R[, f(x) =e7 ™ —1.
Réciproquement, la fonction précédente est développable en série entiere sur R en vertu de théoremes généraux

2

X . , , . . . . E5N .
(= ez x € et les coefficients de ce développement vérifient les relations définissant % de maniere unique.
Donc, ces coefficients sont les % ce qui montre que R = oo,

Vx e R, Y Lyn CeE .

n=1 n!

Correction de I’exercice 20 A

1. Soient n > 2 puis k € [1,n— 1]. On met une parenthése autour de X;j...X; et une autour de Xy 1...X,.
Ensuite, pour chacun des a; parenthésages de X 1...X;, il y a a,_; parenthésages possibles de Xy ;...X,.
Finalement, en faisant varier k de 1 a n — 1, on a montré que

Vn2>2,a,= ZZ;% ain—k- I
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2. On suppose momentanément le rayon R de la série enti¢re associé a la suite (a, ),en+ strictement positif.
On pose conventionnellement ap = 0. Pour x €] — R, R|,

oo n\2 0 (7 o n— o n
fz(x) = (Z;LO anpX ) = ;:_:0 (Zk:o akanfk)xn = ;:2 ( k:} akanfk)xn = Z,—:_Zz apX" = f(x) -4,

et donc

Vx €] = R,R[, f2(x) = f(x) —x.

3. Nécessairement, pour tout x de | — R, R[, f(x) = 3(1++/T+4x) (I) ou f(x) = 3(1 —/T—4x) (II).
Ainsi, pour chaque x €] — R, R, on doit choisir I’'une de ces deux expressions. Puisque f(0) = 0, il faut

choisir I’expression (/1) quand x = 0.

Pourx € |—4, 1 [, posons g(x) = 1(1—+/T—4x). g est développable en série entiére sur ]—%, %[ envertu

de théoremes généraux. Notons (b, ),cn la suite des coefficients du développement. Puisque g(0) =0,
on a bg = 0 = ap et puisque g'(0) = 1, on a b; = 1 = ay. Enfin, la fonction g vérifie Vx € ]—%, % [,
g%(x) = g(x) —x et donc Vn > 2, b, = Y{_| byb,_t. On en déduit par récurrence que pour tout entier

naturel n, b, = a, et donc Vx € | —1, 1 [, f(x) = g(x).

Bl—
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4. Pour connaitre les ay, il reste a développer la fonction g en série entiere. Pour x € ] —%, % [,

n=1

gx)=3(1-(1—4x)'2) =1 (1 — ;:0c7/2(—4x)") =L (=1 2 e,

Enfin, pour n € N*,

1 1 1 _
B B ax (G- x...x(3=(n=1)) ,, , 2!
(=) lep 22t = (-1t 2 =1 - G ) = T X3 x (2n-3)
_ 27! 1x2x3x..x(20-3)x(2n=2) _ (2n-2)! ol
! 2x4x...x(2n—2) Conln—1)  n

Donc

n—1

C
Vn e N*, a, = 22,

n
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