Exo7

Suites et séries d’intégrales

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **1

(1_§)" six e [0,/

Pour n € N*, on pose f,(x) =

Osix>/n

1. Montrer que la suite (f;,),en+ converge simplement sur R™ vers la fonction f : x+— e .

2. ATaide de la suite (f,)nen+, calculer I'intégrale de GAUSS | “ e dx.
Correction ¥ [005738]
Exercice 2 **

I —x _ — o (=1)"
Montrer que [, x " dx = n i n" et fo X dx= n |
Correction ¥ [005739]
Exercice 3 **
© X _ +oo 1
Montrer que [, 2,7 5.
Correction ¥ [005740]
Exercice 4 **
Calculer [;™ 5,5 dx en écrivant cette intégrale comme somme d’une série.
Correction ¥ [005741]
Exercice 5 **
I Inx o Inx
Calculer [y 157 dxet [~ 115 dx.
Correction ¥ [005742]
Exercice 6 **
z —+oo )(”

1. Montrer que pour x réel de [0,1], —In(1 —x) =Y, = =~

2. Montrer que f, w dt = Y17 .
Correction V [005743]
Exercice 7 ***

+oo cos(xt) +oo /1 1\n__ 2n+l

Montrer que pour tout réel x, S dt =2Y " (=1) e
Correction V [005744]
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Correction de ’exercice 1 A

1. Soit x € [0, +oo[. Pour n > x2, f,(x) = exp (nln <1 - %)) et donc f,(x) = exp(—x> +o0(1)). Donc

. . . 42
la suite (f;,)nen+ converge simplement sur R™ vers la fonction f : x+ e ™.

2. Chaque fonction f,, n € N*, est continue par morceaux sur [0, +oo[ et nulle au voisinage de +o0. Donc
chaque fonction f,,, n € N*, est intégrable sur [0, 4.
La fonction f est continue sur [0, +oo] et négligeable devant xiz quand x tend vers +co. Donc la fonction
f est intégrable sur [0, +oo].
Soit n € N*. Par convexité de la fonction exponentielle, Vu € R, 1+ u < €". Par suite, Vx € [0,/n], 0 <
1— % < e~ /" puis par croissance de la fonction # — " sur R, 0 < f,(x) = (1 - %)n <e ™ = fx).
D’autre part, pour x > \/n, f,(x) =0 < f(x). Finalement

.Vn € N*, Vx € [0, 400, [ £,(x)| < f(x).

En résumé,

e chaque fonction f,, n € N*, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +-oo],

e la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction f sur [0,+oo[ et la fonction f est
continue sur [0, +oo].

o Vn e N*, | f,| < f, la fonction f étant intégrable sur [0, 4.
D’aprés le théoreme de convergence dominée, la suite ([ f,(x) dx)
Ainsi,

Leny- Converge vers Jo7= f(x) dx.

- . 2\ "
Jo e dx = limys o0 foﬁ (1 - %) dx.
: * _ X 2 _ 2 _ : :
Soit n € N*. En posant ¢ = arccos <W> et donc % = cos”t et dx = —+/nsint dt, on obtient

fo‘/ﬁ (1 - %)n dx = f,?/z(l —c0s?t)" x (—+/nsint) dt = \/ﬁfoﬂ/2 sin?"tt dt = \/nWay i1,

ou W, est la n-eme intégrale de WALLIS. Classiquement, W, AT /5. (voir Exercices Maths Sup) et
n—r—+oo

W2n+l ~ /3 \/E
n ~ 5.
W ,Hm\f 22ntD) St 2

Jo 2o dx = ?

donc

On a montré que

Correction de I’exercice 2 A

x *six€]0,1]
Isix=0

b

Pour x €]0,1], x* = ¢=*"®) et donc lim,_,o+ x* = 1. Donc si on pose Vx € [0,1], f(x) = {

f est une fonction continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable sur le segment [0, 1].

Pour x €]0, 1], x™* = ¥ = y = % Posons alors Vx € [0,1], fo(x) = 1 puis Vn € N*, Vx € [0,1],
E@)” G x €0, 1]

falx) = ! % . Lafonction f est continue sur [0, 1] et pour n € N*, puisque —xIn(x) — 0,
Osix=0 x—0F

la fonction f,, est continue sur [0, 1]. En résumé, chaque fonction f,,, n € N, est continue sur [0, 1]. De plus,

Vx € [0,1], f(x) = L% fulx).

Vérifions alors que la série de fonctions de terme général f, converge normalement et donc uniformément vers
—xInxsix €)0,1]
0six=0

segment [0, 1] et admet donc un maximum M sur ce segment. Pour x € [0, 1], on a0 < g(x) < M (on peut montrer

f sur le segment [0, 1]. Pour x € [0, 1], posons g(x) = { . La fonction g est continue sur le



que M =g (1) =1). Mais alors Vn € N Vx €]0,1], | fu(x)| = (g(nx!))" < M7 ce qui reste vrai pour x = 0. Comme
la série numérique de terme général M W converge, on a montré que la série de fonctions de terme général f,
converge normalement et donc uniformément vers f sur le segment [0, 1].

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, la série numérique de terme général fol fn(x) dx,

converge et

J()l ( )d'x_zn =0 Ofn( ) (*)

Pour n € N, posons I, = fol fn(x) dx. Soit n € N. En posant u = —In(x) puis v = (n+ 1)u, on obtient

=1 1(—xlnx)" dx = 1/0 (ue™)" x (—e " du) = 1/+®M”e(”“)“ du
" nlJo n i ! Jo
~+oo
_;/ S gy LD 1
n!(n+1)"+1 Jo nl(n+ 1)1 (n+41)r+!
L égalité () s’écrit alors [y x ¥ dx = Y1 W =yio L

xlnx)

n(_1 r
Remarque. Pour calculer I, = fo dx, on peut aussi s’ intéresser plus généralement a J,, , = 01 % dx
que I’on calcule par récurrence gréce a une intégration par parties.
Le travail qui précede permet encore d’écrire

S doe =y o Gl gy — yres CDF

n! n=1 n"

ST ae =y Lot [l de =y C

n=1 n"

Correction de ’exercice 3 A

Pour x > 0, posons f(x) = . f est continue sur |0, +oo[
Ensuite, pour tout réel strictement positif x, ona 0 < e * < 1 et donc

2 2 ,—x
X Xx°e 2—x —nx __ yFoo 2—n+l ~+oo 2—nx
e—1 7 l—e ¥ z‘4n 0¢€ = Lp=0*X Z —1xe

Pour n € N* et x > 0, posons f,,(x) = x>¢~™. Chaque fonction f;, n € N*, est continue et intégrable sur [0, oo
car négligeable devant xiz quand x tend vers +oo. En particulier, chaque fonction f,, n € N*, est intégrable sur
10, ++eo[. De plus, pour n € N*,

Jo " 1 fu(x)] dx = fo+°°xze*”x dx = n]—g f0+°° wre " du = % = n%

qui est le terme général d’une série numérique convergente.

En résumé,

e chaque fonction f,,, n € N*, est continue et intégrable sur |0, 4-oo],

e la série de fonctions de terme général f,, n € N*, converge simplement vers la fonction f sur |0, +eo| et la
fonction f

est continue sur |0, +oo].

o T S ()] dx < .

D’apres un théoreme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur ]0,+oo[, la série numérique de terme
général fol fu(x) dx, n € N*, converge et

Jo " f(x)dx= ::lfowfn()dx— n= 1,,23

On a montré que




Correction de I’exercice 4 A
C’est presque le méme exercice que 1’exercice 3. Pour tout réel x > 0,

- o o
ﬁ — 12fZ*2X = Jxe~ x2+ 2nx __ ZJr dxe~ (2n+1)

puis avec la méme démarche que dans I’exercice précédent

byt e =y e & o)
—dx = Dxe~ FHIY gy — 7/ ue “du= —_—
[oae=X L i LGt ir

g 1 1 = 1\ n2 =2
=2y — =2 ——Y — | =2(1--) ===,
Yarm - L Lar) 2(-5) 55

n=1

Correction de I’exercice 5 A
Ici, le plus simple est peut-€tre de ne pas utiliser de théoréme d’intégration terme a terme. La fonction f : x —

111)’?2 est continue sur ]0, 1]. De plus, quand x tend vers 0, f(x) No N Inx :0 L0 (%) On en déduit que f est
x— X—
intégrable sur |0, 1].
Soitn € N.
1 n+1 2n+21
114132 Yi—o(— 1)kx%* Inx + (=1) lfxz =

Maintenant, chacune des fonctions f; : x+ (— l)kak Inx, 0 < k < n, est intégrable sur |0, 1] car continue sur
cdoli 1 » . . . -1 n+1x2n+2 Inx
10, 1] et négligeable devant 7 quand x tend vers 0. On en déduit encore que la fonction g, : x +— ()T

est intégrable sur |0, 1] car g, = f — Y.}_ fk- On a donc

1 )n+lx2n+2 Inx

1+x2 dx.

VneN, fol 112"2 dx —ZZZO(—I)"fO]kalnxdx—i—fOl =

La fonction & : x +— f‘h’x); dx est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité en 0. On en déduit que la
fonction & est bornée sur |0, 1]. Soit M un majorant de la fonction |A| sur ]0, 1]. Pour tout entier naturel n, on a
alors

n+1 2)l+2 Inx 1 o5 | xInx n
fO 12 dx‘ < Jo X i <M fy 2 dx = 2n+1
1 _1 n+l 2n+21nx

En particulier, lim,,_, ; f dx = 0. Ceci montre que la série numérique de terme général (—1)* fol x**Inx dx,

k € N, converge et que

1+x2

Jo 5 dx = Y (—1DF o+ Inx dx,

2n+
! ) ) 2n+1 .
peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

Soient n € N et € €]0, 1[. Les deux fonctions x — 3 ~ et x — Inx sont de classe C! sur le segment [€, 1]. On

1
1 2n _ |2 1 1 2 gl 1 2n+1
Je ¥ Inx dx = [2n+1 Inx e 2nFl dx=—glnée — 5oqy (1—e™™).
Quand ¢ tend vers 0, on obtient fol x*Inx dx = —m. Par suite,
fl Inx dx = — too (=" _ &
0 142 n=0 2n+1 ~— 4

4



Vérifions maintenant 1’intégrabilité de la fonction f sur ]0,+eo[. La fonction f est continue sur |0, +oo[ et on

sait déja que f est intégrable sur 0, 1]. De plus, x3/2f(x) ~ Iz = 0 et donc f(x) = o( 3/2> Ceci
X—rFo0 VX x— X—>oo

montre que la fonction f est intégrable sur [1, +oo[ et finalement sur |0, +oo[.

Pour calculer I = [~ f_tﬁz dx, la méthode précédente ne marche plus du tout car pour x > 1, x" tend vers +oo

quand 7 tend vers +oo. C’est une toute autre idée qui permet d’aller au bout. On pose u = % et on obtient

In(

=)™ i dx = Jie I+5 ) xSt == fo T i du= 1,

==

1+u?
etdonc / = 0.
Jo 5 dx=—F et [y iy dx =0,
Correction de I’exercice 6 A
1. Soit x € [0, 1[. Pour tout réel 7 de [0,x], on a - = ¥,¥% . Maintenant, pour tout réel ¢ € [0,x] et tout

entier naturel n, on a |¢|" < x". Puisque la série numérique de terme général X" converge, on en déduit
que la série de fonctions de terme général ¢ — ¢" converge normalement et donc uniformément sur le
segment [0,x]. D’apres le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, on peut affirmer que

_ox 1 . oo X o doo n+1 o +oo
—ln(l—x)—foﬁdt— n0Jo 1" dt = nzofm—z e

Vre[0,1], —In(1—1)=Y'= 2.

n=1 n

2. Par suite, pour ¢ €]0, 1],

M — Z+°° " lns llnt

Pour ¢ €]0, 1], posons f(t) = M puis pour 7 €]0, 1] et n € N*, posons fn( )= ’H%
Soit n € N*. La fonction f, est contlnue sur ]0,1] et négligeable devant \/ quand ¢ tend vers 0. La

fonction f, est donc intégrable sur |0, 1]. En particulier, la fonction f,, est donc intégrable sur |0, 1].
Calculons alors [01 fu(t) dt

Soit a €]0,1]. Les deux fonctions # — et t — —Int sont de classe C' sur le segment [a, 1]. On peut
donc effectuer une intégration par partles et on obtient

faltnfl(_lnt) dt = [ " lnt] 41 f " ldl a 1““+r3—2(1—a").

Quand a tend vers 0, on obtient jol —t" Int dt = n% et donc fol Su(t) dt = n% Puisque la fonction f, est
positive sur |0, 1], on a encore fol |fn(0)| dt = n]—; On en déduit que la série numérique de terme général
fol | fu(2)| dt converge.

En résumé,

e chaque fonction f, est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1],

e la séries de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement vers la fonction f sur |0, 1] et
la fonction f

est continue sur |0, 1],

n lfO ‘fn( )‘ dr < oo,
D’apres un théoréme d’intégration terme a terme,

IIn(H)In(1—1) 5, oo =" nt g, _ yteo 1
fO fdt— n=1J0 n dt = n=1 3"

fl In(#) In(1—1) dt = y+e L

0 t T n=1p3"




Correction de ’exercice 7 A

Existence de l’intégrale Soit x € R. La fonction f : t — Coslgft) est continue sur [0, 4o[. De plus, pour tout

réel positif 7, [ f(¢)| < - et donc [£(7)| 2 -9 (1—2) On en déduit que la fonction f est intégrable sur

a+oc ¢ fytoo
[0, +ee[.

+oo cos(xt)
cht

Pour tout réel x, dt existe.

Convergence de la série. Soit x € R. Pour n € N, posons u,(x) = (2”7“ Pourn € N,

2n+1)2+
()t () = 2L 243 et 1)(@n43)° 400 — (204 3)((2n+1)° +2)
Un(X) = Upp1(x) = 2n+12+x2 (2n+3)2+22 (@t 12+ ((2n+3)2 +22)
22n+1)(2n+3) —

T (@i )2 ) (20432 +22)

Puisque le numérateur de cette derniere expression tend vers 4o quand n tend vers +oo, cette expression
est positive pour n grand. On en déduit que la suite (u,(x)) décroit a partir d’un certain rang. D’autre part,
limy,— 4o tty (x) = 0.

On en déduit que la série de terme général (—1)"

u, (x) converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

Pour tout réel x, la série de terme général (—1)"(2’3:11% converge.

Egalité de I’intégrale et de la somme de la série. Soit n € N. Pour 7 €]0,+oo[, ona e’ €]0, 1] et donc

cos(xt)  2cos(xt)e”! e " Lcos(xt)e~ (2n+3)
“h7 e cos(xt)e kg{)( Ve +(—1) e
1 t)ef(2n+3)t
=2 —1)* t —(2k+1)t —1)rt! COS(x
k;)( )< cos(xt)e +(-1) =

—(2k+1)t

Maintenant, pour chaque k € N, la fonction 7 — cos(xt)e est intégrable sur [0,+oo[ car continue sur

. . . —(2n+3)t
[0, 40| et négligeable devant tiz quand ¢ tend vers +c0. On en déduit encore que la fonction ¢ — (—1)"*1 cos(xr)e

14e=2
est intégrable sur [0, +oo[ puis que
+oo cos(xt k oo (21 1 oo cos(xt)e™(2nt3)
vneN, S0 dr =270 o(—1)* fo" cos(ar)e RN dp 4 (— 1yl fFem esble T gy,
1)e—(2n+3)t oo, 1 . e (2n+3)

Ensuite, | [o™(— )"“% < Jo T et gr = 51+ et donc hmnﬁ%x,(—l)”‘*l% =0
puis

+-o00 cOS(xt +o0 o0 —(2 1

o ) gy — oy (1) [oF cos (xr )@V gy
Soitn € N.

/+°° COS(Xt)€7(2n+1)t dt = Re /+ooe (2n+1 t dt) </ 2n+1 +zx)t dt)
0 JO
1— lim e(—(2n+l)+ix)t
271 + 1 t—>}oo

e(—@nt1)+ix)e

= R _—_—
¢ < —(2n+1)+ix
— Re ((2 +11) : > (car ’e(f(ZnJrl)Jrix)t ef(2n+l)t _+> O)
n —ix n—stoo
_Re 2n+1+ix \ 2n+1
B 2n+1)24+x2)  (2n+1)24+x2

On a enfin montré que



oo cos(xt oo ¢ q1yn__ 2n+1
0+ Ccét)dtzzzn:O( 1) (2n+1)24+x2"




