Exo7

Séries

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1

Nature de la série de terme général

n2+n n Inn
1) (*) In (n inJri) 2) (*) n+(711)”\/ﬁ 3) (**) (Tﬁ) 4) ( ) In(n)In chn)
5) (**) arccos ,32/1—,}7 6) (%) 2, 7 (coss) =& 8 In(Zarcan )
9) (#) Jo? 2 10) (%) nVERERD A1) () e~ (141)"
Correction ¥ [005688]

Exercice 2

Nature de la série de terme général
1) (¥%%) /n* +2n2 — \*/P(n) ou P est un polyndme. 2) (%) H%S(n) ol S(n) = ;:2 #.
3) (**) u, o Vn € N*, u, = Lemn1,

4) (FEEF) y, = pi ou p, est le n-éme nombre premier

(indication : considérer Z _;In <11p1n) = 1,:’:1 In(1+ p, +p,21 +..).

5) (¥*%) y, = W ol ¢(n) est le nombre de chiffres de n en base 10.

6) () Wzt 0> 0eth> 0. 7) (**) arctan ((1+1)") —arctan ((1-1)°).
8) (%) nla Zk:1 B9 e (T (1+56)) — 1.

Correction V¥ [005689]

Exercice 3

Nature de la série de terme général

Desin(Z) e JEhn e (14 G0) g e o, colie) ¢ snine)

5) (+%) (—1)" i1

(—=1)" ZEZ)) ol P et Q sont deux polyndmes non nuls

7) (***%) (sin(n!me))? p entier naturel non nul.

Correction V [005690]

Exercice 4

Calculer les sommes des séries suivantes apres avoir vérifié leur convergence.

1) (%) L% 5 2) () L% 3, 3) (%) L% Gy
HEOLS (St - 2) 9enginn(1+50) 6 =) ri%n(cos ) ac]0,5[
textbf7) ¥ B2
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Correction V [005691]

Exercice 5 *** |

Soit (u,),en une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de terme général u,

converge. Montrer que u,, = o (%) Trouver un exemple de suite (u,),ecn de réels strictement positifs telle
n—+oo

que la série de terme général u,, converge mais telle que la suite de terme général nu, ne tende pas vers 0.
Correction ¥ [005692]

Exercice 6 ***

Soit o une injection de N* dans lui-méme. Montrer que la série de terme général % diverge.

Correction V¥ [005693]

Exercice 7 **
Soit (up)nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que les séries de termes généraux uy, 1_‘1—"“, In(1+
n

up) et fo" 12 sont de mémes natures.

Correction V [005694]

Exercice 8 ***

Trouver un développement limité a I’ordre 4 quand » tend vers I'infini de (e —Yio %) X (n+ 1)
Correction V [005695]

Exercice 9 ***

Nature de la série de terme général u, = sin (7(24 v/3)").
Correction ¥ [005696]

Exercice 10 **
Soit (uy)nen une suite positive telle que la série de terme général u,, converge. Etudier la nature de la série de

sz /U
terme général +=.
Correction V¥ [005697]

Exercice 11 ***

Soit (uy,),en une suite de réels positifs. Trouver la nature de la série de terme général v, = M‘W, n>1,
I(EETS

connaissant la nature de la série de terme général u,, puis en calculer la somme en cas de convergence.

Correction V¥ [005698]

Exercice 12 **%*

Soit (uy,),en une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, diverge.

Pour n € N, on pose S,, = ug + ... + u,,. Etudier en fonction de ¢ > 0 la nature de la série de terme général (SL:”)a .
Correction V [005699]

Exercice 13 **
1+(—1)"n* 1

Soit & € R. Nature de la série de terme général u,, = — e, n 2
Correction Vv [005700]

Exercice 14 ****
Onsaitque1—%+%—%—|—...:1n2.

A partir de la série précédente, on construit une nouvelle série en prenant p termes positifs, g termes négatifs, p
termes positifs ... (Par exemple pour p =3 etg =2, on s’intéresse a 1 + % + % — % — zlt + % + é +ig-5 gt



Convergence et somme de cette série.
Correction V [005701]

Exercice 15 ***

Nature de la série de terme général u,, = ZZ;% W

Correction Vv [005702]

Exercice 16
Convergence et somme éventuelle de la série de terme général

1) (%) u, = % 2) (%) ty = (e > 1 a € R donné,

Correction V [005703]

Exercice 17 *

Nature de la série de terme général u,, =Y N +k) =, P €]0,+oo].
Correction ¥ [005704]

Exercice 18 **

Déterminer un équivalent simple de m quand » tend vers I’infini (a réel positif donné).

Correction V¥ [005705]

Exercice 19 *

Nature de la série de terme général u, =Y 17 n+k),,, p €0, +oo|.
Correction ¥ [005706]

Exercice 20 *** ]

Développement limité a 1’ordre 4 de Zk ot k2 quand #n tend vers I’infini.
Correction ¥ [005707]

Exercice 21
Partie principale quand n tend vers +co de

1) (¥%%) Zp n+1( )plLI’ 2) (*%) Zgzlpp

p

Correction V [005708]

Exercice 22 ***

Soit p € N*, calculer }. - ():neN*’ netp nzl—pz) et Y, cne (ZPGN* potn T 1 ) Que peut-on en déduire ?
CorrectionV [005709]

Exercice 23 **

Calculer Y, 3; T

Correction V [005710]

n

Exercice 24 %

Soient (uy),>1 une suite réelle. Pour n > 1, on pose v, = w Montrer que si la série de terme général (un)2

2 +eo 2 Gindication - mai
converge alors la série de terme général (vn) converge et que ¥, (v4)? < 4Y. (u,)? (indication : majorer
vﬁ —2u,vp).




Correction V [005711]

Exercice 25 ***

) 2 2 —1)k
Convergence et somme de la série de terme général u, = § — Y _, (Zk +)1 ,nz=0.

Correction V [005712]




Correction de ’exercice 1 A

2
1. Pourn > 1, on pose un—ln( f’“) Vn > 1, u, existe

b=t (1+ ) (k) = (30 ()~ (+0(k) =0 h)

Comme la série de terme général n%’ n > 1, converge (série de RIEMANN d’exposant o > 1), la série de
terme général u, converge.
1 . 1 ‘o
2. Pour n > 2, on pose u, = ey v Vn > 2, u, existe et de plus u, o Comme la série de terme
général L -» = 2, diverge et est positive, la série de terme général u, diverge.

3. Pour n > 1, on pose u, = (2’;131) M Pourn>1,u, >0 et

In(uy) = In(n) In (2”‘”131) — In(n) (m <;> +n (1 + z) ~In (1 + 21n>>
= _In(n) <_1n2+0 (;)) = —In2In(n) +o(1).

Donc u, = M)~ =In2lnn — % Comme la série de terme général %, n > 1, diverge (série de
n—y—+oo

RIEMANN d’exposant o < 1) et est positive, la série de terme général u,, diverge.

4. Pour n > 2, on pose u, = u, existe pour n > 2. In(chn) ~ ln(7) =n—In2 ~ net

1
In(n)In(chn) n—s+oo n—s+oo

un > 0.

N oo nln(n)
Vérifions alors que la série de terme général ﬁ, n > 2, diverge. La fonction x — xInx est continue,
croissante et strictement positive sur |1, +oo[ (produit de deux fonctions strictement positives et crois-
santes sur |1, 4oo[). Par suite, la fonction x — ﬁ est continue et décroissante sur |1, +oeo[ et pour tout

entier k supérieur ou égal a 2,

1 k+1 1
kink > fk xInx dx

Par suite, pour n > 2,

Ll My, [ g de = 7 G de=In(In(n+1)) —In(In(2) — oo,

Z xInx n—s+oo

Donc u,, est positif et équivalent au terme général d’une série divergente. La série de terme général u,
diverge.

5. Pour n > 1, on pose u,, = arccos ¢/ 1 — 1 . U existe pour n > 1. De plus u, —+> 0. On en déduit que

' = Ya! L= 1—-(1 LY = 1-1 2 !
Un o~ sin(uy,) = sin | arccos { —a = 0 o\ +3 5 +o )
21
n—:i-‘x’ \/;n = O

terme général d’une série de RIEMANN divergente. La série de terme général un diverge.

6. Pour n > 1, on pose u, = 0 21), u, existe et u, # 0 pour n > 1. De plus,

_ (n+1)?
=

n=D! (1) 1 L o0<l.

! 3
n T p—toeo M p—too

Unt1
Un

5 !

D’apres la regle de d’ ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.



n
7. Pour n > 1, on pose u,, = (cos ﬁ) — \1[ u, est défini pour n > 1 carpourn > 1, - € ]0, 3 [ et donc

N
cos f > 0. Ensuite
In ( cos ! In(1 d + ! + ! ! + ! ! + :
_— = _— _— 0] = _— _— 0] —_—
/N ) nteo 2n  24n? n2) ) note 20 2402 8n? n?
B 1 1 i 1
note 20 1222 °\n2 )
Puis nln (cos 7) = —% - +0(}) etdonc
g/In(cos(1 /\/n) _ _ L( fin+o(}7) _ ) ~
thy = NI G 1) o <O
La série de terme général — Tonve est divergente et donc la série de terme général u,, diverge.

2 n*+1 2 n
In [ — arctan =In|(1— —arctan | ——
T n T n?+1

2
~ ——arctan
n—+eo JT

2 n 2
~ —Z ~ —= <o
n24+1) nste wn24+1ns+o nmw

Donc, la série de terme général u, diverge.

/2 2
9. Pour n > 1, on pose u,, = o/ n2c+()20:2 dx.

cos?x
n24-cos?x

Pour n > 1, la fonction x — dx est continue sur [O } et positive et donc, u,, existe et est positif.

De plus, pourn > 1,

/2 1 _ =z
Sun < Jo'" i dX = 5

La série de terme general 3,2 converge et donc la série de terme général u, converge.

10. —v2sin (£41) = —sin (1) —cos (1) S ~1+0(5) puis
n

n

: 1 _ 1 _
2sin (5 +1)Inn i —In(n) +0 (22) e —In(n) +o(1).
Par suite,
0<uy=e V2in(Eta)nn  pmlnn_ 1
n—s—+oo n

La série de terme général L diverge et la série de terme général u, diverge.
1y = _ 1
11. nln(1+n)n_>+ 1 +0( )etdonc
_ -4 +o(L)y  _ 1 1
unn%—ﬂoE—e 0())n~>_+ooe(1_1+ﬂ+0(ﬁ))nﬂmjrooﬁ>0

La série de terme général 5. diverge et la série de terme général u,, diverge.

Correction de I’exercice 2 A

1. Si P n’est pas unitaire de degré 3, u, ne tend pas vers O et la série de terme général u,, diverge grossie-
rement.

Soit P un polynome unitaire de degré 3. Posons P = X3 4+ aX? +bX +c.



1/4 1/3
a c
U, =n (l—i- ) <—|— + 7T 3 > )
n
1 a b a’ 1
4+ —+-——-——+0(—
ser(( 5o ()= (osismam o)
a b a*\1 1
= ———+—]-4+0(= .
3 (2 3+9)n+ <n2>
e Si a # 0, u, ne tend pas vers 0 et la série de terme général u, diverge grossierement.

. 1 b
eSia=0et; 3750,u,,n_>+oo

au terme général d’une série divergente. Donc la série de terme général u,, diverge.

n—+-o0

(% - %) % u, est donc de signe constant pour n grand et est équivalent

eSia=0 et 5—2=0,u, = o (n%) Dans ce cas, la série de terme général u, converge (absolument).
n— -+too

En résumé, la série de terme général u, converge si et seulement sia =0etb = % ou encore la série de
terme général u, converge si et seulement si P est de la forme X3 + %X +c,ceR.

. Pour n > 2, posons u, = S(n). Pour n > 2,
0<S(n+1)=X)5% 1 X 5 <5L% 5 = 35(n)

5(2 .
2,5,% . Par suite,

etdonc Vn > 2, S(n) <

Pour tout réel «, la série de terme général u,, converge.

. Yuy € R, Vn € N*, u,, > 0. Par suite, Vn > 2,0 < u,, < %
On en déduit que lim,,_, 4 u, = O et par suite u, ~ % > 0. La série de terme général u,, diverge.
n——+oo

. On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Notons (py)nen- la suite croissante des nombres premiers. La suite (p,),en+ est une suite strictement
croissante d’entiers et donc lim,_, . p, = 4°° ou encore lim,_, ;. pi =0
n

-1 ~1

Par suite, 0 < - ~ 1In ((1 — i) > et les séries de termes généraux - et In ((1 — i) ) sont
Pn n——+oo Pn Pn Pn

de mé&me nature.

-1
Il reste donc a étudier la nature de la série de terme général In <<1 — pi> ) .

~1
Montrons que VN € N*, ¥ 7 In ((1 - iﬂ) ) >In (XY 1).
Soit n > Alors o < 1 et la série de terme général - o k € N, est une série géométrique convergente de

—1
1
mm 1—— .
somme : ):k op ( pn>

Soit alors N un entier naturel supérieur ou égal a 2 et p; < p>... < p, la liste des nombres premiers
inférieurs ou égaux a N.

Tout entier entre 1 et N s’écrit de maniére unique p;" ... pf" ouVie[1,n],0<Bi<o;=E <112((2/>)) et
deux entiers distincts ont des décompositions distinctes. Donc



teo 1\ ! n 1\ ! 1\ !
Y In <1—) >)Y In —) (car Vk € N*, <1—> > 1)
k=1 Pk k=1 Pk Pk
yi]>ym(y
i=0 Pk k=1 i=0 Pk

n (& 1 1
=In i) )=m )y B B
k=1 \i=0 Pk 0<BI <t .ony OLKPu<y P1 -+ -5 Ph

-1
Or limy_ o In (Zk %) +o0 et donc Z <<1 — i) > = +oo,

La série de terme général In (1 — i) diverge et il en est de méme de la série de terme général i

(Ceci montre qu’il y a beaucoup de nombres premiers et en tout cas beaucoup plus de nombres premiers

que de carrés parfaits par exemple).

. Soit n € N*. Posons n = a, x 107 +... +a; x 10+ag ou Vi € [0, p]], a; € {0,1;...,9} et a, # 0. Alors
c(n)=p+1.

Déterminons p est en fonction de . On a 10” < n < 107*! et donc p = E (log(n)). Donc

* _ 1
Vn e N, up = Soptiogmane
In*(10)
n—stoo NIN%(n)
BERTRAND). Redémontrons ce résultat qui n’est pas un résultat de cours.

Par suite, u, et la série de terme général u,, converge si et seulement si o > 1 (séries de

< 1, la série de terme

1

général W“() est dlvergente car Vn > 2, m Z S

Soit o > 1. Puisque la fonction x > m est continue et strictement décroissante sur |1, o[, pour
k>3,
1 ko1
kIn®k < k=1 xIn%x dx

puis, pour n > 3, en sommant pour k € [3,n]

n 1 n k 1 _m_1 _ 1 1 1 L l
Zk:_’, KIn%k < Zk:3 fkfl xIn%x dx = f2 xIn%x dx = a—1 (1110(*1(2) ln"’l(n)) S —1 % 1(2)"

Ainsi, la suite des sommes partlelles de la série a termes positifs, de terme général est majorée et

kln K
donc la série de terme général

6 Soitn > 2.

m converge.

Unt1
Un

_ In%(n+1)
= Ty njrw0<1

et d’apres la regle de d’ ALEMBERT, la série de terme général u,, converge.

6. lim,  you, = 7 — 7 = 0. Donc

n ™~ tan(u,)

Loy EROG) a1

14+ (1=5)" nove 240(L) not=n

n2

Par suite, la série de terme général u,, converge si et seulement si a = 0.



7. La fonction x — x3/2 est continue et croissante sur R*. Donc pourk > 1, fkkfl /2 dx < K3/2 < fkkH /2 dx
puis pour n € N* ;

Jo ¥ dxyi fkk—1x3/2 dx <Yj K7 <Y fkkH B2 dx = f1n+1 22 dx
ce qui fournit

2052 < Yr_ 2 < 2((n+1)%2 1) etdonc Yp_ k32 ~ 22

n—y—+oo

5
27« £ c 2 . .
Donc u,, ~ Z"T > 0. La série de terme général u,, converge si et seulement si o > %
n

o0

8. Pourn>1,

p= () (14 2) (4 2) 1zt 2 pa =t 5

1 L L .
"g’;; N o I, sior<3,0onaa—2< 1etlasérie de terme général u, diverge.
n——+oo

Comme

Sia>3,

n 1
0<u, < (1+%) 1 :enln(l-l-na—l) 1
n

1
n;\;mnln <l + nd])

> terme général d’une série de RIEMANN convergente,

~Y
n—+oo p&—

et, puisque o —2 > 1, la série de terme général u, converge. Finalement, la série de terme général u,
converge si et seulement si @ > 3.

Correction de I’exercice 3 A

1. Pourn e N,

—sm( +21> = sin (W) =sin (35 + (n— 1)) = (=1)" 'sin (;55).

La suite ((— 1)"!sin (n q )) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La
série de terme général u,, converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.

2. (la suite (%) n’est pas décroisante a partir d’un certain rang).

b= G e 5 S 0+0(), 5 S0,

O n— n n——teo N

n

La série de terme général Gl converge en vertu du criteére spécial aux séries alternées et la série
n
de terme général O (=) est absolument convergente. On en déduit que la série de terme général Uy
112
converge.

n—stoo VN Vo
sont convergentes et la série de terme général _271 est divergente. Si la série de terme général u,, conver-

geait alors la série de terme général —ﬁ = Uy, — (7\/1;3 -0 < 31/2> convergerait ce qui n’est pas. Donc la

3. u,=In (1 + %) = U —|—0 ( 3/2> Les séries de termes généraux respectifs (Gl etO ( 3/2>

série de terme général u, diverge.
Remarque. La série de terme général u, diverge bien que u, soit équivalent au terme général d’une
série convergente.

4. Si o € 27, alors les deux premieres séries divergent et la derniére converge.

Soit o ¢ 27Z. Pour n € N*, posons v, = e et g, = % de sorte que u, = &,v,. Pour n € N*, posons
encore V, = Y7 | V.



Pour (n, p) € (N*)?, posons enfin R = Y u — ¥l ux = Y27 | uy. (On effectue alors une transfor-
mation d’ ABEL).

n+p n+p n-+p n+p n+p n+p—1
RE="Y gwu= Y aVi-Vio)= )Y &aV%i— Y aVii= Y &Vi— Z €1 Vi
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
n+p—1
:en+an+p_gn+1Vn+ Z (Ek_ek+l)vk-
k=n+1

Maintenant, pour nn € N*, V,, = /£ =1 — el S92 o done Wn € N*, |V,
p P

1 sin(a/2) Ik Par suite, pour
(n,p) € (N)?

\sm (x/2

IRy | =

1 n+p—1 1
——Vip———Vat SV
ntp " kzn;q <k k—i—l)

_ 1 1 N 1 +"+il<1 1 >
S sin(a/2)| \n+p nt1 i Nk k+1

1 1 1 1 1 2
== e ==
|sin(ot/2)] (n+p n+1 n+1 n+p> |sin(et/2)|(n+1)
2
S
n|sin(o/2)]

Soit alors € un réel strictement positif. Pour n > E (W) + 1 et p entier naturel non nul quel-
conque, on a |R}| < €.

<E.

On a montré que Ve > 0, 3ng € N*/ V(n,p) € N*, (n > no = ‘Zk | Uk — Lp—q Uk
Ainsi, la série de terme général u, vérifie le critere de CAUCHY et est donc convergente. Il en est de

méme des séries de termes généraux respectifs M =Re (#) et M =Im ( i )

. Pour x €]0,+oo[, posons f(x) = 11X, £ est dérivable sur |0, +oo[ et Vx > e, f/(x) = 1212 < 0.

)z

converge en vertu du critere spemal aux séries

Donc, la fonction f est décroissante sur [e,+oo[. On en déduit que la suite ( est une suite dé-

croissante. Mais alors la série de terme général (—1)" =" Inn

alternées.
. ® Si degP
o Si degP

o Si degP =degQ — 1, u, = (—1)"nd§§nlfQ +0 (rTZ) u, est alors somme de deux termes généraux de
n o0

degQ, u, ne tend pas vers O et la série de terme général u,, est grossierement divergente.

NV

degQ—2,u,=0 ( ) et la série de terme général u, est absolument convergente.

séries convergentes et la série de terme général u,, converge.
En résumé, la série de terme général u,, converge si et seulement si degP < degQ.

o 1 2 n!
Ce=Y00 pu1sp0urn 2,nle=1+n+Y o h+Y7 k.
Pour0 <k <n—-2, H est un entier divisible par n(n — 1) et est donc un entier pair que 1’on note 2K,,.
Pourn > 2, on obtient

sin(n!me) = sin (2K, w4+ (n+ 1)+ w5, m) = (—1)"sin (T y= ol 2.

Déterminons un développement limité a I’ordre 2 de ¥, “aE ! quand 7 tend vers oo

Zk n+1 k' - n+1 + (n+l) (n+2) +Zk n+3 k'

. nl _ 1 1
Maintenant, pour k > n+ 3, o= D)D) < D et donc
n! _ 1 11 1
Zk nt3 kS Zk n+3 ( n+l) = )} X C LT a2 S

10



On en déduit que Zk 43 k, o (nl—z) Il reste

n——+oo

-1
Zk n+1k' = n]?_‘_m—i_o(nz) N %(14_%) +r37+0(r37) N n+0(n7)'

n—r+-oo n—+-oo0

1
: S — (1l an (Z 1y &0 oo
Finalement , sin(n!me) IH—JFN( 1) sin(Z240(-5)) = ——=+(57)-
sin(n!me) est somme de deux termes généraux de séries convergentes et la série de terme général
sin(n!me) converge.

P pon s s .
Sip =2, |sin”(n!me) ~ T et la série de terme général sin” (n!me) converge absolument.
n—-oo

Correction de I’exercice 4 A

1. 2t L0 (). Par suite, la série de terme général 5! converge.
Ter calcul. Soit S = Y, £ Alors
oo oo +o
PY Z 3n+l Z Z ‘ 3;1
n=1 n=
1 1 3
—(S—1) e =52,
(5=1) 31-14 2

3

On en déduit que S = 3

Z+<><> n+l _ 9
n=0 3» — 4°

2¢me calcul. Pour x € R et n € N, on pose f;,(x) = Y}_ox.
Soit n € N*. f;, est dérivable sur R et pour x € R,

Falx) = Ejr kot = g (ke 1
Par suite, pour n € N*etx € R\ {1}

— " (x=1)— (" n—1)x"—nx""!
EiCb(k+ Dk = £1(0) = (551 () = b pteet) = (et

n—1 n

. _ S +1

Pour x = 1, on obtient Y~} &l — 37 T
; 0Ty

2k 1 _ 3 1 5 :
2. Pour k > 3, >y 8(k72)+ﬂ_8(k+2)‘Pms

et quand n tend vers I’infini, on obtient de nouveau S =

" ok—1 3% 1 1&1 58 1 3721 141 512
,;k3—4k 8,§3k—2 45 skék 2 8,§lk 4,;k 8 =k
3 1 &1 1T&1T 501 1381
= “(1+-= “)+-Y - [—=-2V - 1
Hm8<+2+k§k> 4,§Sk 8( 3 4,;31()“()
3 3 5 7 89
ey 2Ty X oW, Sl gg o)

La série proposée est donc convergente de somme gg

Z-l-w 2n—1 __ 89
n=3 n3— 4n 9

3. Pourk € N, ona 13k+j3"+(j ) — 3 puis 13k+1 +J3k+l +(] )3k+l _ 1+J_|_J =0et 13k+2+J3k+2+
(232 =1+ j2 4+ j* = 0. Par suite,

11



. ) oo 174 j"+(j
J Jo —yt /7
ete te _Zn =0 n! _3211 =0 (

et donc

+
8

e
i
~f
+
Y
!
1
oS
N—

S 1 1 ;
=—(e+¢e’ +e]2) =3 <e+e =3 <e+2e_]/2Re(e_“/§/2)>

1 —-1/2 V3
:3<e+26 /cos<2>>.

g
iy
W
s
W

k=2

L () B ) - ()
1 1

> (somme télescopique)

2

teo (1 12
vn

SREv

)=

5. In (l + %) = % + 0( 1). Donc la série de terme général In (l y e ) ) converge.
n—r—+oo
(=1

Posons § = Z,:;"} In ( 1+ ﬂ) puis pour n > 2, S, =Y _ ( + T) Puisque la série converge

S=1im,; . 0S, =1lim, ;. S2,1 avec
2p+1 P 1 1
S 1 l— —— In{1
Zn( )L (o(-gir) o (130))

(In(2k) —In(2k + 1) +In(2k + 1) — In(2k)) = 0

Mw

k

1

et quand p tend vers +oo, on obtient § = 0.

=i (14 58) —o.

6. Siac ]O [ alors, pour tout entier naturel n, 2n IS ]0 % [ et donc cos (2,,) > 0.

Ensuite, In (cos (2” )) i In (1 +0 (22,1 )) (%) et la série converge. Ensuite,
n B nsin (2% 4F) sin (&
kX‘éln(cos( )) =In (HCOS<2’<>> N n<k1:!) 2sin (%) > <2”+11:I sm(% )

on+lgin (;z
sin(2a) '\ sin(2a)
n—>,\—«l—o<>ln<2"+l ><2a,,> _ln< 2a '

Vae]O,’zr

in(2
—1In (sm(a))) (produit télescopique)

12



7. Vérifions que pour tout réel x on a th(2x) = litt}}‘lf Soit x € R.

ch’x+ sh’x = Z((ex +e )2+ (ef—e)?) = (€2x +e ) = ch(2x) et 2shxchx = §<ex —e ) (e"+
e %) = 3(e** — e %) = sh(2x) puis

2thx  _ 2shxchx __ sh(2x)
1+th>x ~ ch®x+sh>x ~ ch(2x) — th(zx)
. % _ 2 1 . *
Par suite, pour x € R*, thx = H29 " Mais alors, poura € R*etn € N

Lol oray W12 1 L 1 1
Y e R M E e
~ ok \2k) T &0k \thss  thg | A\ 25Tty 2Fthg

k=0 k=T
2 1 Jescont
= ha) 2 < (somme télescopique)
2 1

% S
n—+te th(2a) a’

ce qui reste vrai quand a = 0.

Va€R, ¥, % 5th(5) = h2a)  a’

Correction de I’exercice 5 A
11 faut vérifier que nu, > 0. Pour n € N, posons S, = Y.;_ux. Pourn € N, ona
n——+o0

2n
0< (2n)upy =2(upn+ ... +upy) <2 Z uy. (car la suite u est décroissante)
—_— k=n-+1

n

=2(8S21 — Sn).
Puisque la série de terme général u,, converge, lim,_, o 2(S2, — S,,) = 0 et donc lim,,—; o0 (21)utp, = 0.
Ensuite, 0 < (2n+ 1)uzpr1 < (2n+ uzy = (2n)ug, + uay Mt 0. Donc les suites des termes de rangs pairs et

impairs extraites de la suite (nu, ),cn convergent et ont méme limite a savoir 0. On en déduit que lim,,_, 40 nu, =
Oouencore que u, = o(L).
q " n——+oo ( n )

Osin=0
Contre exemple avec # non monotone. Pour n € N, on pose u, = % si n est un carré parfait non nul . La suite
0 sinon
u est positive et Y 1% u -5 < 4oo. Pourtant, p?u,, =1 — 1etla suite (nu,) admet une suite extraite
p n=04n = Lp=1 pz e n
convergeant vers 1. On a donc pas lim,_, . nu, = 0.
Correction de I’exercice 6 A
o(k)

Soit ¢ une permutation de [1,n]. Montrons que la suite S, = Y}_, n = 1, ne vérifie pas le critere de

CAUCHY. Soit n € N*,

e

2n
ok
R e
k*n+l k=n+1

4 — (l +2+...4+n) (car les n entiers 6(k), 1 <k < n, sont strictement positifs et deux a deux distincts)

(n—|— 1) n* 1
8n? 8n2 -8

13



Si la suite (S,,) converge, on doit avoir lim,_, ;(S2, — S,) = 0 ce qui contredit 1’inégalité précédente. Donc la

L. . o
série de terme général %

n > 1, diverge.

Correction de I’exercice 7 A

_ U, dx
Pour n € N, posons v, = ln(l +uy), wy = 1+ etty= Jy" 15
eSiu, — 0, alors 0 < ~ v, ~ wy,. Dans ce cas, les séries de termes généraux u,, v, et w, sont de
n—r—+oo n—>+°° n—+-oo
méme nature.
. 1 L L4
D’autre part, pour n € N, 17> W( < ln < Uy PUIS § yrs < ,7" let donc ¢, T u,. Les séries de termes généraux

u, ett, sont aussi de méme nature.

e Si u, ne tend pas vers 0, la série de terme général u, est grossierement divergente. Puisque u,, = e — 1, v,
ne tend pas vers 0 et la série de terme général v, est grossierement divergente. Dans ce cas aussi, les séries de
termes généraux sont de méme nature.

De méme, puisque wy, = ; +u <l,onau, = lwf " ne peut tendre vers 0.

Enfin, puisque u, ne tend pas vers 0, il existe € > 0 tel que pour tout entier naturel N, il existe n =n(N) > N
tel que u, > €. Pour cet € etces n,on at, > |, €_dx_ - ( (fonction continue, positive et non nulle) et la suite 7,

0 T4xe
ne tend pas vers 0. Dans le cas ou u, ne tend pas vers 0, les quatre séries sont grossiérement divergentes.

Correction de I’exercice 8 A
Pour n € N, posons u, = (n+1)! (e — ¥f_ ;). Soitn € N.

uy — f (n+1)!

k=n+1 k!
=1+ ! + ! + : + ! + JFZOO !
42 m+2)(n+3)  (n+2)(n+3)(n+4)  (n+2)(n+3)(n+4)(n+5) oo (n+2)(n+3).. .k
1 1
Ona0 <L 6 a3k = w1 iz 71 = (a2 17% = o) < - Onendéduitque Y% 6 osyrayg
o(n—z‘).Donc
RN U S— vo(s)
U, = ol =
n—s+oo 2 (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)(n+4 (n 2)(n+3)(n+4)(n+5) n*
2\ 1 2\ o 2 AN A | 1
e (42) e (1) <l+> ) ) () (1)
n—oeo n n n n n n n
VA ST AN s oLy (3 (e
n—-+oo n? n? nw) T n n n

N———

+
|
+
Q
S|—=, ~— N 3|~ I|= 3

p—
|
S|
S
w

= 1+ 1—2+4—8)+1(1—5+19)+1(1—9>+1+0<1>
N 400 n n®2 nd n? n o n? n3 n n* nt
= 1 ! i—1-3—1—0 1)
oo 2T A WA

Finalement

Correction de I’exercice 9 A
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Pour n € N, posons u,, = sin (71(2 + \@)”) D’apres la formule du bindme de NEWTON, (2 -+ \/5)" =A,+B,V3
ol A, et B, sont des entiers naturels. Un calcul conjugué fournit aussi (2 — \/§)” = A, — B,\/3. Par suite,
(24 +/3)"+ (2 —/3)" = 24, est un entier pair. Par suite, pour n € N,

up = sin (24,7 — 71(2 —/3)") = —sin (7(2 - V3)").

Mais 0 < 2 —+/3 < 1 etdonc (2—+/3)" — 0. On en déduit que |un| 717(2 —/3)" terme général d’une

n—+oo
série géométrique convergente. Donc la série de terme général u,, converge.

Correction de I’exercice 10 A

2 . -
Pour n € N*, on a (y/u, — 1) et donc 0 < \/f < %(un—&— 1). Comme la série terme général 5 (u, + =)

n

z.. s 2 u,
converge, la série de terme général % converge.

Correction de ’exercice 11 A

up+1-—1 — 1 _ 1
(I+uy)...(14uy,) (I4uy)...(I4up—1)  (I+up)...(14u,

Pourn>2,v, = y et d’autre part vi = 1 — -——. Donc, pour n > 2

Yioivk=1-— m (somme télescopique).

Si la série de terme général u, converge alors lim,, ;. u, = 0 et donc 0 < u, ~ In(1+ u,). Donc la série
n—s~-oo

de terme général In(1 +u,) converge ou encore la suite (In([T;_;(1+u))),>, converge vers un certain réel
¢. Mais alors la suite ([T;_,(1+u)),, converge vers le réel strictement positif P = ¢'. Dans ce cas, la suite
(Xk—1Vk),> converge vers 1 — 'y

Si la série de terme général u, diverge alors la série de terme général In(1+ u,) diverge vers +oo et il en est de
méme que la suite (TTz_; (1+u)),~,- Dans ce cas, la suite (Yj_; v),~, converge vers 1.

Correction de I’exercice 12 A
Etudions tout d’abord la convergence de la série de terme général .
Si ¢* tend vers 0 alors

o<t~ —i(1-%) =1 (%) = In(S,) ~In(s,-0).

Par hypothese, lim,,_, ;. S, = +0. On en déduit que la série de terme général In(S,) — In(S,_1) est divergente

car Yy, In(Sg) —In(Sk—1) = In(S,) — In(Sp) —+> +o0. Dans ce cas, la série de terme général §* diverge ce qui
n—r—+oo n

Un

est aussi le cas si ¢* ne tend pas vers 0.
n
Donc, dans tous les cas, la série de terme général ¢* diverge.
n

Si o < 1, puisque S, tend vers +oo, & partir d’un certain rang on a S& < S, et donc g‘g, > ?—Z Donc, si ¢ < 1, 1a
série de terme général ¢4 diverge.

Si o > 1, puisque la suite (Sy) est croissante,

ufn_snsnl_snﬂ Q_ 1 1_1
0 < Sg o Sa Sn—l Sg g x® T a—1 (Sal Sgtl)’

infini.

Dans ce cas, la série de terme général 2 §& converge.

La série de terme général ¢ - o converge si et seulement si o > 1. I

15



Correction de ’exercice 13 A

Sia<0,u, ~ n?*etsiaa=0,u,=1+(—1)" Doncsi o <0, u, ne tend pas vers 0. La série de terme
n——+oo
général u, diverge grossierement dans ce cas.

On suppose dorénavant que o > 0. Pour tout entier naturel non nul n, 1 et donc la série de terme

général u,, converge absolument si et seulement si @ > 1.
Il reste a étudier le casou 0 < ¢ < 1.On a u, = = 1) + % La suite (i) tend vers O en décroissant et

donc la série de terme général ~— e ) converge en vertu du critere spécial aux séries alternees On en déduit que
la série de terme general Uy converge si et seulement si la série de terme general 7 converge ou encore si et

seulement si o > 5.
En résumé

. . ;. —1)"'n% . .
Si a <0, la série de terme général M diverge grossierement,

(=D)"n

si0 < a < 3, la série de terme général ; diverge,

1) n% )
si 2 < o < 1, la série de terme général (7,1)" est semi convergente,

si o > 1, la série de terme général & converge absolument.

Correction de ’exercice 14 A

Pour n € N*¥, on note S, la somme des n premiers termes de la série considérée et on pose H, =Y _, % IT est
connuque H, = Inn+y+o(l).

n—+oo
Soit m € N*.

1 1 11 1 1 1 1 1
S = (1 — et — .. - o — )
m(pta) <+3+ b —1) <2+4+ +2q)+<2p—|—1+ +4p—l> <2q+2+ +4q>+

1 1 1 1
* <2(m—1)p+1 +'"+2mp—1> a <2(m—1)q+2 T 2mq>

=. (ln(2mp)+}/)—E(ln(mp)+j’+ln(mq)+}’)+0( )= ln2+;ln<q>+0(1).

Ainsi, la suite extraite (Sm( » +q))m6N* converge vers In2 + %ln (%)
Montrons alors que la suite (Sy,),en+ converge. Soit n € N*. Il existe un unique entier naturel non nul m,, tel que

my(p+q) <n<(m,+1)(p+q)asavoirm, =E <p+q)

1 1 1 1
Sp—S <—+...
Sn = Smipral S G T T T S A Dp =1 2mg 42 | 2+ 1)a
P ¢ L 1 _1

< + < .
2mup+1  2muq+2 " 2m, 2m, my,

Soit alors € > 0.
Puisque lim,,_, 1 m,, = +oo, il existe ng € N* tel que pour n > ny, mi < % et aussi Sn(pq) — In2 — %ln (g) ‘ <

£. Pour n > ny, on a alors

16



1 p 1
Smn(erq) —In2— Eln (q) ‘ <—+

On a montré que Ve >0, Ing e N*/VneN, (n>np =

Sy — <ln2 =+ %ln (5)) ‘ < €) et donc, la série proposée

converge et a pour somme In2 + %ln (g) .

Correction de ’exercice 15 A

La série proposée est le produit de CAUCHY de la série de terme général ,%a n > 1, par elle méme.
e Si & > 1, on sait que la série de terme général n% converge absolument et donc que la série proposée converge.

oSiOQ(Xé1,pour0<k<n0na0<k(n—k)<%(n—%):%2.D0ncu,,>’;2;laavec r;;loc ~ nz‘fx—a,l.
CCHES

Comme 2a — 1 < 1, la série proposée diverge.
OSiOt<0,un2( 1

n=nye ¢t donc u, ne tend pas vers 0. Dans ce cas, la série proposée diverge grossicrement.

Correction de ’exercice 16 A

1. Soitn € N.

2 =30 +1=2(n+3)(n+2)(n+1) = 150> =22n— 11 =2(n+3)(n+2)(n+1) — 15(n+3)(n+2) + 53n+79

=2(n+3)(n+2)(n+1)—15(n+3)(n+2)+53(n+3)—80
Donc
&ond-3nP+1 /2 15 53 80 5
b N c_ — =2¢—15(e—1)+53(e—2)—80(e— =
n;) (n+3)! E(m CERECE] (n+3)!> e=15(e—1)+53(e=2) (e 2)
= —40e+ 111.
o 23352
TS0 2ot = —40e + 111,
n+

2. PourneN,onau, = uy. Par suite (n+a+ 1)uy1 = (n+ Du, = (n+a)u, + (1 — a)uy, puis

1
a+n+1

(l—a)Yi juk=Y_(k+a+ D1 — Y} (k+a)uxy = (n+a+1)uy41 — (a+ Du; =
(n+a+1)uppr —1.

Sia=1,Vne N*, u, = nlﬁ Dans ce cas, la série diverge.
Sia#1,Vne N, Y= = ((n+a+Duy1 —1) = L5 — L(a+n+ Duyyy.

a—1
Sia > 1, la suite u est strictement positive et la suite des sommes partielles (S,) est majorée par a%l

Donc la série de terme général u, converge. Il en est de méme de la suite ((a +n+ 1)u,41). Soit
C=1im, w(a+n+1)uyy.

Sil#£0, uy1 N +ﬁ —7 contredisant la convergence de la série de terme général u,,. Donc £ =0 et
n——+oo

: +oo —
S1a > 1, ZHZI U, = 1

. * 1x2x..xn 1 £t :
Si0<a<1,pourtoutn € N*, u, > B3k ) T Dans ce cas, la série diverge.
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Correction de ’exercice 17 A

Pour tout entier naturel non nul n, 0 < <Y L = _L_ etla série de terme
20n p 20pp—T k 1( k=1 pr np—1

général u,, converge si et seulement si p > 2.

Zn 1
k=1 (n-|—k P

Correction de ’exercice 18 A
(On apphque la regle de RAABE-DUHAMEL qui n’est pas un résultat de cours.) Pour n € N, posons u, =

(a+1) (a+2) S(a+n)"

el = () (1447 S () (-4 40 () = 1240 ()

Uy a+n+1 n——+oo

et « on sait » qu’il existe un réel strictement positif K tel que u, ~ nﬁa
n——+oo

Correction de I’exercice 19 A

Pour tout entier naturel non nul , 0 < W =Y 2,11)p <Y1 Jrlk)p <Yp 5= n,,l—_l et la série de terme

général u, converge si et seulement si p > 2.

Correction de ’exercice 20 A

Pour n € N*, posons R, = Zk 1 k2 Puisque la série de terme général iz k > 1, converge, la suite (R,) est
définie et tend vers 0 quand »n tend vers +co.

0< kLZ ~ ﬁ = ﬁ — % et puisque la série de terme général kLZ converge, la regle de 1’équivalence des
k—o0

restes de séries a termes positifs convergentes permet d’affirmer que

e 3] S T
= L gt & Tk

k=n+1 k=n+1
. N 1 1 )
= lim —— — — | (surtout ne pas décomposer en deux sommes)
Norteo, £ k—1 &k

. 1 1 ) .
= lim ( - N) (somme télescopique)

N—+oo
1
o n
1 1
ou encore R, LTt (1).
Plus précisément, pour n € N*, R, — = Zk il kz Zk n+1 k(k—1) k ) Zk n+1 k2 k—1)
1 1 _ 2
Or — 35— t i) = eai)gea) Puis
2 2 _ 6
PEG) T REDG-2ES R nk-ze— o done
1 Ry 1 1 R 2
R,=—— = — LY ARV
" n k:;rl k2 (k— 1) n k;rl k(k—1)(k—2) ;H kK(k—1)(k—2)
1 f N Z 2 f 6
n k=n+1 k(k_l) k 2 k= n+1 2)<k_3) k=n+1 kz(k—l)(k—Z)(k—3)
. too 1 +oo 6 _ 3
Ensuite Zk:n-H k2 (k=1)(k—2)(k-3) n—>+°° Zk n+1 ks —>m-&}- 4”4 ou encore Zk:n-H K2 (k—1)(k—2)(k—3) n—+oo S 2nt +

o(n%). Puis
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1

Ry 1 1 1 .1 1 1
kz;ﬂ k(k—1)(k—2) :Nlili‘mik:,z;il <(k—1)(k—2) _k(k—1)> =im_3 <n(n—1) )

Loy L [ B B
- on? n noteo 22 23 2t O\

et
i 2 . N 1 1
k:,,Z+1 k(k—1)(k—2)(k—3) _NEIEQMZH <(k— D(k—2)(k—3) k(k— 1)(k—2)>

2 1 1 2
=\im3 <n(n— )(n—2) N(N— 1)(N—2)> ~ 3a(n—1)(n—2)
:2<1_1>_1<1—2>_1 = 2<1+1+0<1>> <1+2+o

303 n n n—so0 313 n n n

2 2 1
nf@&ﬁ+ﬁ+oaﬂ>

et finalement

):M<

()

n—1)

Correction de ’exercice 21 A

1. La suite (IHTH)neN*

tend vers 0, en décroissant a partir du rang 3 (fourni par I’étude de la fonction x — 1“7"

sur [e, +oo) et donc la série de terme général (—1)"122, 5 > 1, converge en vertu du critére spécial aux

= 4 * _ vt Inp
séries alternées. Pour n € N*, on pose R, = ¥, %, (=1)7=F.

( —1)"% n’est pas de signe constant a partir d’un certain rang et on ne peut donc lui appliquer la regle

de I’équivalence des restes.
klnk

ar contre, puisque la série de terme général (— converge, on sait que 1’on peut associer les termes
P t 1 det 1(—1 i t I t lest

a volonté et pour k € N*, on a

_ vt (_1\plhp _ yteo ln(2p)_ln(2p+1)
Ry =X, 5 (=1)P=F = p:k( 2 2L )

Puisque la fonction x — 2% est décroissante sur [e,~+oo et donc sur [3,+oo, pour p > 2,

In(2p+1)

In(2p)

2p

il 2 0 et on peut utiliser la régle de 1’équivalence des restes de séries a termes positifs conver-

gentes.

In(2p)  In(2p+1)
2p 2p+1

I (e (15)) (5;)

(e () ()

In(2 | | In2 |
_ I@p)  (Wpy _ Inp+h2 ~/lnp
p—tee 4p? p? ) pote  4p? p?

Inp
p—r+too 4p2 '

Cherchons déja un équivalent plus simple de quand p tend vers +oo.
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1 vy foo lnp
etdonc Ry ~
ks oo 4 SP=k P

Cherchons maintenant un équivalent simple de 2 de la forme v, — v +1-
2 P~ Vp

Inx 1-Inx lnx
suggéré par a3 ~ Alors
(suggéré par (o) = -] L.

Inp L 1\ ! Inp 1 1 1 1 1
Vp—Vpr1=———(Ilnp+In 1+— = — ——(Inp+—+o| - l— =40l =
p p T p) pote p p p p p p

Inp  In(p+1)

Soit v, = » s

Inp
~ A .
p—rtoo p2
D’ apré N s g PERTRN o I v+t (Inp  In(p+1)
apres laregle de I’équivalence des restes de séries a termes positifs convergentes, Ryy_ | L Yo S|
—>+oo

lnk (série télescopique).

In(2k) Ink _ In(2k) Ink Ink _ Ink Ink Ink Ink
PUIS Ry =Ryp—1 — ~ 4o ~ +o (5= ~ —aX (8%,
) K e A 2k (k),H+ Ik T 2%k (k),H+m 4k (k)
En résumé, Ry, ~ Ink o Ry, ~ — Ink
’ k—>+o0 4k k—+-o0 S
. In(2k—1) Ink In(2k)
On peut unifier : Ry ~ LGN tRy ~ —%5 ~ — . Finalement
p ftoo o 202KT) k., T 2R ,
teo(_qyplnp —1)r-1lon
p:n-H( 1) p nﬁf\jroo( 1) 2n *
2. Y n" est une série a termes positifs grossierement divergente.
1 ére solution.
0<n" ~ n”—(n—l)"—‘carwzl—i( _l)n — i_}_ () - 1.
n—s—+oo n" n—1 /) psteo n/ p—steo

D’apres la regle de I’équivalence des sommes partielles de séries a termes positifs divergentes,

n n

PP~ YR opP o~ YR (P —(p— 1)) =" =1~ .

n—r+oo n—r—+oo n—r+oo
(La somme est équivalente a son dermier terme. )
N . ) n—1
2 eme solution. Pour n > 3 Z I x(n-2)(n—2)"*<"- =1 Donc L Y, 2pP.On

en déduit que 5; Y pP = 1+( ) +rTln pzlppnﬁiwl—ko(l)—l-o(l):1+0(1).

n P~
=1P n—r+oo

Correction de ’exercice 22 A

Soit p € N*. Pour n € N*\ {p}, ,,217,,2 =L <L — L) Donc pour N > p,

y I y (1 1 )_1 1 1
L<niN oty =P 2P 1 u ¥ gy \P—P NP 20 \ 1 pksh-paro K prickdiip it2p K

1 Pl N=pq M1 21 1 (3 N+p g
=—|-Y - 4+Y - - Y o+ 4V = | =— -

. N+p 1 1 1
Maintenant, )7, "y pH k= Noprl T T N

vers +oo. Puisque 2p — 1 est constant quand N varie, limy_s ;o Zk N—pt1 % =0 et donc

est une somme de 2p — 1 termes tendant vers 0 quand N tend

11,3 3 1 4o 3 _ o
LN ntp =2 = 2p X 3p = 47 PUIS Lpens (ZHEN*,H#IJ nz_p2> p=13,2 = §
« . . 1 13
Pour n € N* donné, on a aussi ¥ ey« 2, o — LpeN:, pin T = g2 €t donc
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1 . m
Lyen: (ZpeN*,p¢n 7,,2_,,2) =%

On en déduit que la suite double (nzl v n’est pas sommable.

P >(H7P)G(N*)2,n#'

Correction de I’exercice 23 A

La suite ((— I 3n1+ g )nEN est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers O en décroissant. Donc la série de

n

terme général (—1) n 2> 1, converge en vertu du critere spécial aux séries alternées.

Soitn € N.

1
3n+1°

3+l 1 t%n-H

1- n
Yi- 03k+1 =Yi—o(— )kfolﬁkdt:.ol%d _fo 1+z* di+(=1)" o s d

On en déduit que (—1)" [, £ dt tend vers 0 quand

1 3n+3
dr < [yt dt = 0 1575

0 1+t3 0 1443 3n+4

n tend vers +oo et donc que

Mais ’( ) fl t’3n+3 fl t3n+z

—

+oo (=1)"
n=0 3n+1 fO 1+[3 dt.

Calculons cette derniere intégrale.

1 1 DA S AN 11 L X+2
X3+1 X+DX+)X+4) 3\X+1 X+j X+j2) 3\ X+1 X2-X+1
1 1 2x—1 1

1 3

— P _|_7

3l X+1 2X2—-X+1 2 2 2
(x-3)+ (%)

1
15 S = 3 [In+ 1) = S in(2 =14 1)+ VBarctan (221)] =3 (243 (2 - (-F))) = 27,

o (=" 31n2+7rf
n 0 3n+1 9

Correction de I’exercice 24 A
Pour tout entier n > 2, on a nv, — (n — 1)v,—1 = u, ce qui reste vrai pour n = 1 si on pose de plus vp = 0. Par
suite, pour n € N*

V2 — Uy =2 —2(nvy — (n— Dvu vy = —(2n— DV +2(n— 1)v,_ vy
—2n—1)V2 4+ (n— 1D 124V2) = (n— 1> —m?.

Mais alors, pour N € N*,

Q/ 1( —2upvy) < nN:] ((n— 1)"31—1 —”V%) = —"V% <0.

Par suite,

NN 2uv, <2 (XN )1/ (xy 1v,%)l/2 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

n=1Un

Si ( N vz) 1/2 > 0, on obtient apres simplification par ( N 1v2) 12

=1V puis élévation au carré

N 4Zn 14 n’

21



cette inégalité restant claire si ( N V2 ) 2 _o. Finalement,
pe1 Ve ALy <AL u

La suite des sommes partielles de la série de terme général v2(> 0) est majorée. Donc la série de terme général

v2 converge et de plus, quand N tend vers 1’infini, on obtient

+oo (2 doo 2
n:1Vn<4 n=14n-

Correction de ’exercice 25 A
Soitn € N.

T n (_1)k 1 1 n X 12k 1 1 11—(—t2)”+1
= —— = dr — —1 /l‘ dl‘Z/ 76[2‘—/ ——dt
Ty ,;)2k+1 /01+z2 k;o( A o 14297 Jo T w2
1t2n+2
:(—1)"+1/ =
0

1412

Par suite, pour N € N,

_ n+1 _ 2N e vy 1 N2
= = dt=— | ——=dt+(-1 — dt.
Z”” / Z 1+z2 / 1+z2) /0 (1+12)2 +(=1) /0 (1+412)2
Or ‘(—1)"\“rl N ii]:;z dt ’ = fo ﬁv:zz) dr < Jo PN*2 dt = 51— Comme 53! tend vers 0 quand N tend vers

. 2N+-2
+oo, il en est de méme de (— I)N +1 0] d +:2)2 dt. On en déduit que la série de terme général u,, n € N, converge

et de plus

oo 1
=— 7dt
,;OM” /o +t2 / 27 (1+12)2

et llxldt_l m
20 1+, Jo 27 142 408

:<% Yi— O(ij-)l> %_%'
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