Exo7

Etude de fonctions

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Etude compléte des fonctions suivantes

2
L. fi(x) = 5= (arctanx — 55).

2. f2(x) =|tanx| + cosx.

o 120-+60x+12x> 423
3. falx)=x 1n’120—60x+12x2—x3

4(x) = xe<-1

5. fs(x) = %ln("xx_])

6. fo(x) =x++/|x2—1|

7. f1(x) = e/,

8. fa(x)=(1+1)"

9. fo(x) =1log,(1 —logé(x2 —5x+6)).
10. fio(x) = E(x) + (x— E(x))*.
11. f11(x) = arcsin %—x—karcsin %—l—x.
12 fia(x) = e,
13. fis(x) = e'*Va+4
14. fi4(x) = arccos(-).
15. fis(x) = In(y+/y? — 1) —In(1=) on y = 145,
16. fig(x) = In|shx— 1|
17. fi7(x) = xt)
18. fig(x) = (cosx +sinx)'/*.
19. fio(x) = VX3 +1—vx2—1.
20. fo(x) = arcsin(2x — 1) + 2arctan | / =%,
21. f21(x) =1In(chx)
22. foo(x)=3>"1-53"1 _xIn3
23. fo3(x) =In|+|.
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Correction de ’exercice 1 A

1. f1 est définie et de classe C* sur R* en vertu de théoremes généraux. De plus, f] est paire. On étudiera
f1 sur [0, +eo (se méfier alors pour la dérivabilité en 0).

Etude en 0 (2 gauche et a droite).

1 x¥©ox
Al = = +x%)[x— T+3 +0(x) —x(1 —x* +x* +o(x*))]
X3 XS X2
= (142) (5 = 2 1ol = (1425 - 5 + o)
X2
=3 ol

Par suite, f] se prolonge par continuité en O en posant f}(0) = % Puisque f; admet en 0 un développement

limité d’ordre 1, le prolongement encore noté f; est dérivable en 0 et f{(0) = 0. C; admet au point

d’abscisse 0 une tangente parallele a (0x) d’équation y = 2. Enfin, puisque f (x)— % est, au voisinage de

5
2
%, la courbe est localement en dessous de sa tangente.

Etude en +oo (et —o0). fi(x) e 7 7. 0s etde méme f; (x) .0

0, du signe de —

Dérivée, variations.

Pour x > 0,
3 _1 X 1+x2, 1 1—x2
/
= S — t _ .
=t x* x2)<arc e 1+x2)+ x3 (1+x2 (1+x2)z)
+x2 (arctan X )+ 1 +X2 252
= — x_
x 1 4 x? 3 (14x2)2
3+x2 x ! )
= —arct
x (Farctanx+ 1+x2+3—|—x2x(1+x2))
= 3+XZ(—arctanx+ x(3+x%) 4207 3447 @
o 1+)312) & 8
ou, pour tout réel x, g(x) = —arctanx + 5 JS:;2
g est dérivable sur R et pour x réel,
) 3028 142360 48) - (e 4
g\ = (3+x2)? = (1+x2)(3+x2)2 T B2+

¢’ est donc strictement négative sur |0, +oo et par suite, g est donc strictement décroisante sur [0, +co].
Puisque g(0) = 0, pour x > 0, g(x) < 0. Finalement, f] est strictement négative sur ]0,4oo[ et f est
strictement décroissante sur [0, 4-oo].

Le tableau de variations de f; n’apporte rien de plus.

Graphe
1__
AT =AW
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5



2. fa est définie sur D = R\ (5 4 7Z), paire et 27-périodique. f> est continue sur D en vertu de théorémes
généraux. On étudie f; sur [0, 5 [U] 7, 7).

' 2
Etude en %

f(x) ;HNn/z |tanx| et donc, lim,_, 7/, f(x) = 4. C; admet la droite d’équation x = 7 pour droite asymptote.

Dérivabilité et dérivée.
1

5. sinx ou €
Cos“x

f> est dérivable sur R\ 27 en vertu de théorémes généraux et pour x ¢ 57Z, f5(x) = €
est le signe de tanx.

/> est aussi dérivable a droite en 0 et (f>),(0) = 1. Par symétrie, f, est dérivable a gauche en O et
(f2)¢(0) = —1. f> n’est pas dérivable en 0.

De méme, f; est dérivable a gauche et a droite en 7 avec (f2),(7) = —1 et (f2);(7) = 1, et n’est donc
pas dérivable en 7.

Variations.

T

f> est strictement décroissante sur |7, 7] en tant que somme de deux fonctions strictement décroissantes

sur |7, m]. Puis, pour x élément de |0, Z[, f5(x) = ﬁ —sinx > 1—1=0. fj est strictement positive sur

]0, 7 [ et donc f; est strictement croissante sur [0, 7.

Graphe.
. . y=f@) .
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
[ -7 [ [ T [

I I T I I —— ——1 H I —

| o1 4 | |
| | | |

3. Pour x réel, posons P(x) = x> + 12x> + 60x + 120. Pour tout réel x, on a P'(x) = 3(x> + 8x+20) =
3((x+4)>44) > 0. P est une fonction polyndme de degré 3 strictement croissante sur R et s’annule
donc une et une seule fois en un certain réel noté a. De plus, P(—5)P(—4) < Oet a €] —5,—4(.

Enfin, P est strictement négatif sur | — oo, [ et strictement positif sur ], +oo].

f3 est définie sur R\ {—a, o}, et pour x € R\ {—a, o},

P(x)
P(—x)

f3(x)=x—1In

I — x—In|P(x)|+In|P(=x)].

3



Notons que f3 est impaire.

Dérivabilité et dérivée.

f3 estde classe C* sur R\ {—o, ot} en vertu de théoremes généraux et pour x € R\ {—a, a},
P'(x) P(=x) _ Px)P(=x) = P'(x)P(—x) — P'(—x)P(x)

e O e P(—0)P(x)

Puis,

P(x)P(—x) = P'(x)P(—x) — P'(—x)P(x)
= ((12x% 4 120) + (x* 4 60x) ) ((12x> 4 120) — (x° 4 60x))
—3((x®420) + 8x) (1242 + 120) — (x> +60x))) — 3((x> +20) — 8x)) (124> + 120) + (x* + 60x))
= 144(x* + 10)* — x*(x* +60)? — 6((x* +20)(12x* + 120) — (8x) (x> + 60x))
= (—x® 4 24x* — 72062 + 14400) — 6(4x* — 120x> 4-2400) = —x°,

6

et donc f3(x) = prypr-
Etude en +oo.
12 1 12 1 24 1
—x = —In(l+ = 40o(=))+In(1— —=+0(=)) = - +0(-).
) —x =~ o)) FIn(l =2 Fo(1)) =~ +o(-)
On en déduit tout d’abord que lim,_, ;o f3(x) = 4oo (resp.lim,_, o f3(x) = —oo, puis que C3 admet en

+-o0 (resp.—oo) la droite d’équation y = x pour droite asymptote et que C3 est au-dessous (resp. au-dessus)
de cette droite au voisinage de oo (resp.—oo).

Variations.

D’une part, f3(0) = 0. D’autre part, pour x > 0, P(x) > 0. f} est donc du signe de —P(—x) sur
10, 4+eo[\{x}. Ainsi, f} est strictement négative sur |0, ¢[ et strictement positive sur |a, +oo|.

On en déduit le tableau de variations de f3.

|0 e’ +00
f(z) |0 — +
0 400
I3 \ /
—00 || =00

Graphe.



—7-6/4-4-3-2-4| 1 2 m 6
| i
|
l -3 +
4 4
4. fy est définie sur R\ {—1,1}. De plus, pour x # 0,
1 2/x 1 _ 2 1
V= _pl/2-1 — _p 21 —
fa( )= e e

Ce genre de constatation peut servir a calculer lim,_, ;o f4(x) si 1’on connait limy_,0_y~0 f4(x), obtenir les
variations de fi sur |0, 1] si on les connait sur |1, +oo] ...

On peut aussi noter que Vx € R\ {—1,1}, fa(—x) fa(x) = —x* et donc, pour x # 0, f4(—x) = f]ii) . Cette
constatation pourra étre utile pour déduire 1’étude de f4 en —1 de I’étude en 1.

Etude en +o0 et —co,

2x
x2—1

—oo et que C4 admet en +oo et —oo, une direction asymptotique d’équation y = x. Plus précisément,

Puisque

— 0,ona fs(x) ~ xcequimontre déja que limy_, o fa(x) = +oo, lim,_, o fa(x) =
X—too x—+oo

2x 2 1., 2 1
FTsae @) =T
puis,
7 2 2
T = 1+ (D) Fo() =1+ 1+ S +0(5)

On en déduit que

2 1
Ja(x) = Xt2E T +0(;)'

Par suite, C4 admet la droite d’équation y = x + 2 pour droite asymptote en +oo et —oo, De plus, le signe
de fa(x) — (x+2) étant localement le signe de %, Cy4 est au-dessus de son asymptote au voisinage de oo
et au-dessous au voisinage de —oo,

Etude en 1 (et -1).

Clairement, limy_,1 1 f4(x) = 4oeoetlimy 1 v~ fa(x) = —co. Ensuite, limy_; x<1 fa(x) =0etlim,, 1 v« fa(x)
0.

On prolonge f4 par continuité a gauche en 1 en posant f4(1) = 0, et de méme en —1 et on étudie la
dérivabilité du prolongement encore noté fs.

f4 est continue sur ] — 1,1], de classe C! sur] — 1, 1] et pour x €] — 1, 1[ (voir dérivée-variations),



4 3 2
poy X =20 =2 —2x+1 2
falx) = (2 —1)2 ¢ lxﬁficd 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse, f; est de classe C! sur | —1,1] et en particulier dérivable a
gauche en 1 et fz(1) = 0.

De méme, f; est dérivable a gauche en —1 et fé’,(—l) = 0. C4 admet en ces points des demi-tangentes
paralleles a I’axe (Ox).

Dérivée. Variations.

f1 estde classe C' sur R\ {—1,1} en vertu de théorémes généraux et pour x # 0,

F) 2 0 1@ 1)—x(2y)
oy = A @) = (nfel + 57 () = 427 ™

(=12 =2x(x*+1)  x*—2x —2x2 —2x+1
x(x2—1)2 N x(x2—1)2 ’

et donc

X =20 -2 —2x 41
Vx #0, f4(x) = 1) e,

ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité de f; en 0.

f4 est donc du signe de P(x) = x* — 2x* — 2x? — 2x + 1. Or, pour x # 0,

P() =2 (2 4 5) 2t ) = 2) = (et -2t ) —4) =
:x2<x+;lc— (1 —\fS)(x—i-;lC—(l +V3)) = (2 — (1= V3)x+ 1)(2 = (1 +V3)x+ 1),

ce qui reste vrai pour x = 0.

Le premier trindme a un discriminant égal a (v/5 —1)? —4 =2 —2+/5 < 0 et donc Vx € R, x*> — (1 —
V3)x+1>0.

Le deuxieéme trindme a un discriminant égal a (v/5 +1)? —4 = 2 +2+/5 > 0 et admet donc deux racines

réelles o = 1 (1+V5+vV2+V5)2,89... > let = 3(1+v5—v/2+2V5) = 10,34... €]0,1[. Onen

déduit le tableau de variation de fj.

x| —00 -1 0 6] 1 « ~+00
fi(x) + + 0 — | - 0 +
0 0,15... 400 400
1 / / \ \ /
—00 —00 0 6,34...

Graphe.



1. e*—1 1 1. -1
n

fs(=x)=—=In

X —X x x x

Donc, pour tout réel non nul x, f(x) + f(—x) = 1. Le point de coordonnées (0, 1) est centre de symétrie
de C5.

Etude en 0.

2 1 2

fix) = S5 45 o) = (G +5) = 55 Hol) = 5+ 5px-+ol)

Ainsi, fs5 se prolonge par continuité en 0 en posant f5(0) = % Le prolongement, encore noté fs, admet

en 0 un développement limité d’ordre 1 et est donc dérivable en 0 avec f;(0) = ﬁ. Une équation de la

tangente a Cs en le point d’abscisse 0 est y = ﬁx + % Par symétrie, ce point est un point d’inflexion.
Etude en +oo.
Inx In(l—e*

fs(x) = l(ln(e")—Hn(l—e*")—lnx):1—7+

X—rFo X X X

=1+o(1).

Donc, limy_, 1 f5(x) = 1. Par symétrie, lim,_, o f5(x) = lim,—_o(1 — f5(—x)) =1 —1=0.



Dérivée. Variations.

f5 est dérivable sur R* en vertu de théoremes généraux (et donc sur R) et pour x # 0, (puisque In % =
In|“| =Inje* — 1| —In|x|),

1 e&—-1 1 ¢€ 1 1 e —1 xe*
/ -] 1 I
5 x2 i X +x(e)‘—l x) xz( i X +e)‘—l

—1).

_ X
e‘l_i_xe

x eX—

f% est, sur R*, du signe de g(x) = —In ; +—1. g est dérivable sur R* et pour x réel non nul,

e* 1 E+xe (e —1)—xe'.e —xef(f—1)+ (= 1) +xe(eF—x—1
O L e ) —xete e ) (1) et )

e—1 x (e —1)? B x(ex—1)2
B (ex_ 1)2 —X2€x B (ex/Z _efx/2>2 _x2

x<ex_ 1)2 o x(ex/Z_efx/Z)Z
_ (2sh%)? —x? _ sh?% —(3)?

x(2sh$)? xsh2§

L’inégalité shx > x, valable pour x > 0, est classique (par exemple, la formule de TAYLOR-LAPLACE
a 'ordre 1 fournit pour x > 0, shx = x+ [y (x —7)sht dt > x.) Par suite, g’ est strictement positive sur
]0, 400, et donc g est strictement croissante sur ]0,4co[. En tenant compte de g(0") = 0, g est donc
strictement positive sur |0, +oo[. Il en est de méme de f; et f5 est strictement croissante sur 0, +oo|.

Par symétrie et continuité en 0, f5 est strictement croissante sur R.

Graphe.

-6 —-h —4 -3 =2 -1 1 2 2 4 5 6

. fo est définie et continue sur R, dérivable sur R{—1, 1} en vertu de théorémes généraux.

Etude en 1.

fo(x)—fe(1) =x—1+ \/mle V2+/|x — 1], ce qui montre que fs n’est pas dérivable en 1 mais
que Cg admet au point d’abscisse 1 deux demi-tangentes paralleles a (Oy).

Etude en -1.

fo(x) = fo(—=1) =x+1+ \/mx:_l V2y/]x+ 1], ce qui montre que f; n’est pas dérivable en —1
mais que Cg admet au point d’abscisse —1 deux demi-tangentes paralleles a (Oy).

Etude en +co.

Au voisinage de +oo, on a

) =25 to(2),

folx) =x+x(1-3) / =xtx(1—-55+o( >

ce qui montre tout a la fois que limy_, 1 f5(x) = oo, puis que la droite d’équation y = 2x est asymptote
a Cg en +oo et que Cg est au-dessous de cette droite au voisinage de +-oo.

Etude en —oo.
Au voisinage de —oo, on a, fo(x) =x—x(1+0(1)) = o(1), et lim,, o fo(x) = 0.
Dérivée. Variations.

Soit € le signe de x> — 1. Pour x # +1,



2ex _ VEr—1)+ex
2V/e(@@—1) Je(x@—1)
Si —1 <x <0, (de sorte que ex > 0) oux > 1, f{(x) > 0.
Six < —1,sgn(fi(x)) =sgn(x+va2—1)= sgn(- \/7 =—et fi{(x) <O0.
Si0<x< 1. sgn(fi(x)) =sgn(—x+vx>—1)=sgn(—x

D’ou le tableau de variations de f; :

fo(x) =1+

—(x*=1)) = sgn(\% X).

x| —00 —1 1/v/2 1 +o0
HG) — |

; 0\_1 /\/ﬁ\l/oo

Graphe.




10.

11.

12.

5__
4__
3__
2__
1__
19 5
4 -3 -9
921
1
54 3 9 1 | 5 5
o 2
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

23.
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