Exo7

Polynomes

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 ***]

_ 1" s km . o /] km _ 1" km 415 : :
Calculer a,, = [Tj_; sin ¥, b, = [;_, cos(a+ %) et ¢, = [[}_, tan(a+ 77 ) en éliminant tous les cas particuliers
concernant a.
Correction V [005313]

Exercice 2 ***

On pose @ = e* /" et Q = 1 +2X 4 ...+ nX""". Calculer Hz;é O(wy).
Correction V¥ [005314]

Exercice 3 ***

Montrer que Y{_ cotan? (£ +42) = n(n—1). (Indication. Poser x; = cotan? (£ + AZ) puis trouver un polyndme

dont les x; sont les racines.)
Correction V¥ [005315]

Exercice 4 **%*]

1. Soient p un entier naturel et a un réel. Donner le développement de (cosa-+isina)?”*! puis en choisissant

astucieusement a, déterminer Zle cotan® s£%— En déduire alors Zle S !

2p+1- n? —zlp‘” ’

+1

2. Pour n entier naturel non nul, on pose u, =Y kiz Montrer que la suite (i, ),ecn+ converge (pour majorer
u,, On remarquera que kiz < ﬁ).

1

sinx*

3. Montrer que pour tout réel x de ]0, Z[, on a cotanx < 1 <
4. En déduire un encadrement de u,, puis la limite de (u,).

Correction V¥ [005316]

Exercice 5 **IT

Déterminer le PGCD de X — 7X* +8X3 —7X +7 et 3X° —7X3 +3X2 7.
Correction V [005317]

Exercice 6 **T
Pour quelles valeurs de I’entier naturel z le polyndme (X 4 1)" — X" — 1 est-il divisible par X> +X +1 ?
Correction V [005318]

Exercice 7 ***
Soit P un polyndme a coefficients réels tel que Vx € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe deux polynémes R et S
a coefficients réels tels que P = R? 4 §2.
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Correction V [005319]

Exercice 8 **
Soit P un polyndme différent de X. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.
Correction ¥ [005320]

Exercice 9 ***
Soit P un polyndme a coefficients entiers relatifs de degré supérieur ou égal a 1. Soit n un entier relatif et
m = P(n).

1. Montrer que Yk € Z, P(n+ km) est un entier divisible par m.

2. Montrer qu’il n’existe pas de polyndmes non constants a coefficients entiers tels que P(n) soit premier
pour tout entier 7.

Correction V [005321]

Exercice 10 *** Polyndmes P vérifiant P(Z) C Z
Soit E la partie de C[X] formée des polyndmes P vérifiant Va € Z, P(a) € Z.

1. On pose Py = 1 et pour n entier naturel non nul, P, = % [T;—; (X +k) (on peut définir la notation P, =
Cx.nn). Montrer que Vn € N, P, € E.

2. Montrer que toute combinaison linéaire a coefficients entiers relatifs des P, est encore un élément de E.
3. Montrer que E est ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients entiers relatifs des P,.

Correction V [005322]

Exercice 11 ***
Division euclidienne de P = sinaX” — sin(na)X + sin((n — 1)a) par Q = X> —2X cosa+ 1, a réel donné.
Correction ¥ [005323]

Exercice 12 ****] Théoréeme de LUCAS

Soit P € C[X] de degré supérieur ou égal a 1. Montrer que les racines de P’ sont barycentres a coefficients
positifs des racines de P (on dit que les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe des racines de P).
Indication : calculer %.

Correction V¥ [005324]

Exercice 13 ***
Trouver tous les polynémes divisibles par leur dérivée.
Correction V¥ [005325]

Exercice 14 ***T

Trouver un polyndme de degré 5 tel que P(X) + 10 soit divisible par (X +2)3 et P(X) — 10 soit divisible par
(X —2)%.

Correction ¥ [005326]

Exercice 15 ***]

Trouver les polyndmes P de R[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) (penser aux racines de P).
Correction ¥ [005327]

Exercice 16 **T



Déterminer a € C tel que P = X° — 209X + a admette deux zéros dont le produit vaut 1.

Correction V [005328]
Exercice 17 ***T
Soit (a)1<k<s la famille des racines de P = X +2X* — X — 1. Calculer 3 _, Zif%
Correction V [005329]
Exercice 18 **
Résoudre dans C? (resp. C*) le systeme :
x+y+z+1t=0
xt+y+z=1
1) l+))l_|_l:1 2) X2—|—y2+z2+t2:10

N Oy +2 4+ =0 7

== Ayt =26
Correction ¥ [005330]
Exercice 19 **T
Trouver tous les polyndmes P vérifiant P(2X) = P'(X)P"(X).
Correction ¥ [005331]
Exercice 20 **
Factoriser dans C[X] le polyndme 12X* + X3 + 15X2 — 20X +4.
Correction ¥ [005332]

Exercice 21 ***

Soit n € N*. Montrer que (X — 1) — X?" 42X — 1 est divisible par 2X> —3X? +X puis déterminer le quotient.

Correction V [005333]
Exercice 22 **]

Déterminer deux polyndmes U et V vérifiant UX" +V (1 —X)" = 1 et deg(U) < met deg(V) < n.

Correction ¥ [005334]




Correction de ’exercice 1 A

1. Soitn>2.0na

n—1 1 . " 1 n—1 " n—1 -~
a, = T(el /n et ﬂ/n) — (2.)1171 Het /n H(l _e ﬂ/n)
k=1~ D7 k=l k=1
Maintenant,
n—1 .
eikﬂ.’/n _ e%(l+2+...+(n71)) — eiir(nfl)/Z(eiﬂ?ﬂ)n*l _ l'nfl,
k=1
1 —1 i 1
et donc W szl elkﬂ:/n = 1"

Il reste a calculer Hz;i (1— e*Zikﬂ/n)‘

1ére solution. Les e~ 27/ "1 <k<n—1,sontles n— 1 racines n-iemes de 1 distinctes de 1 et puisque X" — 1 =
(X —1)(1+X + ...+ X"1), ce sont donc les n— 1 racines deux deux distinctes du polyndme
1+X 4 ...+ X" 1. Parsuite, 1 +X +... + X"~ = [['Z} (X — ¢~ 2*7/m) et en particulier [T/_! (1 —
e XMy — 14 1..4+1=n.

2éme solution. Pour 1 < k< n—1, posons zz = 1 — e 2kn/n [ eg 7, sont deux a deux distincts et racines du
polyndme P = (1 —X)"—1=—-X+ ..+ (=1)"X" = X(—n+X — ... + (—1)"X""!). Maintenant,
% =0s e 2k/n — | <k enZ (ce quin’est pas pour I <k <n—1). Donc, les z, 1 <k <n—1,
sont 7 — 1 racines deux a deux distinctes du polyndme de degré n—1: —n+X — ...+ (—1)"X"" 1,
Ce sont ainsi toutes les racines de ce polyndme ou encore

n—1
—n+X— A+ (=D)"X" = (—D"TT(X —z)-
k=1

En particulier, en égalant les coefficients constants,

n—1
(=" (=" "Tax=—n,
k=1

et donc encore une fois Hz;i (1— e‘zik”/") =n.

Finalement,
n—1
. km n
Vn>2, lgsm? = T
2. Soit n un entier naturel non nul.
L i) | —iariE) Uy —ia+ ) 77 2i(a+42)
b”:HE(e n +e n ):?He n H(e n —|—1)
k=1 k=1 k=1

Ensuite,
n
l Ie i(a+57) e ina, T (142+...4n) — g ina, l(n+1)7r/2.
k=1

D’autre part, soit P = [[}_, (X + e2ilatii)y = (X - (—e2i@+ D)), Pour tout k, on a (—e2(@+')n =
(— 1)”e2i”“. Par suite, les n nombres deux a deux distincts —ez"(a*'k?ﬂ, 1 < k < nsont racines du polyndme
X" — (—1)"e*"%, de degré n. On en déduit que, P = X" — (—1)"e"4,



Par suite, [T, (¢2(@+5) 4 1) = P(1) = 1 — (—1)"e%na = | — g2inatnT puig

b, = %efinaefi(nJrl)n/Z( 2ma+n7r) 21n (e*l.(l’laJr(nJrl)%) _ ei(na+(n71)%))
1 —i(na+(n+1)% i(na+(n+1)% Cos(na—f—(nﬁ—l)ﬁ)
= (e )y et nD)) )

k k
e est défini < Vk € {1,...,n}, a+ -F ¢ §+7TZ<:)VkEN, a——n+g+nZ®a¢ §+EZ
n n n

Zt(a+k7r/n)
Pour les a tels que ¢, est défini, on a ¢, = [[;_,; - W

Pour 1 < k < n, posons @y = e*(@Hkm/n) puis 7, = o +1' = LTT %
Puisque z; = fo’i;}, ona (1 —zx) = 1+z et donc, pour 1 <k <n, of (1 —z)" (1 + zx)" ou encore,

les z; sont racines du polynéme P = (1+X)" —¢?"(1 — X)". Maintenant, les a —|— L sont dans [a,a+ 7|
et donc deux a deux distincts puisque la fonction tangente est injective sur tout 1ntervalle de cette forme.

ler cas. Sie?"@ 2 (—1)" alors P est de degré n et P = (1 — (—1)"¢*")[[¢_,(X — z). En évaluant en 0, on

obtient
n
(1 I (71>n62ma) H(izk) =1 762ma‘
k=1
D’ou,
H 1 glina B 1 — g2ina B eind —2i sin(na) _ 1 sin(na)
k=77 _eZtna C eI _ glina  ,inm/2 pina —2isinn(a— %) o sinn(a _ %) :
. _ sin(na)
Finalement, ¢, = (—U"m-
sin(2pa)

Si n est pair, posons n.=2p, p € N*. ¢4 = ¢2p = Fipa—pa) = (—=1)P.
Si n est impair, posons n =2p+1. ¢, = ¢2p+1 = (—1)”tan((2p+ 1)a).

2&me cas. Si e?"@ = (—1)", alors 2na € nx + 277 ou encore a € T + nZZ. Dans ce cas, ¢, n’est pas défini.

Correction de I’exercice 2 A
Tout d’abord

X1 (n+1DX"(X—1)—X"""  nX"™' —(n+1)X"+1

O=(1+X+..+X") = ( ) =

X—1 (X —1)2 B (X —1)2
Ensuite, 0y = 1 et donc, Q(@p) =1+2+...+n= "("H) . Puis, pour 1 <k <n—1, @ # 1 et donc, puisque
o =1,
O(an) = nof ' — (n+1)@f +1 _nag—(nt1)+1_ n
Y (o —1)? (—12 -1

Par suite,

n—1 n—1 n"

n(n+1 n n+1
k=0 k=1 Ok — 2Hk (o —1)

Mais, X" — 1= (X —1)(1+X +...+ X" 1) et d’autre part X" — 1 = [Tf—) (X — ¥ /") = (X = ) TT}_} (X — o).
Par intégrité de R[X], [T{~] (X — €**™/") = 1 + X + ...+ X"~! (Une autre rédaction possible est : VZ €C, (z—



DITZ  (z—ox) = (z— 1) (1+z+...+2" ) etdonc Vz € C\ {1}, TT}Z| (z— @) = I +z+...+2"! et finalement

VzeC, IT}Z;(z— @) = 1 +z+...+ 2" ! car les deux polyndmes ci-contre coincident en une infinité de valeurs

de z.)

En particulier, [T{_{ (1 — %) = 1+ 12+ ...+ 1""! = n ou encore [T}_| (&% — 1) = (—1)""'n. Donc,
n—1

_ n'(n+1) 1 (=Dt n+ 1)
,E)Q(wk) T2 (O 2 '

Correction de I’exercice 3 A

Il faut prendre garde au fait que les nombres x; = cotanz(z% + %”) ne sont pas nécessairement deux a deux
distincts.

ler cas. Si n est pair, posons n =2p, p € N*.

r km. B! T km
S, = cota cotan
Z “4+2p+,§ (2
—1 p—1
,, T km T (2p—1—-k)m
= cotan”(— + —) + cotan — )
kgb 4p 2p Z 2p
Or, cotanz(ﬁ + W) = cotan® (7 — i %) = cotanz(% + ';—Z) etdonc S, =2Y"~, cotanz(% +
k
%)
Mais cette fois ci,
T krn 73 - 2p—1m 2pm 0w
0<k<p—1:>0<——|—f<——|—( ) :(p ) <Pt _Z
4p 2p " 4p 2p 4p 4p 2
et comme, la fonction x — cotan® x est strictement décroissante sur 10, %[, les x;, 0 < k < p—1, sont deux
a deux distincts.

Pour 0 < k < p—1, posons y, = cotan(% + kl)

(2k+1)im/4p
_ . +1 (2k+1)im/4p .
Ve =1 ok iy 1 ¢ v —k—i)

)
= (yk+l)2p —e 2k+1)17r(
)

yi— i) = (_1)2k+1()’k_ i) = —(y—i)*
= e+ )P+ =) =02 20" — 33" P+ (=1)P) =0
:xf—Cgprfl +..+ (=1 =0.

Les p nombres deux a deux distincts x; sont racines de 1’équation de degré p : 27 —C2 27~ + ...+
(—=1)? =0 qui est de degré p. On en déduit que

p—1
Sp=2Y x=2C5,=n(n—1).
k=0
2eme cas. Sin est impair, posons n =2p+1, p € N.
km , w2 ) T km
=} cotan’( + + cotan” — + cotan +
Sn Z 2p+1) 2p+1) 2 k:;-I (2(2p+1) 2p+1>
rl T km
=2} cotan? +
k;) (2(2p+1) 2p+1)



La méme démarche amene alors a S, = ZC%pJrl =n(n—1).

Dans tous les cas,

n—1
T km
) cotan® (= 4 —) =n(n—1)
) 2n  n
Correction de I’exercice 4 A
1. Pour tout réel a,
) 2p+1 )
¢'?r)a — (cosa+isina) ! = ) CépHcoszp+1 Ja(isina)’
j=0
puis
sin((2p + 1)a) = Im(e/?PH1e Z zlj:rll cos?P=) g(—1)/sin>* g
Pour 1 < k < p, en posant a = 2)’;%, on obtient :
Vke{1,...,p}, Z C2H 1 co2pi) KTyt AT
N 2ptl 2p+1 2p+1
Ensuite, pour 1 <k < p, 0 < 2]];11 < % et donc sin?P*! K i1 +1 # 0. En divisant les deux membres de (x)
par sin?? ! 2;)‘1 -, on obtient :
N kT
Vke{l,..., 3t cotan?P) —= =
{1,...,p}, Z 2Hcoan i

2 _km
Ip+ 2p+1 <3
Or, sur |0, 7, la fonction x — cotanx est strictement décroissante et strictement positive, de sorte que la

fonction x — cotan’® x est strictement décroissante et en particulier injective.

Maintenant, les p nombres cotan

sont deux a deux distincts. En effet, pour 1 <k < p,0<

Ces p nombres deux a deux distintcs sont racines du polyndéme P = Z;’: (—1)/ C;Z:FIIX” J, qui est de

degré p. Ce sont donc toutes les racines de P (ces racines sont par suite simples et réelles). D’apres les
relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme scindé, on a :

3
Zcotan kx_ G pp=l)
= 2p+1 Cgp i 3
puis,
Z 4 km p2p—1) 2p(p+1)
= 1 + cotan? =p-+ = .
Z sm2 Zﬁil k;( 2p+1) p 3 3
2. Pour n entier naturel non nul donné, on a
n+1 1 noq 1
— Uy — — — = >0,
Upr1 — U = ;2 /;1 k2 (n+ 1)2



et la suite (un) est strictement croissante. De plus, pour n > 2,

n n n n 1

1 1 1 1 1

k=1 k=2 k=2 k=2

La suite (u,) est croissante et est majorée par 2. Par suite, la suite (u,) converge vers un réel inférieur ou
égal a 2.

3. Pour x élément de [0, 7], posons f(x) = x —sinx et g(x) = tanx —x. f et g sont dérivables sur [0, 7] et
pour x élément de [0, Z], f'(x) = 1 —cosx et g’(x) = tan®x. f’ et g’ sont strictement positives sur |0, Z] et
donc strictement croissantes sur [0, Z]. Comme f(0) = g(0) = 0, on en déduit que f et g sont strictement
positives sur |0, 7[.

Donc, Vx €]0, %[, 0 < sinx < x < tanx et par passage a I'inverse Vx €]0, %[, 0 < cotanx < 1 < L

sinx

2p+1 1 .
< Zetdonc0 < cotan2 ol < T < gy Puis, cotan

2p+1

2 _km_ ((2P+1)2)L <

4. Pour 1 <k<p,0< 2p+1 2z k2

1

2p+1

. En sommant ces inégalités, on obtient

sin 2p+1
m’p(2p—1)  @* km 2ol _ 2p(p+ 1)
cotan <Up,= =
32p+1)2  (2p+1)2 Z 2p+1 =7 kzl K2 2p—|—1 )2 Zl sin? Zkgl 3(2p+1)?

Les membres de gauche et de droite tendent vers Z- quand p tend vers I’infini et donc la suite (u,) tend

Vers F .

Correction de ’exercice 5 A
X0 —7X* 48X} —TX +7 = (X0 +8X3+7) - (TX*+7X) = (X3 + 1)(X°>+7) - TX(X>+1) = (X3 + 1) (X3 —
TX +7)et3X° —7X3 +3X2 - 7=3X>(X3+1)-7(X3+1) = (X3 +1)(3X? - 7). Donc,

(X —7X* +8X° —IX+T)ABX> —TX3 +3X2 —T) = (X + D) (X3 = TX +7) A (3X2 = 7).

Maintenant, pour € € {—1,1}, (8\/2)3 —7(8\/2) +7= —(8%4\/2) +7#0.

Les polyndmes (X —7X +7) et (3X? —7) n’ont pas de racines communes dans C et sont donc premiers entre
eux. Donc, (X6 —7X*4+8X? —7X +7) A (3X° —7X3 +3X2-7) =X+ 1.

Correction de I’exercice 6 A
Soitn € N.

(X +1)" — X" — 1 est divisible par X> + X + 1 < j et j* sont racines de (X +1)" — X" — 1
& jestracinede (X +1)" —X" —1
(car (X 41)" — X" ! est dans R[X])

S+ =/ —1=0& (=)= —1=0.
Sin€ 6z, (—j*)'—j"—1=-3#£0.
Sin€l+6Z, (— 12) —j"—1=—2—j—1=0.
Sin€2+6Z, (-2 —j"—1=j—j2-1=2j#0.
Sin€34+6Z, (—2) —j"—1=-3#0.
Sin€4+6Z, (— ]2)"—]'"—1:]'2—]'—1:2]'27&0.
Sin€54+6Z, (-2 —j'—1=—j—j>—1=0.

En résumé, (X +1)" — X" — 1 est divisible par X? + X + 1 si et seulement si n est dans (1 +6Z) U (5+6Z).



Correction de I’exercice 7 A
Soit P un polyndme non nul a coefficients réels.
Pour tout réel x, on peut écrire

ou A est un réel non nul, k et / sont des entiers naturels, les a; sont des réels deux a deux distincts, les o; et les f3;
des entiers naturels et les (x —z;)(x —Z;) des polyndmes deux a deux premiers entre eux a racines non réelles.
Tout d’abord, pour tout réel x, Hﬁ': ((x—z)(x— ?j))ﬁf > 0 (tous les trinomes du second degré considérés étant
unitaires sans racines réelles.)

Donc, (Vx € R, P(x) > 0) < (Vx € R, AT, (x —a;))% > 0).

Ensuite, si Vx € R, P(x) > 0, alors lim,_, . P(x) > 0 ce qui impose A > 0. Puis, si un exposant @; est impair,
P change de signe en a;, ce qui contredit I’hypothése faite sur P. Donc, A > 0 et tous les ¢ sont pairs.
Réciproquement, si A > 0 et si tous les ¢; sont pairs, alors bien sir, Vx € R, P(x) > 0.

Posons A = VA TTX | (x —a;)%/?. A est un élément de R[X] car A > 0 et car les o; sont des entiers pairs. Posons
ensuite Q1 = Hé (x—z ])ﬁ, et Q) =T = (= Tj)ﬁf. Q1 admet apres développement une écriture de la forme
Q1 =B +iC ou B et C sont des polyndmes a coefficients réels. Mais alors, Q> = B —iC. Ainsi,

P=A%0,0, =A*(B+iC)(B—iC) = A*(B* +C*) = (AB)> + (AC)* = R* + §?,

ou R et S sont des polyndmes a coefficients réels.

Correction de I’exercice 8 A
Si P est de degré inférieur ou égal a 0, c’est clair.
Sinon, posons P = Y?_,a;X* avec n € N*,

P(P(X)) — X = P(P(X)) — P(X) + P(X) ~ X = }_ ar((P(X))} —X*) + (P(X) —X)
_ kz a((P(X))F = X*) + (P(X) — X).

Mais, pour 1 < k < n, (P(X))* —X*) = (P(X) — X)((P(X))* ' + X (P(X))*2 + ... + X*~1) est divisible par
P(X)—X etil en est donc de méme de P(P(X)) — X.

Correction de I’exercice 9 A

1. Posons P = 25:0 aiX;oul > 1 et ou les a; sont des entiers relatifs avec a; # 0.

!
P(n+km) = Za, (n+ km)' Za, n' + Kim) = Zain’+Km:m+Km:m(K+1),
i=0 i=0 i=0

ol K est un entier relatif. P(n+ km) est donc un entier relatif multiple de m = P(n).

2. Soit P € Z[X] tel que Vn € N, P(n) est premier.

Soit n un entier naturel donné et m = P(n) (donc, m > 2 et en particulier m # 0). Pour tout entier relatif
k, P(n+ km) est divisible par m mais P(n + km) est un nombre premier ce qui impose P(n -+ km) = m.
Par suite, le polyndme Q = P — m admet une infinité de racines deux a deux distinctes (puisque m # 0)
et est donc le polyndme nul ou encore P est constant.



Correction de ’exercice 10 A

1. Déja, Py estdans E.

Soit 7 un naturel non nul. B, = (X +1)...(X +n) et donc, si k est élément de {—1,...,—n}, P,(k) =0 €
Z.

Si k est un entier positif, P, (k) = 3 (k+1)...(k+n) = G, EZL.

Enfin, si k est un entier strictement plus petit que —n,

P, (k) = i(k—&— 1)...(k+n) = (—1)"i(—k— 1)..(=k—n)=(-1)"C";_, € Z.

n! n!
Ainsi, Vk € Z, Pk) € Z, ou encore PZ) C Z.
2. Evident
3. Soit P € C[X]\ {0} tel que Vk € Z, P(k) € Z (si P est nul, P est combinaison linéaire a coefficients entiers
des Py).

Puisque Vk € N, deg(P;) = k, on sait que pour tout entier naturel n, (P )o<k<n est une base de C,[X] et
donc, (P)ren est une base de C[X] (tout polyndme non nul ayant un degré n, s’écrit donc de maniere
unique comme combinaison linéaire des Py).

Soit n = degP.

Il existe n + 1 nombres complexes ay,..., a, tels que P = apFy + ... + a, P,. 1l reste a montrer que les a;
sont des entiers relatifs.

L’égalité P(—1) est dans Z, fournit : ag est dans Z.
L’ égalité P(—2) est dans Z, fournit : ay — a; est dans Z et donc a; est dans Z.
L’égalité P(—3) est dans Z, fournit : ag — 2a; + a; est dans Z et donc a; est dans Z...

L'égalité P(—(k+ 1)) est dans Z, fournit : ap — aj + ... + (—1)*a; est dans Z et si par hypothése de
récurrence, dy,..., di_1 sont des entiers relatifs alors a; 1’est encore.

Tous les coefficients a; sont des entiers relatifs et E est donc constitué des combinaisons linéaires a
coefficients entiers relatifs des Py.

Correction de I’exercice 11 A

On prend n > 2 (sinon tout est clair).

Q = (X —€/®)(X — e~ est a racines simples si et seulement si e # ¢~ ou encore €% # 1 ou enfin, a ¢ 7Z.
ler cas. Sia € nZ alors, P=0=0.0.

2¢me cas. Si a ¢ nZ, alors

P(e'*) = sina(cos(na) + isin(na)) — sin(na)(cosa+ isina) +sin((n — 1)a)

= sin((n — 1)a) — (sin(na) cosa — cos(na) sina) = 0.
Donc, ¢/ est racine de P et de méme, puisque P est dans R[X], e~ est racine de P. P est donc divisible par Q.
. . . . nil .
P =P—P(c) =sina(X" — ") —sin(na)(X — ") = (X — ') (sina } | X"~ 1=keika _sin(na))
k=0
= (X —€'9)S.

Puis,
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n—1 n—2 n—2—k
S = S_S(efta) —sina Z etka(anlfk - e*t(nflfk)a) — sina(X _efla) Z elka( Z Xn727k7]efl]a)

k=0 k=0 j=0
- n=2 n-2-k o _ =2 . -
— Sil’l(l(X —e_m) Z( Z X"fsz*]el(k*.l)a) — sina(X _efm) Z( Z el(ki'/)a)xnizfl
k=0 j=0 1=0 k+j=I
n-2 1
— sina(X _ efm) Z (Z et(2kfl)a)Xn72fl
=0 k=0
Maintenant,
Zl’ ei(zk_l)a _ e—ila 1— e2i(l+1)a _ sm((l + l)a)
k=0 1 — g% sina '
Donc
§ = sina(X _i“)’f sin(U+ 1)a) vz (X "'“)nfsin((H Da)x" !
=sina(X —e —_— 7 —(X—e a ,
=0 sina Part

et finalement

P=(X—e")(X—e nfsin((k +1)a)X" > * = (X*> —2X cosa+ 1) nizsin((kJr Da).
k=0 k=0

Correction de ’exercice 12 A

Soit P un polyndme de degré n superieur ou égal a 2.

Posons P=A (X —z1)(X —z2)...(X —z,) ot A est un complexe non nuls et les z; des complexes pas nécessairement
deux a deux distincts.

n n P
Py ([Ix-z)=Y +—
i=1 j#i =1 i
et donc
P 1

Soit alors z une racine de P’ dans C. Si z est racine de P (et donc racine de P d’ordre au moins 2) le résultat est
clair. Sinon,

1

En posant A; = e (A; est un réel strictement positif) et en conjugant, on obtient "7 ; A;(z —z;) = 0 et donc

o Z?:1 Aizi

=5 =bar(z;(A1),...,za(An)).
i=1""

Z

Correction de ’exercice 13 A
On suppose que n = degP > 1.
On pose P =A(X —z1)(X —z2)...(X — z,) ot A est un complexe non nul et les z; sont des complexes pas
nécessairement deux a deux distincts.
1

N . z 2z /
D’apres I’exercice précédent, % =Y v
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Si P est divisible par P, 3(a,b) € C*\ {(0,0)}/ P = (aX +b)P' et donc I(a,b) € C*\ {(0,0)}/ & = L
ce qui montre que la fraction rationelle % a exactement un et un seul pdle complexe et donc que les z; sont
confondus.

En résumé, si P’ divise P, 3(a,A) € C?/ P=A(X —a)" et A #£0.

Réciproquement, si P = A (X —a)" avec A # 0, alors P’ = nA(X —a)"~! divise P.

Les polyndmes divisibles par leur dérivée sont les polyndmes de la forme A(X —a)", A € C\ {0}, n € N¥,
acC.

Correction de ’exercice 14 A

Soit P un tel polyndme. —2 est racine de P+ 10 d’ordre au moins trois et donc racine de (P + 10)’ = P’ d’ordre
au moins deux.

De méme, 2 est racine de P’ d’ordre au moins deux et puisque P’ est de degré 4, il existe un complexe A tel que
P =2A(X-2)*(X+2)*=A(X?—4)> = A(X* — 8X2 +16) et enfin, nécessairement,

1
I(A,u) € (CZ/P:l(gXS — §X3+16X)+,u avec A # 0.

Réciproquement, soit P = A (1X° — §X3 +16X) + p avec A # 0.

P solution < P + 10 divisible par (X +2)° et P — 10 est divisible par (X —2)?
S P(-2)+10=0=P(-2)=P"(-2)etP(2)+10=0=P'(2) =P"(2) & P(-2) = —10et P(2) = 10

A(—2+8-32)+pu=-10 _ 3264 _
{1(352_634_%32)4#1:10 <:>,u_0et)L(§—?+32)+u—10
75
@U—Oetl—ﬁ

On trouve un et un seul polyndme solution a savoir P = %(%XS — §X3 +16X) = %XS - %X3 + %X.

Correction de ’exercice 15 A

Les polyndmes de degré inférieur ou égal a 0 solutions sont clairement O et 1.

Soit P un polynome de degré supérieur ou égal a 1 tel que P(X?) = P(X)P(X +1).

Soit @ une racine de P dans C. Alors, a?, a*, a®..., sont encore racines de P. Mais, P étant non nul, P ne doit
admettre qu’un nombre fini de racines. La suite (a'),cn ne doit donc prendre qu’un nombre fini de valeurs ce
qui impose @ = 0 ou |a| = 1 car si |a| €]0, 1]N]1, +oo], la suite (|a*'|) est strictement monotone et en particulier
les @' sont deux & deux distincts.

De méme, si a est racine de P alors (a — 1)? I’est encore mais aussi (a — 1)*, (a— 1)3..., ce qui impose a = 1

oula—1|=1.
En résumé,

(aracine de Pdans C) = ((a=0oula|=1)et(a=1ouja—1|=1))= (a=0oua=1oula|=la—1|=1).

Maintenant, |a| = |[a— 1| =1 < |a| = l et |a| = |a— 1| & a € €((0,0),1) Nmed[(0,0), (1,0)] = {—j,—j>}.
Donc, si P € R[X] est solution, il existe K, &, B, ¥, K complexe non nul et o, 8 et y entiers naturels tels que
P=KX%X —1)P(X +j)Y(X + j*)? (—j et —j* devant avoir méme ordre de multiplicité).

Réciproquement, si P = KX*(X — (X + j)7(X + 2) = KX*(X — DB (X2 —Xx +1)".

P(X?) = KX**(X? - 1)P(X4—X2+ 1) = kxX>*(X - 1P (X + 1P (X> = V3X + 1) (X2 +V3X +1)7,

et

PX)P(X+1)=KX*(X —1)P(X? X+ 1)yK(X + 1)*XP(X> + X +1)7
=KX PX—1D)P(X+ 1) (XX + 1) (X2 X +1)7.
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Par unicité de la décompdsition en produit de facteurs irréductibles d’un polynéme non nul, P est solution si et
seulementsiP=0ouK=1eta=fety=0.
Les polynomes solutions sont 0 et les (X2 — X)* ol & est un entier naturel quelconque.

Correction de ’exercice 16 A

a est solution du probléme si et seulement si X — 209X + a est divisible par un polynéme de la forme X2 +
oX + 1. Mais

X5 —209X +a=(X>+aX+1)(X>—aX*+ (&> — )X — (& —2a)) + (a* = 30> —208)X +a+ (&’ —2ax).

at—302-208=0
a=—o’+20
o € {—4,4,iv/13,—iV/13} et la deuxieme équation fournit a € {56, —56,15iv/13,—15iv/13}.

Donc a est solution < Ja € C/ { . Mais, o* — 30> -208 =0 < a? € {-13,16} &

Correction de I’exercice 17 A

On note que P(1) =1 # 0 et donc que I’expression proposée a bien un sens.

Correction de I’exercice 18 A

1.

x+y+z=1
S & x7y+)c);?z+yz:1 sSop=1,0p0=03=—4
xyz =—4

& x, y etz sont les trois solutions de 1’équation X> — X% —4X +4=0
< x, yet zsont les trois solutions de ’équation (X —1)(X —2)(X +2) =0
< (xy,z) €{(1,2,-2),(1,-2,2),(2,1,-2),(2,-2,1),(-2,1,2),(-2,2,1)}

2. Pour 1 < k < 4, posons Sy = X +yk +7Z54+¢. Onas, = 612 —20,. Calculons S3 en fonction des oy;.
Ona o} =83+3Yx’y+6Yxyz =53 +3¥x%y+ 603 (x). Mais on a aussi 15> = S3 + Y. x%y. Donc,
Y x?y = 01(62 — 202) — S3. En reportant dans (*), on obtient 67 = S5+ 3(07 — 2010, — S3) + 603 et
donc,

1
S = 5(—6? +3(6} —206105 — 83) +603) = 6 — 30,02+ 303.

Calculons S5 en fonction des 6. Soit P= (X —x)(X —y)(X —z)(X —t) =X* — 01X + 0,X*> — 03X + 04.

P(x)+P(y)+P(z) +P(t) =0< S4— 0153+ 025, — 0351 +404 =0
& 84 = 01(6] —3610:4303) — 62(6% —20,) + 0301 — 40y

& Sy =0} —40}0, +40,05 + 205 — 40y,

Par suite,
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61:0 (71:0

—262:10 62:—5
599 30,=0 Y o03=0
207 —404 =26 04 =6

& X, Y, Z, ett sont les 4 solutions de 1’équation X*—5X246=0
< (x,y,2,t) est 'une des 24 permutations du quadruplet (\[2, —V2,V/3, —V/3)

Correction de ’exercice 19 A
Le polynome nul est solution. Soit P un polyndéme non nul de degré » solution alors n =n—1-+n—2 et donc
n = 3. Posons donc P = aX> 4+ bX? +cX +d avec a # 0.

P(2X) =P (X)P"(X) & 8aX> +4bX> +2cX +d = (3aX* +2bX + c)(6aX + 2b)
& (18a* — 8a)X? + (18ab — 4b)X?* 4 (4b* + 6ac —2¢)X +2bc —d =0
& 18a* — 8a = 18ab — 4b = 4b* + 6ac —2¢ = 2bc —d = 0

4
<:>a:§etb:c:d:O.

Les polyndmes solutions sont O et gX 3,

Correction de I’exercice 20 A

0 n’est pas racine de P.

On rappelle que si r = S, (peZ*,qe N, pAg=1)estracine de P, alors p divise le coefficient constant de P
et g divise son coefficient dominant. Ici, p divise 4 et ¢ divise 12 et donc, p est élément de {£1,+2,+4} et ¢
est élément de {1,2,3,4,6,12} ou encore r est élément de {£1,£2, +4, j:%, i%, j:%,j:%, j:%,:l:é, jzl—lz .
Réciproquement, on trouve P(3) = P(}) = 0. P est donc divisible par

12(X—§)(X—%) = (3X —2)(4X —1) = 12X* — 11X +2.

Plus précisément, P = (12X% — 11X +2)(X2 4+ X +2) = (3X —2)(4X — 1)(X — =T (x — =1507),

Correction de I’exercice 21 A

Pour n >0, posons P, = (X — 1)*" — X"+ 2X — 1. B,(0) = P,(1) = P,(3) = 0. P, admet 0, 1 et  pour racines
et est donc divisible par X (X — 1)(2X — 1) = 2X3 - 3X2 + X.

Sin=0o0un=1,lequotient est nul. Sin = 2, le quotient vaut —2.
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Soit n > 3. On met succesivement 2X — 1 puis X — 1 puis X en facteur :

B=(X-1D*)"—(X)"+(2X-1)=((X— 1)2fxz)nf(xf 1)%x20=1=0) 4 (2x —1)
k=0
_ (ZX_1)(_E(X_1)2kx2(n—l—k)+1) 2X—1 2kX2n 1— k)+1—X2n_2)

k=0

\
—_

= (X (X~ 1) Y (X - 1o

2
-0 g

k=1
n—1 2n—1
=2X-1)(X-1)(= Y (x —1)%1x20=1=h ZX"
k=1
(= 2%—1y2(n—1-k) 23
=2X-1D)(X-1)(= Y (x —1)%1x20 Z — 1))
k=1 =1
= 2U—1y2(n—1—k) = = )23k ck k
= (2X (X —1)(~ ¥ (X —1)*x20- Z — ¥ (1R, X
k=1 k=1 k=1
n—2 2n—3
:X(ZX— 1)( 1)( (X— 1)2k71X2n72k73 Z Xk 1 Z 1)2n737kC12<n73Xk71)
k=1 k=1

Correction de ’exercice 22 A

n+m—1
1= (X—|—(1 n+m 1 _ Z +m le X)rz+m—1—k

n+m—1

k n+m 1—-k k n+m—1—k
Z ntm—1X " ( + Z 1 XK1= X)
k 1- k n+m ! k— 1—k
n n n+m—1-—
Z n+m— IX Z n+m IX 1 _X)

SoientU =y -1ck |~ xkn(1—x)mtm-l-kery =yr_ k. X¥(1—X)"1k U etV sontdes polyndmes

tels que UX" +V (1 —X)" = 1. De plus, pour n < k < n+m— 1, deg(X*"(1 = X)*" 1=K =k —n4+-n+m—
1—k=m—1<metdoncdeg(U) < metde méme pour 0 <k <n—1,deg(X*(1-X)" "M =k+n—1-k=
n—1<netdeg(V) <n.
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