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Exo7

Théoreme des fonctions implicites

Exercice 1

Soit f: R3 — R? définie par f(x,y,z) = (x> —y* +2z2 — 1,xyz — 1). Soit (xo,Y0,20) € R? tel que f(x0,Y0,20) =
(0,0). Montrez qu’il existe un intervalle / contenant xy et une application ¢ : I — R tels que ¢@(xo) = (vo,20)
et f(x,¢(x)) =0 pour tout x € I.

Correction V [002541]
Exercice 2
Soit F : R? — R I’application F(x,y) = x> +y* — 1. Démontrer que, pour x suffisamment proche de 0, il existe
un nuique y = y(x) > 0 tel que F(x,y) = 0. Vérifier, sans résolution explicite, que y'(x) = —x/y. [002542]
Exercice 3

On considere le systeme d’équations :

X4y —272=0

P2t +2=4
Montrer que, pour x proche de I’origine, il existe des fonctions positives y(x) et z(x) telles que (x,y(x),z(x))
soit solution du systeme. On déterminera y’ en fonctionde x,y et z’ en fonction de x, z. [002543]

Exercice 4

Considérons F(x,y) = y" +a,_1(x)y"~" +... +a;(x)y + ao(x) un polyndme i coefficients variables. On sup-
pose :

1. Les fonctions x — a;(x) sont C!, j=0,1,....,n— 1.
2. pour un certain xo € R, le polyndme y — F(xo,y) a un zéro simple yy € R.

Démontrer que, dans ces conditions, F(x,y) posséde, pour x voisin de xo, un zéro y(x) qui lui est proche de y

et que la dépendance x — y(x) est C. [002544]
Exercice 5

Donner I’allure de C = {(x,y) € R%;x* +y* —y?> +x —y = 0} au voisinage des points (0,0) et (1,1).
Correction V [002545]
Exercice 6

Montrer que 1’équation ¢* + ¢¥ +x+y — 2 = 0 définit, au voisinage de 1’origine, une fonction implicite ¢ de x
dont on calculera le développement limité d’ordre trois en 0. [002546]
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Correction de ’exercice 1 A

Soit (x0,0,20) € R3 tel que f(xo,Y0,20) = (0,0) (par exemple (1,1,1)). f est C' car coordonnées polynomiales.

o (x I
H(x0,50,20) 5 (%0, Y0,20) —2y0 2z
Mat D, f(x0,0,20) = | 57, 5% = ( Y0 =0 >

%y (x0,y0,20) %52 (%0, ¥0,20) X020 *0Yo
det(MatDy f(x0,y0,20)) = —2x0(y3 +23) # O car xgyozo = 1 donc xo # 0,y # 0,29 # 0. D’aprés le théoreme
des fonctions implicites, il existe I intervalle contenant xg et ¢ : I — R? tel que f(x, ¢(x)) = 0 pour tout x € [

et 9(xo) = (y0,20)-

Correction de ’exercice 5 A
Posons f(x,y) =x*+y> —x* —y*+x—y, £(0,0) =0 et f(1,1) = 0. R est un espace de Banach et f est de
classe C! car polynomiale.

af 2
— =3y"-2y—1
dy y y
Etude au point (0,0), ‘3—1; (0,0) = —1, c’est un isomorphisme de R. Nous sommes dans les conditions d’applica-

tion du théoréme des fonctions implicites. Il existe I contenant 0, J contenant O et g : I — J, C' tel que g(0) =0
et f(x,g(x)) =0,Yx€l.Ona

2+ (g(x0))* = 2% — (g(x))* +x—g(x) =0

En dérivant on obtient :
47 +3¢7(x)g (x) —2x—2g(x)g'(x) + 1 —g'(x) =0

d’ou ¢’(0) = 1. On dérive encore :
12 + 6g(x)g’ (x)* +3g>(x)g" (x) =2 = 2¢'(x)* — 2g(x)g" (x) —&"(x) = 0
d’ou
g'(0)=—4.

Etude au point (1,1), %(1, 1) = 0. Ce n’est plus un difféo, on ne peut pas appliquer le théoréme des fonctions
implicites. Dans ce cas, on prend la dérivée par rapport a la premiere variable.

ﬁ:4x3—2x+1
ox

et donc %(1, 1) = 3. Donc, d’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe / contenant 1, J contenant 1

etg: 1 — Jdeclasse C' tels que g(1) = 1 et f(g(x),x) =0,Yy €1.Ona

g =g () +g0) +y =y —y=0

En dérivant
4g3g’ —2g¢' + ¢ —i—3y2 —2y—1=0

d’ou4g’(1)—g'(1) =0etdonc g'(1) =0.
128°(¢") +4g°¢" —28¢" —2(¢') > +¢"+6y—2=0

dob g"(1) = —4/3.




