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Un peu de mathématiques pour I'informatique quantique

Les ordinateurs quantiques sont parmi nous! Enfin presque. .. Dans ce livre vous découvrirez l'informatique
quantique et apprendrez a programmer sur un vrai ordinateur quantique. Méme s’ils sont encore balbutiants
et ne sont pas disponibles chez vous, vous avez accés en ligne a des machines quantiques pour tester de
petits programmes.

La physique quantique est I'une des révolutions du vingtiéme siecle. Cela reste une matiere difficile a étudier
et encore plus a comprendre tant certains phénoménes quantiques contredisent notre perception du monde
physique classique. Cependant la théorie quantique est validée par de nombreuses expériences et a des
applications dans notre quotidien.

Depuis quelques années il existe des ordinateurs quantiques effectuant des calculs sur des « qubits ». Un
qubit stocke I'information quantique : soit 'information 0, notée |0), soit I'information 1, notée |1), soit
d’une certaine manieére les deux en méme temps! Un qubit correspond a I’état d’une particule qui peut
osciller entre un état au repos et un état excité.

C’est la qu’interviennent les mathématiques! La physique quantique est difficile a comprendre et les
ordinateurs quantiques sont compliqués a réaliser mais heureusement les mathématiques nécessaires pour
s’initier a 'informatique quantique sont simples. Par exemple un qubit s’exprime en fait par 'expression
mathématique :
alo)+p11).

C’est cette combinaison des deux états |0) et |1) qu’on vulgarise par la phrase mystérieuse « prendre a la fois
la valeur O et la valeur 1 ». Il est cependant délicat de trouver un sens physique a cette superposition dans le
monde classique et c’est encore plus ardu de maitriser une particule qui réalise un qubit. Les mathématiques
sont le langage idéal pour exprimer la physique et I'informatique quantique. Nous expliquons ici les notions
(superposition, intrication, non-clonage quantique,...) comme des concepts mathématiques en se permettant
de s’affranchir de 'univers physique délicat qui se cache derriere.

Ce livre offre une introduction douce a I'informatique quantique et aux mathématiques afin d’étre en mesure
de présenter I'algorithme de Shor. Cet algorithme a fait découvrir au monde la révolution que pourrait
apporter un ordinateur quantique. Les communications sur internet sont pour la plupart sécurisées par un
chiffrement qui repose sur la difficulté de factoriser de trés grands entiers, méme avec des ordinateurs tres
puissants. L'algorithme de Shor montre que sur un ordinateur quantique (plus gros que ceux qui existent
actuellement) ce probléme deviendrait simple a résoudre.

Pour démarrer I'étude de I'informatique quantique avec ce livre, vous n’avez pas besoin de connaitre la
physique quantique, vous n’avez pas non plus besoin de compétences avancées en programmation (un peu
de Python). Les mathématiques de ce cours sont d’'un niveau premiere année d’études supérieures, avec des
incursions vers la deuxieme année. Toutes les notions de bases sont introduites, en particulier les nombres
complexes jouent un réle important (d’ailleurs les nombre a et 8 ci-dessus sont des nombres complexes)
ainsi que les vecteurs et les matrices.

Linformatique quantique est un monde déconcertant mais bien réel. A vous de le découvrir !

Le cours est aussi disponible en vidéos :
Youtube : « Quantum ».
L'intégralité des codes Python ainsi que tous les fichiers sources sont sur la page GitHub d’Exo7 :
« GitHub : quantum-exo7 ».


https://www.youtube.com/channel/UCgeO7CtfYSdWt0PPZ3vafqw
https://exo7math.github.io/quantum-exo7/
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Résumeé des chapitres

Découverte de I'informatique quantique
Ce chapitre donne un apercu des calculs avec les qubits et est une introduction détaillée des chapitres suivants
dans lesquels plusieurs notions seront revues : nombres complexes, vecteurs, matrices, portes logiques, physique
quantique. Ce chapitre se termine par une application assez difficile : le codage super-dense.

Utiliser un ordinateur quantique (avec Qiskit)
Le but est de programmer des circuits quantiques et de simuler les résultats. Mais nous allons aussi utiliser un
véritable ordinateur quantique.

Nombres complexes
Les nombres complexes sont les coefficients naturels des qubits. Nous détaillons les calculs avec les nombres
complexes ainsi que sur les qubits.

Vecteurs et matrices
Un qubit est un vecteur et les opérations sur les qubits sont codées par des matrices. Nous étudions ici le calcul

sur les vecteurs, les matrices et leur lien avec les qubits.

Informatique classique
Nous rappelons quelques principes de base du fonctionnement d'un ordinateur classique avec les notions de bits,
de portes logiques et de complexité d’un algorithme.

Physique quantique

Lobjectif est de comprendre les notions de base de la physique quantique.

Téléportation quantique

La téléportation quantique permet de transmettre un qubit d’'un point A a un point B.

Un premier algorithme quantique
Nous commencons par étudier une version simple de I'algorithme de Deutsch—Jozsa afin de nous familiariser
avec les objets, les techniques et les types d’algorithmes que nous découvrirons dans la seconde partie du livre.

Portes quantiques
Nous approfondissons nos connaissances théoriques des portes quantiques en étudiant ce qu’elles peuvent
réaliser (ou pas!).

Algorithme de Deutsch-Jozsa
Nous expliquons et prouvons I'algorithme de Deutsch—Jozsa dans le cas général. C’est notre premier algorithme
quantique qui supplante les algorithmes classiques et c’est aussi 'occasion d’introduire plusieurs notions utiles
pour la suite.

Algorithme de Grover
Lalgorithme de Grover est un algorithme de recherche d'un élément dans une liste qui est plus efficace que les
algorithmes classiques. Son principe est simple, méme si sa mise en ceuvre est un peu complexe. L'algorithme de
Grover ne fournit pas un résultat stir a 100 %, mais une réponse qui a de grandes chances d’étre la bonne.

Arithmétique
La sécurité des communications sur internet est basée sur I'arithmétique et en particulier sur le systéme de
cryptographie RSA qui repose sur la difficulté de factoriser de trés grands entiers avec un ordinateur classique.
Nous présentons dans ce chapitre les notions essentielles d’arithmétique afin de comprendre plus tard I'algorithme
de Shor qui permet de factoriser rapidement un entier a 'aide d’un ordinateur quantique.

Algorithme de Shor
Nous détaillons le circuit et les calculs qui permettent une factorisation rapide des entiers a I'aide d’un ordinateur
quantique.

Compléments d’arithmétique

Nous apportons des compléments a I'algorithme de Shor en étudiant chacune des hypotheéses.



Transformée de Fourier discrete
Nous revenons sur 'outil principal de ’algorithme de Shor : la transformée de Fourier. Nous expliquons comment

elle est construite, comment la réaliser par un circuit quantique et quelles sont ses autres applications.
Cryptographie quantique

Nous étudions le protocole BB84 qui permet le partage d’un secret commun entre deux personnes grace a la

physique quantique.

Code correcteur
Lors de la transmission d’'un qubit il peut y avoir des erreurs. Les codes correcteurs permettent de détecter et
corriger ces erreurs.

Avantage quantique

Quand est-ce qu'un ordinateur quantique sera plus performant qu'un ordinateur classique ?
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Découverte de l'infor-
matique quantique

Vidéo m partie 1.1. Un qubit
Vidéo M partie 1.2. Portes quantiques
Vidéo M partie 1.3. Les 2-qubits (partie 1)
Vidéo M partie 1.3. Les 2-qubits (partie 2)
Vidéo M partie 1.4. Plus de qubits
Vidéo M partie 1.5. Communication par codage super-dense
Plongeons directement au cceur de Uinformatique quantique en abordant la notion de qubit et les
circuits quantiques fondamentaux.
Ce chapitre donne un apercu des calculs avec les qubits et est une introduction détaillée des chapitres
suivants dans lesquels plusieurs notions seront revues : nombres complexes, vecteurs, matrices, portes
logiques, physique quantique. Ce chapitre se termine par une application assez difficile : le codage
super-dense.

1. Un qubit

Pour un ordinateur classique I'unité d’information est le bit représenté soit par 0, soit par 1. Avec plusieurs
bits on peut coder un entier, par exemple 19 est codé en binaire par 1.0.0.1.1; on peut aussi coder des
caracteres, par exemple le code ASCII de « A » est 1.0.0.0.0.0.1.

1.1. Un qubit est un vecteur

En informatique quantique on part aussi de deux
|0) et 1).

La notation est un peu bizarre (elle sera justifiée ultérieurement). En fait |0) et |1) sont deux vecteurs :

Ces deux vecteurs forment une base orthonormée du plan.

1
4 4 ) =al0)+p 1)

.
>

0) "0)

Etats quantiques de base Un état quantique [v))


http://www.youtube.com/watch?v=_jqJHMVcI_0
http://www.youtube.com/watch?v=wFzpe2O0qU0
http://www.youtube.com/watch?v=qlypFNg0LWA
http://www.youtube.com/watch?v=nJYTjviwfzg
http://www.youtube.com/watch?v=zs4j359FRZA
http://www.youtube.com/watch?v=7KIcISp7q_Q
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Ce qui est nouveau et fondamental est que I'on peut ces deux états |0) et |1). Un est un
obtenu par combinaison linéaire :

[Y) = al0) + 1)
Ainsi, un qubit est représenté par un vecteur :

v-(3)

[p) = l0) + B 1) =a((1))+/5((1))=(g).
Vocabulaire.

« Les états |0) et |1) se lisent « ket zéro » et « ket un » (« ket » se prononce comme le mot « quéte »).
« 1) est la lettre grecque « psi », ainsi |1)) se lit « ket psi ».

En effet :

La ou cela se complique un peu, c’est que les coefficients a et 3 ne sont pas des nombres réels mais des
nombres complexes :

aeC et peC

Ainsi |4) est un vecteur de C2, défini par ses deux coordonnées complexes a et f3.

pecC

1 a aeC
=)

Sur la figure ci-dessus, on a représenté un vecteur a coordonnées complexes comme un vecteur du plan.

Cette figure aide a la compréhension mais ne correspond pas tout a fait a la réalité. Comme chacun des
axes correspond a une coordonnée complexe (de dimension 2), un dessin réaliste nécessiterait quatre
dimensions.

Exemple.
e |3y) = (3 +4i)|0) +(2—8i)|1). On rappelle que i est le nombre complexe tel que i* = —1.

. ) =L 10)+ 1),
e On peut superposer des états par addition, par exemple :

(210) + (1 +1) (1)) + (il0) +(2—3i)|1) ) = (2 +1)|0) + (3 —2i) |1),

ce qui correspond a additionner deux vecteurs :

(o) (ota)=(55)
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Remarque.
« Si on souhaitait définir |y)) uniquement avec des nombres réels, alors on pourrait écrire a = a; + ia,,
B = B1 +1ip, et dire qu'un état quantique est défini par 4 nombres réels a4, a,, 81, B5. Cependant ce
n’est pas le bon état d’esprit pour la suite.

« Attention |0) n’est pas le vecteur nul ($), mais bien le vecteur ().

1.2. Norme

Etats de norme 1. On va principalement considérer les états |1p) = a|0) + 8 |1) dont la
, C'est-a-dire :

lal? +|B1> =1

ou |a| et |B| sont les modules des coefficients complexes. On rappelle que si 2 = a + ib est un nombre

complexe (avec a, b € R), alors son |z| est le nombre réel positif défini par |z|? = a® + b2.
Exemple.
o [§)=510)+ 75 1)
Alors
2 o |1 P P 1,1
|(1| +|ﬁ| —’E‘ +‘E’ —§+§—1

Ainsi cet état |¢) est bien de norme 1.
o |Y) =(3+4i)|0) +(2—8i)|1).

lal? +|B|* = |3 + 4i|> + |2 — 8i|*> = 25 + 68 = 93.
Ainsi la norme de [) est v/|a]2 +|B]2 = +/93 et n’est pas égale a 1. En divisant par la norme, on
transforme facilement |v) en un état ’1// > de norme 1 :
_ 3+4i 2—8i

V) =75 10+ 55

1).

Remarque.
On peut schématiser de facon imparfaite les états de norme 1 par le dessin du cercle ci-dessous.

) = al0) + B (1)

Cependant ceci est un dessin ol 'on considére que les coefficients a et 3 sont des nombres réels, ce qui

n’est pas le cas en général. La « sphére de Bloch » fournira une représentation plus fidele, voir le chapitre
« Nombres complexes ».
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1.3. Mesure et probabilités

Un des aspects fondamentaux mais troublants de la physique quantique est que 'on ne peut pas mesurer les
coefficients a et 3 de I’état quantique |¢y) = a|0) + 8 |1). Partons d’un état quantique de norme 1 :
) =alo)+p[1)  avec |al*+[B[*=1.

La de l’état quantique |v)) va renvoyer 'un des bits classiques O ou 1 :

« 0 avec une probabilité |a|?
« 1 avec une probabilité |S|?

Noter que, comme nous sommes partis d'un état de norme 1, nous avons bien la somme des probabilités
la|? + |B|? qui vaut 1.

Exemple.
Considérons I’état quantique :
1—i 14 2i
Alors
o2 = |12 > 2
alf = |—— = —
V3 3
et
pp= it > 5 1
| V15| 15 3

On a bien |a|? +|B|?> = 1. Si on mesure |v) alors on obtient 0 avec une probabilité % et 1 avec une
probabilité %

Autrement dit, si je peux répéter 100 fois 'expérience « je prépare I’état initial |v)), puis je le mesure »,
alors pour environ 66 cas sur 100 jobtiendrai pour mesure 0 et pour environ 33 cas sur 100 jobtiendrai 1.

La mesure d’un état quantique [v)) le perturbe de facon irrémédiable. C’est un phénomeéne physique appelé
« réduction du paquet d’onde ». Si la mesure a donné le bit 0, alors I'état |v)) est devenu |0), si la mesure
a donné le bit 1 alors |v)) est devenu |1). Autrement dit, une fois qu’il est mesuré, un qubit ne sert plus a
grand chose!

Remarque.
Bien évidemment la mesure de |0) donne 0 avec une probabilité 1 ('événement est presque siir). De méme
la mesure de |1) donne 1 avec une probabilité 1. Dans ce cours nous faisons le choix qu'une mesure renvoie

un bit classique O ou 1. Une autre convention serait de décider qu'une mesure renvoie un des états de base
|0) ou |1).

Bilan. On retient qu’a partir d’un état |1p) = a|0) + 3 |1) avec a, 3 € C tels que |a|*> + B> =1:
e on ne peut pas mesurer les coefficients a et 3 ;
« la mesure de |v) renvoie soit 0 avec une probabilité |a|?, soit 1 avec une probabilité |3|?;
« la mesure transforme le qubit |3) en |0) ou en |1), les coefficients a et  ont disparu aprés
mesure.
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2. Porte avec une entrée

Un ordinateur quantique produit des qubits et leur applique des transformations, qui dans un circuit
s’appellent des « portes ». Nous commengcons par transformer un seul qubit.

2.1. Porte X

La porte X s’appelle aussi porte NON (ou NOT) et est la transformation qui échange les deux états
quantiques de base :

0) —— 1) et |1) ——s|0)

DL ) =alo)+B]1)

X X
\ X|p)=p10) +all)

n
>

—VY

0)

Porte X

La transformation est de plus linéaire, ce qui fait que la porte X échange les deux coefficients d’un état
quantique :

X
[Y) =al0)+ B 1) —— B0) +all).
Par exemple I'état |¢) = 2]0) + (1 —1i)|1) est transformé par la porte X en I'état X(|v)) = (1 —1i)|0) +211).
En termes de vecteurs cette transformation s’écrit :
1 X 0 0 X 1 a X B
—_ —_ —_—
0 1 1 0 B a

La matrice de la porte X est donc :
01
X =
10

(2 o)()-()

Note. La notion de matrice n’est pas indispensable pour ce premier chapitre, elle sera développée dans le

car

chapitre « Vecteurs et matrices ».

2.2. Porte H de Hadamard

La porte H de Hadamard est la transformation linéaire définie par :
H 1 H 1
0) —— —(10) + 1) et [|)—— —

Ainsi, si |¢) = a|0) + B |1) alors
1 1
H(lp) = a—=(10)+11)) + f—=(10) 1))

(10)—11)).

/2
On regroupe les coefficients selon les termes |0) et |1), pour obtenir :
a+f a—pf
H = 0)+ 1).
() 7 |0) 7 1)

Par exemple l’état |[¢) =i|0) + (2 +1)|1) est transformé en H(|y)) = Zj;i |0) — % [1).
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En termes de vecteurs cette transformation s’écrit sur les vecteurs de base :

b)=50) G50

La matrice de la porte H est donc :
e 1 (1 1
A

1 (1 1 ) (a)
V2\1 —1J\B
redonne bien le vecteur correspondant a H(|y)).
Géométriquement la base (|0),|1)) est transformée en une autre base orthonormée (H(|0)), H(|1))).

car la multiplication

B DE )
H|0)
H
10) J lo)
Hly)
Porte H H|1)
Remarque. 1l est fréquent de rencontrer les notations suivantes :
1 1
[+)=—=(0)+[1)) et |—) =—=(0)—[1))
) 7 ) +11) ) 7 )—11)

meéme si nous éviterons de les utiliser ici.

2.3. Mesure

C’est un élément fondamental d’un circuit quantique. C’est le seul moment ou l'on peut obtenir une
information sur un état quantique [1)), mais c’est aussi la fin du qubit, car la mesure ne renvoie que 0 ou 1
et perturbe irrémédiablement ’état quantique.

2.4. Exemples de circuit

Un est composé d’'une succession de portes. Il se lit de gauche a droite.

Exemple.
Voici un circuit composé d’une porte X (c’est-a-dire une porte NON) suivie d’'une porte mesure symbolisée
par un petit cadran.

_X_/74_>

o Silentrée est |0), alors X(]|0)) = |1), la sortie mesurée vaut donc 1 (avec une probabilité 1) :

0) 1

o Par contre si I'entrée est |1), alors X(|1)) = |0) et la sortie mesurée vaut O :

1) {XH Ao




DECOUVERTE DE L'INFORMATIQUE QUANTIQUE 8

o Silentrée est Iétat 1)) = a|0) + B |1) (avec |a|? +|B|?> = 1), alors X(|3p)) = B |0) + a|1). La mesure
donne donc 0 avec une probabilité |3|? et 1 avec une probabilité |a|?.

al0) + 1) Ooul

Exemple.

Ce circuit est formé d’une porte H de Hadamard, suivi d'une mesure :

_H_/74_>

o Silentrée est |0), alors H(|0)) = % |0) + % |1), la mesure donne donc le bit 0 avec une probabilité %

et le bit 1 avec une probabilité %
« Sil’entrée est |1), alors H(|1)) = % |0) — % |1) et les mesures conduisent aux mémes résultats que

précédemment.
o Par contre si 'entrée est [)) = % |0) + % |1), alors :
1 1
HY) =1 =10+ =11

1 1
= EHGO)) + EH(H))

1 1 1 1
= EEUO) +11)+ Eﬁ(m)—m)
= 210)+ 2 10)+ 3 1)~ 2 |1)

2 2 2 2
=10)

Ainsi pour cette entrée, le circuit renvoie, aprés mesure, 0 avec une quasi-certitude.
 Exercice : trouver [¢) tel que la mesure donne 1 avec une quasi-certitude.

2.5. Portes X, Y et Z de Pauli

Nous avons déja rencontré la porte X (dite aussi porte NOT), qui fait partie d’'une famille de trois portes,

dites . Les voici définies par leur action sur les états quantiques de base |0) et |1), et également
par leur matrice.
Porte X
10) — 1) 01
— I X =
X “wm 10
Porte Y
10) = i[1) 0 —i
— I Y =
Y { |1) — —i|0) i 0
Porte Z
0 0 1 0
7 0) > [0) ,_
[1) — —]1) 0 —1
Exercice.
On considére la porte v NOT définie par

|0) — L o) )

+3in
— +v/NOT |— { 2 2 C’est-a-dire M=
1) = 7 10) + 5 (1)

1+i 1—i
1—i 1+4i

N[+~
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1. Pour I'entrée |0), que donne une mesure apres la porte v NOT ? Méme question avec |1).
|0) NOT ? 1) NOT ?

2. Pour l'entrée |) = % |0) + i@ |1), que donne la sortie apres la porte v NOT ? Que donne ensuite une
mesure ?

lY) — VNOT |~ ? ) NOT ?

3. Montrer que le circuit suivant, qui consiste a enchainer deux portes vNOT, équivaut a une seule porte
NOT (notée aussi porte X).

— VNOT [H/NOT|— = NOT

Autrement dit, il s’agit de montrer que :

VNOT(VNOT(|4))) =NOT(|y))

Indication. On peut faire les calculs avec un qubit général [¢)) = a|0)+ |1). Mais on peut aussi seulement
vérifier que cette affirmation est vraie pour les deux états de bases |0) et |1), ce qui est suffisant par
linéarité. Une autre technique serait d’utiliser les matrices.

3. Les 2-qubits

Nous allons maintenant réunir deux qubits pour obtenir un 2-qubit. C’est la version quantique de 'union de
deux bits.

3.1. Superposition

Deux qubits réunis sont dans un état quantique |v), appelé , défini par la superposition :

lY) = ]0.0) + $]0.1) +y|1.0) + 5 |1.1)

ou a, f3,v,6 € C, avec souvent la convention de normalisation :
lal® + 1B + 1y +161* = 1.

La mesure d’un 2-qubit, donne deux bits classiques :

« 0.0 avec probabilité |a|?,

« 0.1 avec probabilité |82,

« 1.0 avec probabilité |y|?,

« 1.1 avec probabilité |5|?.
Notons déja la différence remarquable avec I'informatique classique : avec deux bits classiques, on encode
un seul des quatre états 0.0, 0.1, 1.0 ou 1.1, mais avec un 2-qubit on encode en quelque sorte les quatre
états en méme temps !

Que représentent |0.0), |0.1),...? Il s’agit de nouveaux vecteurs d’une base mais cette fois en dimension 4 :
1 0 0 0
0 1 0 0
0.0) = 0.1) = 1.0) = 1.1) =
oo)=| | lon=| | no=/| nn=|
0 0 0 1
Ainsi |¢) est un vecteur de C* :
1 0 0 0 a
0 1 0 0 B
= + + +6 =
r=al J1+B o7 0 y
0 0 0 1 o
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Exemple.

1 i 1+i
[y) = ﬁ |0.0) + ﬁ [1.0) + f [1.1)

est un 2-qubit de norme 1. Sa mesure donne :
e 0.0 avec probabilité 1/6,
e 0.1 avec probabilité 0,
e 1.0 avec probabilité 1/6,
e 1.1 avec probabilité 2/3.

On peut aussi noter les états de base par des formules de multiplications :
0.0)=10)-10)  |0.1)=]0)-[1)  [1.0)=]1)-]0)  |1.1)=I1)-[1)

On note aussi ce produit par le symbole ® :

0.1)=|0)®|l)= ®

3.2. Porte CNOT

La porte CNOT est une porte qui prend en entrée deux qubits et renvoie deux qubits en sortie.

B

Voici la regle sur les quatre états quantiques de bases :
|0) —¢— |0) |0) —¢— |0) 1) —e— 1) 1) —e— 1)
|0) —b— |0) 1) —— 1) |0) —b— [1) 1) —b— 10)

Autrement dit le premier qubit reste inchangé. C’est différent pour le second qubit :
« sile premier qubit est |0) alors le second qubit est inchangé,

10

« si le premier qubit est |1) alors le second qubit est changé selon la régle d’une porte X : |[0) — |1) et

1) — 10).

On peut interpréter cette porte comme une instruction «si ..., sinon ... » : si le premier qubit est |0) faire

ceci, sinon faire cela.

Voici la regle reformulée avec la notation des 2-qubits :

0.0) —2T 510,00 j0.1) —2T S10.1) (1.0) —22 411y (1) —2

Voici cette méme régle présentée a 'aide de vecteurs :

1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
— — — —

0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0

La matrice de la transformation de CNOT est donc la matrice 4 x 4 :
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La porte CNOT transforme un vecteur représentant un 2-qubit par multiplication par cette matrice M :

a 1 0 0 0\ /(a a
I§; CNOT O 1 0 Of|IB]| _|B
% 000 1|ly] |&
o 0 01 0/\o Y

3.3. L'état de Bell

A l'aide de la porte CNOT nous allons obtenir un des états les plus importants pour deux qubits : I

&%) = —0.0) + % 11.1)

Une mesure de cet état conduit a :
e 0.0 avec une probabilité %,
e 1.1 avec une probabilité %,
o les deux autres sorties 0.1 et 1.0 ayant une probabilité nulle.

Remarque.
En physique quantique il est toujours aventureux de faire des analogies avec le monde tel qu’on le connait.
Permettons-nous un petit écart :

o Un qubit, c’est un peu comme une pieéce de monnaie lancée en I'air. Tant que la piece tourne dans I'air,
« pile » et « face » ont les mémes chances de se produire. Ce n’est que lorsque la piece est retombée que
I'on peut lire le résultat (c’est la partie « mesure ») et ensuite le résultat est définitivement figé a « pile »
ou bien a « face ».

e Un 2-qubit, c’est-a-dire la réunion de deux qubits, c’est comme deux piéces de monnaie en train d’étre
lancées en l'air en méme temps. Les quatre résultats « pile/pile », « pile/face », « face/pile » ou encore
« face/face » sont possibles.

» L'état de Bell, c’est comme deux piéces liées entre elles lancées en l'air. Le résultat ne peut étre que
« pile/pile » ou bien « face/face ». Ce phénomeéne s’appelle « I'intrication quantique ».

Obtention de I’état de Bell.

Considérons le circuit suivant, composé d’'une porte de Hadamard, suivie d'une porte CNOT :

— H

U
Alors, a partir de I’entrée |0.0), I'état de Bell |<I>+> est obtenu en sortie.
|g} >—> 1 |2>) N 1 |61§>
o —a- i Zp
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Reprenons le calcul en détails (en adoptant la notation verticale) a partir de 'entrée

|0)
0.0) = ®
|0)
Tout d’abord le premier qubit (celui du haut) passe par une porte H, le second qubit reste inchangé :
H 1 1
O) e HOD  HOED 0
2 2
0 0 ) Y2 Y2 )

Ensuite ce résultat intermédiaire passe par la porte CNOT. On regarde d’abord indépendamment les deux
termes de la somme obtenue :

0) |0) 1) 1)
CNOT CNOT
® +— ® et ® +—m B
0) |0) |0) 1)
Ainsi par linéarité, la porte CNOT a pour action :
H(|0)) |0) 1)
® CNOT 1 o + 1 ®
2 2
0) 20 V2

qui est bien l’état de Bell |<I>+>.

Exercice.
Reprenons le méme circuit :

—H}—

D

1. Quelle est la sortie produite pour I'entrée |1.0) ?

2. Trouver ou insérer une porte X dans le circuit, de sorte que I'entrée |0.0) conduise a la sortie % |0.1) +
1
7 |1.0).

3.4. Calculs algébriques avec un ou deux qubits

Il faut savoir faire des calculs algébriques avec les qubits, méme si pour vraiment comprendre ces opérations
il faudra attendre le produit tensoriel qui sera expliqué dans le chapitre « Vecteurs et matrices ».

Addition.
L’addition se fait coefficient par coefficient et ne pose pas de probléme, par exemple si

|$) = (1+31)|0) +2i[1) et [Y) =310) +(1—1)[1)
alors
|$) +|y) =(4+3D)[0) + (1 +1)[1).
Ou encore pour des 2-qubits :

(11.0)+10.1) )+ ([1.0) —[0.1) ) = 2]1.0) .

Multiplication.
On peut multiplier deux 1-qubits pour obtenir un 2-qubit. Les calculs se font comme des calculs algébriques
a laide des regles de bases |0) - |0) =]0.0), |0) - [1) =0.1),...
Par exemple :
(310) +2i|1))- ((1+D)]0)—[1) )= 3(1+1)]0)-]0) — 3]0)-]1) + 2i(1+i)|1)-|0) — 2i[1)-|1)
= (3+3i)]0.0) — 3]0.1) + (—2+2i)[1.0) — 2i|1.1).
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On a utilisé l'identité i> = —1 et fait attention que la multiplication des « ket » n’est pas commutative :
|0)-]1) # |1) - |0). En particulier on a la relation (k |a))-|b) = |a) - (k|b)) = k |a.b) pour k € C. Cette relation
a été utilisée précédemment sans le dire pour la porte CNOT : (% |0)) -]0) = % [0.0).

On a aussi la relation de développement/factorisation |(a + b).c) = |a.c) +|b.c). Par exemple : [(0+1).1) =
10.1) +1.1).

Norme.
» Pour un nombre réel x, |x| est sa valeur absolue.
« Pour un nombre complexe z = a +ib, |z| = v/a2 + b2 est son module.
 Pour un qubit [¢p) = a|0) + B [1), [[Y]| = v/|a|? + |B]? est sa norme.
o Pour un 2-qubit [1)) = @|0.0) + 3]0.1) +y|1.0) + & |1.1), sa norme est ||y || = +/|a|2 + |B|2 + |y]2 + |5 /2.
 La normalisation d’un qubit [¢) est % qui est un qubit de norme 1.

Exercice.

Soit |¢p) = % |0) + ‘/Tgill) et [y) = ‘Z/Jlr_(i) |0) — % |1). Calculer la norme de |¢), [Y), |¢) + |¢) et [¢) - [Y).
Conclusion : on note que la somme de deux qubits de norme 1 n’est pas nécessairement de norme 1, par
contre le produit de deux qubits de norme 1 est encore un qubit de norme 1.

Exercice.
Dans une porte CNOT les deux entrées ne jouent pas des roles symétriques.
—— 75 —p—
SO o
Sur la figure a droite, est dessinée une porte CNOT renversée pour laquelle c’est le premier qubit qui change
(ou non) en fonction du second qubit.

Cependant on peut construire la porte CNOT renversée a partir de la porte CNOT classique et de quatre
portes H de Hadamard.

S

Montrer que les circuits suivants sont équivalents :

—O—
T

Indication. 11 suffit de vérifier que l'affirmation est vraie pour les quatre états de base |0.0), [0.1), |1.0), |1.1).

La porte CNOT. Revisitons la porte CNOT d’une maniére un peu plus abstraite. La transformation associée

a cette porte s’écrit aussi :

CNOT
lx.y) ——— Ix.y @ x)

c’est-a-dire :
|x) —a— |x)

ly) —&— |xey)

ol x et y ont pour valeurs 0 ou 1 et ot « ® » représente 'addition usuelle sur un bit (comme une porte
XOR) :

080=0 le0=1 O®l1=1 et 1®1=0.
Par exemple :
CNOT(|1.1)) = |1.(1®1)) = |1.0).
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4. Plus de qubits

4.1. Circuit quantique

D’une facon générale, le regroupement de plusieurs qubits conduit & un « n-qubit ». Voici le schéma de
principe d’un circuit quantique :

» en entrée : n qubits dont la superposition représente un n-qubit;

 une succession de portes quantiques, chacune agissant sur un ou plusieurs qubits;

« le circuit est terminé par un certain nombre de mesures, qui renvoient des bits classiques.

Circuit quantique

41
q2

registre
quantique
(qubits)

portes . mesures
quantiques :

dn

. b,
registre Y

classique 2
(bits)

by

4.2. Les n-qubits

Un est un état quantique :
[¢) =0ay0.0...0.0) + @;]10.0...0.1) +--- + agn_11.1...1.1).

» Un n-qubit possede donc 2" coefficients. C’est toute la puissance de I'informatique quantique : la réunion
de n qubits conduit a la superposition de 2" états de base. Travailler avec un n-qubit correspond a
travailler sur tous les 2" n-bits classiques 0.0...0.0, 0.0...0.1, ..., 1.1...1.1 en méme temps, alors que
I'informatique classique ne s’occupe que d’un seul n-bit a la fois.

Par exemple, I'écriture d’un 3-qubit est la superposition de 8-états de base :

[Y) = a]0.0.0) + 1 ]0.0.1) + 5 [0.1.0) + a3 0.1.1) + a4 |1.0.0) + a5 |1.0.1) + g [1.1.0) + a; [1.1.1)..
» Un n-qubit correspond donc au vecteur :
Qo
a1 n
e C?
Aon_q

» On impose souvent la condition de normalisation 212:1 la;]? = 1.
« La mesure d’un n-qubit de norme 1 produit un n-bit classique : 0.0...0.0 avec la probabilité |a,|?,
0.0...0.1 avec la probabilité |a;|?,..., 1.1...1.1 avec la probabilité |a_;|?.
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Exercice.
Voici un exemple de circuit avec 3 qubits en entrée.

_Xj ®
N H [~

N
U

Pour chacune des entrées, correspondant a un état de base |0.0.0), [0.0.1),...,]1.1.1), calculer la sortie
produite.
Exemple. Pour |0.0.0) la sortie est % [1.0.1) — % [1.1.1).

Exercice.
La est un exemple de porte qui nécessite 3 qubits en entrée. Si I’état des deux premiers
qubits est |1) alors la porte échange |0) et |1) pour le troisiéme qubit, sinon elle conserve le troisiéme qubit.
C’est une généralisation de la porte CNOT qui se note aussi CCNOT. Autrement dit, si (x,y) # (1,1)
alors :

|x) —e— Ix)

ly) —— 1)

|z) —B— Iz)

Mais pour le cas particulier x =lety=1:
1) —— 1)

1) —¢— 1)

z) —&— X(I2))

On suppose que les qubits en entrée sont :
¢ [p1) =10) +11)
* [hy) =10) +2i|1)
. Iys)=2]0)—3]1)
Calculer les trois qubits de sortie.
Indication. On pourra commencer en développant |¢);) - [15) - [33) (voir la section 3.4).
Note. La matrice associée a la porte de Toffoli est la matrice 8 x 8 suivante :

(1 0|0 ofoolo 0)
0o 1/0 0/o o]0 o
0 0[1 0/0 0]0 O
|0 0jo1joo0foo
0 0l0 0|1 0[]0 O
0 0lo olo 1]0 0
0 0/0 0/0 0]0 1
\o o|o olo o|1 0
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5. Communication par codage super-dense

Le codage super-dense est un protocole quantique permettant a deux personnes d’échanger de 'information.

5.1. Motivation

On commence par une situation trés simple.

Transmission. Alice souhaite envoyer un message a Bob, par exemple « Noir » codé par 0 ou « Blanc » codé
par 1. Elle peut envoyer le qubit [0) & Bob qui le mesure, obtient 0 et sait donc que le message est « Noir ».
Si Alice envoie le qubit |1) a Bob, sa mesure donne 1 et le message est « Blanc ».

Information et codage

Noir =0
Blanc =1 Al Message
'] 0) ou |1)
Transmission
du qubit
Mesure et décodage
Bob 0 = Noir

1 = Blanc

Avec cette technique, un seul bit classique d’information est transmis pour chaque qubit envoyé. Ne pourrait-
on pas mieux faire ?

Interception. De plus cette technique n’est pas siire, si 'espionne Eve intercepte le qubit transmis, alors elle
peut mesurer le qubit sans changer son état. Elle récupére I'information et Bob ne s’apercoit de rien!

Alice

. interception
Eve M\ 0) ou [1)

Bob
En effet, mesurer le qubit |0) donne 0 mais ne change pas son état, idem pour le qubit |1). Ce ne serait pas

le cas pour les autres états. Lorsque, par exemple, le qubit |¢)) = %(IO) +|1)) est mesuré en 0 ou 1 (une
chance sur deux), il change d’état en |0) ou en |1).
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) ) ) )

bit 0 bit 1
) =al0) + 1) 10) ou |1)
bit O ou 1

Note. Alice, Bob et Eve (pour eavesdropper, espionne) sont les noms habituels utilisés en cryptographie !

5.2. Schéma général du protocole

Le reste de la section est consacré au protocole appelé « codage super-dense ». Alice souhaite transmettre de
facon sécurisée a Bob une information constituée de deux bits classiques, en envoyant un seul qubit.
Voici les trois étapes de ce protocole :

1. préparation de I’état de Bell,
2. codage de l'information par Alice,

3. décodage par Bob.

Alice
2. Codage
Charlie qubit de linformation
1. Préparation N
Etat de Bell [7) qubit
Bob
qubit

3. Décodage et mesure

5.3. Préparation de I’état de Bell

Le protocole commence par un travail de préparation externe : une troisieme personne, Charlie, prépare
I’état de Bell.
C’est tres facile : partant de I'état quantique |0.0), 'action d’une porte H suivi d'une porte CNOT conduit a
I’état de Bell :

o L 1
| )_ﬁ|o.o)+ﬁ|1.1).
|0) —(H}—+— 1 |0) 1 1) )
® — ® +— ® =&t
0 —a- 2 V2

Les calculs ont été expliqués dans la section 3.3, les voici refaits rapidement :
CNOT
—5(10.0) +]1.1))

Pour clarifier I'exposé et distinguer ce qui est a destination d’Alice et ce qui est a destination de Bob, on

10.0) —2— ‘%(0 +1).0) = £(/0.0) +1.0))

note 1’état de Bell sous la forme :
1
dT) = —10,.05) +
#°)= 75100 0n

1

ﬁ'lA'lB>'

Ensuite Charlie envoie :
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e un premier qubit |1,) = % [0,4) + % |14) a Alice,

 un second qubit [¢z) = iz |05) + % |15) a Bob.
Intrication quantique. Attention ces deux qubits | 4) et |1 z) sont , C'est-a-dire liés entre eux,

méme une fois séparés. Si on mesure [1,) et que 'on obtient 0, alors la mesure de [1)z) donne aussi O et,
bien entendu, si la mesure de [1,) donne 1 alors la mesure de [1)z) donne aussi 1.

Cela s’explique par le fait que ces deux qubits sont issus de I'état de Bell, qui lors de sa mesure ne peut
conduire qu’a 0.0 ou 1.1. Uintrication quantique est un des aspects les plus troublants de la mécanique
quantique. Deux particules intriquées, méme distantes, continuent de partager des propriétés communes.

5.4. Transformation d’Alice

Alice souhaite envoyer un des quatre messages suivants a Bob, codés chacun par une couleur ou deux bits
classiques.

e «Noir » ou 0.0,

e «Rouge » ou 0.1,

e «Bleu» ou 1.0,

» «Blanc» ou 1.1.
Elle recoit de Charlie le qubit |y ,) = % [0,) + % |1,) et lui applique une des quatre transformations en
fonction de I'information qu’elle souhaite transmettre :

« Si elle veut transmettre I'information « Noir/0.0 » elle applique I'identité I (elle ne fait rien et conserve

1Y)

« Si elle veut transmettre « Rouge/0.1 », elle applique la porte X & [4).

« Si elle veut transmettre « Bleu/1.0 », elle applique la porte Z & |1)4).

« Si elle veut transmettre « Blanc/1.1 », elle applique la porte X, suivie de la porte Z a |14).
Ensuite elle transmet le qubit transformé \1,[)2} a Bob.

Alice
Noir = 0.0 porte I ,
Charli 1Y) | Selon Rouge = 0.1 alors porte X |¢A> > Bob
arlie g Bleu = 1.0 porte Z wro
Blanc =1.1 portes X puis Z

5.5. Décodage de Bob

Bob recoit deux qubits :

* le qubit transformé |1,b1’4> envoyé par Alice,

o le qubit |¢gz) = % |05) + % |15) préparé par Charlie.
Mais attention, ces deux qubits sont toujours liés par intrication.
Bob a suffisamment d’informations pour retrouver le message d’Alice. Dans la pratique, il applique une porte
CNOT suivi d'une porte H (c’est 'opération inverse de la préparation de Charlie). Puis Bob mesure les deux
qubits. Nous allons vérifier que la mesure redonne exactement I'information que voulait transmettre Alice :
0.0, 0.1, 1.0, 1.1 (pour Noir, Rouge, Bleu, Blanc).
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Bob
/

Alice L > Information

[ 4) 0.0 = Noir
‘ porte CNOT porte H mesure 0.1 = Rouge

1Y) 1.0 = Bleu

i > EEE—

Charlie 1.1 = Blanc

Voici le circuit quantique du décodage de Bob :

——{HHA
—o——A-

On reprend pour chaque cas le codage d’Alice et le décodage de Bob. Ainsi Alice recoit le qubit [y ,) =
%(IOA) +]1,4)). Elle applique ensuite une transformation.

Cas de « Noir/0.0 ». Dans ce cas Alice ne fait rien (porte identité I sur le premier qubit), elle envoie donc
directement | ,) = ‘/_(IOA) +|14)) a Bob. Bob recoit aussi [{5) = ‘/_(|OB) +]15)) de Charlie. Mais n’oublions

pas que ces deux qubits sont intriqués. Ainsi Bob a en main le 2-qubit ﬁ(|OA.OB) +|1,.15)). 1l applique
ensuite une porte CNOT :

CNOT
‘/—(|0A 0p) +|14.1)) ————— CNOT(‘/_ [04.05)) + CNOT(‘/— 114.15)) = % |04.05) + % [14.05) .

Bob continue et applique une porte H sur le premier qubit (indexé par A) :
H
. t5 %(OA— 1A)-OB> = 5(104.05) +114.05) +10,.05) — |14.05)) = [0,.05) .

1|1
Il ne reste plus que la mesure qui donne bien évidemment 0.0, ce qui est exactement le message d’Alice.

Cas de « Rouge/0.1 ». Alice applique la porte X au premier qubit de ’état de Bell, elle transforme son qubit
[(|0A) +14)) en [(llA) +104)). Mais pour I’état de Bell = (|OA 0g) +|14.15)) initial, cette transformation
correspond au nouvel état 1/_(|1A 0g) +(04.15)). Ainsi Bob recoit le 2-qubit |y) = f(llA 0g) +(04.15)).

Bob applique une porte CNOT, suivie d'une porte H sur le premier qubit :

CNOT
1/—(|1A 0p) + o |OA ) —— = |1A 1)+ 7 |0A-1B>

Hy
—es § 1(04—14).15) + % (04 +14).15) = [04.15) .

Ainsi Bob mesure 0.1 ce qui est le message d’Alice.

Cas de « Bleu/1.0 ». Alice applique la porte Z au premier qubit de I’état de Bell, Bob recoit donc [y) =
%(IOA.OB) —|14.15)). Bob applique une porte CNOT, suivie d'une porte H sur le premier qubit :
CNOT
%UOA-OB) 114.15)) ——— ﬁ 04.05) — % |14.0p)
H
e % (04 +1,4).05) — % 1(04—14).05) = [14.0p) .

Ainsi Bob mesure 1.0 ce qui est le message d’Alice.

Cas de « Blanc/1.1 ». A partir de I'état de Bell, Alice applique la porte X sur le premier qubit, ce qui donne
1/_(|1A 0g) +104.15)), puis une porte Z sur le premier qubit. Ainsi Bob regoit ) = 1/_( [14.05) +104.15)).

Bob applique une porte CNOT, suivie d'une porte H sur le premier qubit :

CNOT
—5(=114:05) +104.15)) ———— == 14.15) + 75 10a.15)
Hy

_— —% 1(04—14).15) + % (04 +14).15) = [14.15) .

Ainsi Bob mesure 1.1 ce qui est le message d’Alice.
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5.6. Bilan

Alice transmet une information composée de deux bits a Bob, mais elle ne lui a envoyé qu’un seul qubit
(méme si Bob recoit globalement deux qubits). De plus c’est un protocole de transmission sécurisé. En effet,
si Eve intercepte le qubit qu’Alice envoie 4 Bob alors elle ne peut en tirer aucune information car ce qubit
est de la forme %(:l: |0) £]1)) et donc sa mesure donne 0 ou 1 et ne permet pas a Eve de conclure quoi que
ce soit sur 'information que souhaitait transmettre Alice.



Utiliser un ordinateur
quantique (avec Qiskit)

Vidéo M partie 2.1. Un premier circuit quantique
Vidéo M partie 2.2 Un qubit
Vidéo M partie 2.3 Deux qubits

Vidéo M partie 2.4 Utiliser un vrai ordinateur quantique

Le but est de programmer des circuits quantiques et de simuler les résultats. Mais nous allons aussi
utiliser un véritable ordinateur quantique.

1. Un premier circuit quantique

On se jette I'eau et on réalise notre premier circuit quantique. Nous utilisons le langage de programmation
Python et la librairie giskit fournie par IBM.

1.1. Le circuit

Il s’agit de programmer le circuit suivant.

|0)

On part donc de P’état initial |0), on applique une porte de Hadamard, I’état quantique devient donc
% |0) + % |1). On termine par une mesure qui renvoie un bit classique 0 ou 1 avec ici chacun la probabilité
1/2.

Pour mieux représenter la réalité de ce circuit, on I'écrit sur deux lignes. La premiére ligne correspond au
qubit, noté g et a sa transformation, la seconde ligne correspond au bit classique, noté c, qui sert a stocker
la mesure du qubit.

q=10)
c=0
Remarque importante. Noter la différence avec les circuits rencontrés dans le premier chapitre : les circuits
sont ici initialisés avec un état initial, |0) pour les qubits et O pour les bits classiques.

1.2. Le programme

import qiskit as q
from qiskit_aer import (asmSimulator

### Partie A. Préparation


http://www.youtube.com/watch?v=yGzmA98D0eU
http://www.youtube.com/watch?v=7tO15IFNtMQ
http://www.youtube.com/watch?v=SL4nMgMwPbI
http://www.youtube.com/watch?v=etra0QQUUOg
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# On simule un ordinateur quantique
simulator = QasmSimulator ()

### Partie B. Construction du circuit

# Circuit quantique avec un qubit et une mesure
circuit = q.QuantumCircuit(1, 1)

# Une porte de Hadamard
circuit.h(0)

# Mesure du qubit (donne un bit classique)
circuit.measure(0, 0)

# Affichage du circuit
print(circuit.draw(output="text'))

### Partie C. Exécution

# Lancer de 1000 simulations

tcircuit = q.transpile(circuit, simulator)
job = simulator.run(tcircuit, shots=1000)

### Partie D. Résultats et visualisation

result = job.result()

# Comptage
counts = result.get_counts(tcircuit)
print ("Nombre de 'O' et de 'l' :", counts)

# Diagramme en barres

import matplotlib.pyplot as plt
q.visualization.plot_histogram(counts)
plt.show()

1.3. Explications et résultats

On reprend pas a pas le programme ci-dessus avec des explications et les résultats.
Partie A. Préparation
« Le module Python a importer au préalable est le module giskit, on abrége son nom par la seule lettre q.
 Pour l'instant on n’utilise pas un véritable ordinateur quantique, mais on transforme notre machine en
un simulateur avec I'option 'QasmSimulator’.

Partie B. Construction du circuit
On commence par déclarer I'architecture du circuit :
circuit = q.QuantumCircuit(1, 1)
Linstruction définit un circuit quantique, nommé circuit, et déclare le nombre de bits quantiques (ici 1)
suivi du nombre de bits classiques (ici 1 également, pour la mesure).
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On construit ensuite le circuit de la gauche vers la droite :
« on ajoute une porte H de Hadamard pour le qubit numéro 0 : circuit.h(0).
« on mesure le qubit numéro 0 et on envoie le résultat sur le bit classique numéro 0 : circuit.measure (0,
0).
Le programme affiche ensuite une version texte de notre circuit, ce qui permet de vérifier que tout est bien
en place.

Comme I'entrée n’a pas été précisée, c’est, comme mentionné sur l’affichage ci-dessus, la valeur par défaut
qui sera utilisée, a savoir |0).

Partie C. Exécution
On transforme notre circuit en un circuit adapté a une machine quantique via une opération appelée
transpilation :
tcircuit = q.transpile(circuit, simulator)
Le travail de simulation commence. Un test du circuit conduit & une mesure, avec une sortie 0 ou 1 (la
valeur exacte du qubit dans le circuit n’est pas accessible). Une seule valeur ne permet pas de conclure sur
la nature du circuit, c’est pourquoi on effectue une simulation avec un grand nombre de lancers (shots).
job = simulator.run(tcircuit, shots=1000)

Partie D. Résultats et visualisation
Voici un exemple de résultat renvoyé.

Nombre de 'O' et de '1': '0O': 519, '1': 481
Bien sfir, chaque simulation a une part d’aléatoire et conduit a des résultats différents. Cependant, selon la
loi des grands nombres, par exemple avec 1000 lancers, la proportion de 0 et de 1 obtenue doit se rapprocher
de la probabilité attendue. Ici les proportions de 0 et de 1 sont effectivement proches de la probabilité %
attendue :

519 481

=27 _ 051 ¢ =20 _ o481,
Po= 000 O e T

On dispose aussi d’un affichage graphique.

0.60

0.519
0.481

0.45

0.30

Probabilities

0.15 4

0.00 -

En conclusion, notre circuit, qui réalise la mesure du qubit % |0) + % |1), fonctionne bien comme attendu

et renvoie 0 ou 1 avec chacun une probabilité %
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2. Un qubit

2.1. Nombres complexes avec Python

Le nombre complexe z = @ + %i s’affiche avec Python de la maniére suivante :

0.8660254037844386-0.5j
Le nombre i est représenté par j (ou plus exactement par 1j). Malheureusement Python ne fait pas de
calculs exacts, il utilise des nombres flottants pour la partie réelle et pour la partie imaginaire.
Voici comment définir et afficher ce nombre complexe :

import numpy as np

z = np.sqrt(3)/2 + 1/2j
print(z)

print (abs(z))
print(1/z)

On manipule les nombres complexes comme les nombres réels : z1+z2, z1*z2, z**2 1/z.
Le module du nombre complexe g est 1, la valeur renvoyée par la fonction abs (z) est 0.99999. ..

2.2. Circuit

Nous allons programmer un circuit encore plus simple que précédemment :

« Cette fois nous allons initialiser I’'entrée par un qubit |v) quelconque (et non plus |0)).

Deux différences majeures cependant :
» Nous utiliserons un « faux » ordinateur quantique afin d’obtenir les états quantiques. En effet un « vrai »

circuit quantique n’est pas pratique pour I'apprentissage car il ne permet d’obtenir que des probabilités
approchées et pas les états quantiques de qubits.

2.3. Le programme

from qiskit_aer import AerSimulator

### Partie A. Préparation

simulator = AerSimulator(method="statevector")
### Partie B. Construction du circuit

circuit = q.QuantumCircuit(1)

# Initialisation & la main : écriture algébrique
alpha0 = 3+1j

betal = 1-2j

norme = np.sqrt(abs(alphal)**2 + abs(betal)**2)
alpha, beta = alphaO/norme, betaO/norme

etat_initial = [alpha,beta]
qubit_initial = circuit.initialize(etat_initial, [0])
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# Circuit : une porte X
circuit.x(0)

# Sauvegarder 1'état du qubit
circuit.save_statevector()

### Partie C. Exécution
tcircuit = q.transpile(circuit, simulator)
job = simulator.run(tcircuit)

### Partie D. Résultats
result = job.result()

coefficients = result.get_statevector()
print("Coefficient alpha:", coefficients[0])
print("Coefficient beta :", coefficients[1])

2.4. Explications et résultats

 Cette fois le simulateur appelé est 'statevector_simulator’, ce qui nous permet de récupérer les
états quantiques en plus de leur mesure. C’est pratique pour vérifier la validité de nos circuits mais cela
ne correspond pas a la réalité physique !

« Cette fois, notre circuit est défini avec un seul qubit (indexé par 0). La valeur par défaut de ce qubit est
|0).

» Mais on va changer cette valeur, on souhaite comme qubit initial :

) =(B+1)[0) +(1—-2D)[1).
Pour cela on définit ay =3 +1, fp =1 —2i.
Afin que Pentrée soit acceptée, il faut normaliser le qubit |¢). On calcule donc la norme ||| =
V]aol? +1Bol2. Et on définit @ = ay/|lyp]l et B = Bo/llY|l. Ce qui nous permet de définir le qubit
initial a 'aide de la commande initialise([alpha,betal, [0]).
« On rajoute une porte de Pauli X (qui échange les coefficients a et  du qubit).
 On récupeére les coefficients du qubit de sortie par la fonction get_statevector().
o Résultats. Notre qubit normalisé en entrée est :

|4") = (0.7746 + 0.2582i) |0) + (0.2582 — 0.5164i) |1)

La sortie obtenue :
(0.2582 — 0.5164i) |0) + (0.7746 + 0.2582i) |1)
est bien X(|1,b’>).
Toutes les portes classiques sont disponibles : la porte H de Hadamard, les portes de Pauli X, Y, Z...
Exercice.
On consideére le circuit :

_ By 100
) =3 10+ =)

qui est un qubit de norme 1. Calculer la sortie a 'aide de la machine et vérifier vos calculs a la main.

et le qubit d’entrée
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3. Deux qubits

3.1. Le circuit
10) —{H]
o)

Voici une représentation plus réaliste de ce circuit, avec les deux lignes pour les bits classiques qui servent
de stockage pour les mesures :

D B

qo=10) —{H] A

a1 =10) X -o{H}——A-
=0
Cl = 0

3.2. Le programme

### Partie A. Préparation
simulator = QasmSimulator()

### Partie B. Construction du circuit
circuit = q.QuantumCircuit(2, 2) # 2 qubits et 2 mesures

circuit.h(0) # Porte de Hadamard sur le premier qubit
circuit.x(1) # Porte X sur le second qubit
circuit.cx(0, 1) # CNOT

circuit.h(1) # Porte de Hadamard sur le second qubit
circuit.measure([0,1], [0,1]) # Mesure (q0->cO, gl->cl)

# Affichage graphique du circuit
img_circuit = circuit.draw(output='mpl"')
img_circuit.show()

### Partie C. Exécution
tcircuit = q.transpile(circuit, simulator)
job = simulator.run(tcircuit, shots=1000)

### Partie D. Résultats et visualisation

result = job.result()

counts = result.get_counts(tcircuit)

print ("Nombre de '00', 'O1', '10' et de '11':", counts)

# Diagramme en barres
q.visualization.plot_histogram(counts)
plt.show()
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3.3. Commentaires
Voici les quelques points nouveaux.
o Il faut préciser le numéro de ligne du circuit lorsque I'on ajoute une porte, par exemple circuit.h(i).

L'ajout se fait toujours de la gauche vers la droite.
o Pour une porte CNOT, il faut bien sf{ir préciser deux numéros de lignes.
 Pour la mesure, on précise d’abord la liste des lignes de qubits a lire et ensuite la liste des destinations.

« Ici on propose un affichage graphique du circuit construit.

do .

q1

3.4. Résultats
Vérifier que le qubit de sortie attendu (avant mesure) est :

1 1 1 1
=—-10.0)—=10.1) + = [1.0) + = |1.1).
[ = 3 10.0) = 510.1) + 5 [1.0) + 3 [1.1)

0) —{H}4— ) 10) 1

1 1 1
® = - ® +=
2 2 2 2
o) XFO-HE “o) T “o) S
Expérimentalement, voici un exemple de ce que renvoie le programme :
'00': 245, '01': 240, '10': 273, '11': 242
Laffichage graphique met en évidence que chacune des 4 mesures possibles 0.0, 0.1, 1.0, 1.1 est équiprobable.

~
[
~

0.32
0.273

0.245 0.240 0.242
0.24
N I
0.00 -
& S < ~

Piége! Il y a une inversion entre notre notation |0.1) (qui se mesure 0.1) et celle de giskit ' 10'. De méme
|1.0) correspond a '01'. En effet, giskit adopte la convention d’écriture des nombres binaires dans laquelle

o
=
o3}

Probabilities

les bits sont écrits de droite a gauche.

Ecriture d’un qubit [co-Cq - - Cr)
Ecriture de sa mesure  ¢q.c;...Ck
Notation qiskit "Ck ... C1 Co'
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Exercice.

On souhaite vérifier expérimentalement que les deux circuits suivants sont équivalents (des entrées égales

donnent des sorties égales).

) i) —
[2) [hy) —e—

)

Voici les étapes.

1.
2.

3.
4.
5.
6.

Utiliser le moteur AerSimulator (method="'statevector').

Définir au hasard un qubit de norme 1, |v;). Pour cela, on suit la méthode utilisée dans le programme
de la section 2.3 :
 définir des nombres complexes a et 8, (choisis au hasard),

« puis calculer la norme n = +/|ay|? + |Bol2,
e puis a = ay/n et B = fy/n définissant |1p;) = a|0) + S |1) de norme 1,
« puis utiliser la fonction Initialize () pour définir ce qubit.

Définir de méme |v,).
Définir le circuit circuitl suivant le premier schéma et calculer le 2-qubit |¢)) de sortie.
Définir le circuit circuit?2 suivant le second schéma et calculer le 2-qubit |1,b’ ) de sortie.

Comparer les sorties |1)) et |1,b’ >

On doit avoir |Y) = |1/)’> quel que soit le choix des entrées |;) et |5).

3.5. Plus de qubits

On peut bien sfir avoir davantage de qubits en entrée. Voici un exemple de circuit avec trois qubits.

0) —{H]
0) ————{H]—
0) —{H] 4

i

g;]

circuit = q.QuantumCircuit(3, 3)

circuit.h(0) # Porte de Hadamard
circuit.h(2) # Porte de Hadamard
circuit.cx(0, 1) # CNOT

circuit.h(1) # Porte de Hadamard

circuit.cx(1, 2) # CNOT
circuit.measure([0,1,2], [0,1,2]) # Mesures

Voici un exemple de résultat :
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0.16

0.138

0.131 0.129 0.130 0.133

0.12 4

0.08

Probabilities

0.04

0.00 -

Oop
Oo;
010
01;
log
10;
110
11,

4. Utiliser un vrai ordinateur quantique

4.1. Acces a un ordinateur quantique

29

Un des intéréts de giskit est que I'on peut exécuter ses programmes sur un ordinateur quantique ! En effet,
IBM met a disposition du temps de calculs sur des véritables ordinateurs quantiques. Cet acces est gratuit et
ouvert a tous. Il faut cependant s’inscrire et patienter dans une file d’attente pour lancer son programme.

Voici les étapes préalables.
» Se créer un compte sur le site quantum-computing.ibm.com.

» Récupérer son code d’acces (token) qui est un un long mot de passe du genre 'ce5a6210bb21..."'. Ce

code n’est nécessaire que pour la premiere connexion.

4.2. Programme

Voici un circuit.

0)
0) —— A}~

Et voici le programme qui s’exécute a distance sur un vrai ordinateur quantique.

import qiskit as q

from qiskit_ibm_provider import IBMProvider
import matplotlib.pyplot as plt

### Partie A. Préparation

# Clé a donner une fois seulement, ensuite commenter cette ligne
IBMProvider.save_account (token='ce5a6210bb21...")

provider = IBMProvider()

print (provider.backends()) # Affiche les ordinateurs disponibles

backend = provider.get_backend('ibm_kyoto') # Choix d'un ordinateur dispo

### Partie B. Construction du circuit


https://quantum-computing.ibm.com/
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circuit = q.QuantumCircuit(2, 2)
circuit.h(0)

circuit.cx(0, 1)
circuit.measure([0,1], [0,1])

### Partie C. Exécution

tcircuit = q.transpile(circuit, backend)
job = backend.run(tcircuit, shots=1000)

### Partie D. Résultats et visualisation

result = job.result()
counts = result.get_counts(tcircuit)
print ("Nombre de '00', 'O1', '10' et de '11' :", counts)

q.visualization.plot_histogram(counts)
plt.show()

4.3. Explications

Partie A. Préparation. La préparation consiste a donner son code d’accés (une seule fois), a choisir un
ordinateur quantique en acces (ici 'ibmg_kyoto').

Partie B. Construction du circuit. Comme d’habitude !

Partie C. Exécution. Presque comme d’habitude sauf qu’il faut étre un peu plus patient pour disposer de
l'acces et attendre la fin des calculs. On retrouve aussi les résultats sur la page de son compte.

4.4. Résultats

Voici un exemple de résultats sous forme numérique :
'00': 449, '01': 60, '10': 28, '11': 463
et sous forme graphique :

0.449 0.463
0.45 |
wn
9
Z 0301
=)
@
Q2
o
&
0.15 |
0.060
0.028
0.00
5 & S o/
Noter que I’état quantique de sortie (avant mesure) est |<I>+> = Lz |0.0) + % |1.1). Les résultats devraient

donc étre uniquement mesurés en 0.0 ou 1.1 (avec des probabilités proches de 1/2). Mais sur un véritable
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ordinateur quantique il y a des erreurs, qui ici produisent certaines mesures impossibles en théorie (ici 0.1
et 1.0).
On distingue deux causes qui font que I'on n’obtient pas exactement moitié/moitié pour les mesures 0.0 et
1.1:
 une cause probabiliste : il peut y avoir un écart entre les mesures et les probabilités théoriques attendues,
écart d au caractere aléatoire d'une mesure (comme le lancer d’'une piece de monnaie). Avec un grand
nombre de lancers, cet écart diminue.
» une cause d’erreur physique : un ordinateur quantique n’est pas parfait, il peut y avoir des erreurs.

5. Codage super-dense

5.1. Circuit

I s’agit de transmettre une information classique composée de deux bits 0.0 ou 0.1 ou 1.0 ou 1.1 en
transmettant un seul qubit. On renvoie a la fin du chapitre « Découverte de I'informatique quantique » pour
les explications. On rappelle le circuit en jeu :

a=10)
o < A

~

q; =10

Co
1

[eNe)

c

5.2. Programme

import qiskit as q
from qiskit_aer import QasmSimulator

### Partie A. Préparation

simulator = QasmSimulator ()

### Partie B. Construction du circuit
circuit = q.QuantumCircuit(2, 2)

## B.1 Préparation de 1l'état de Bell
circuit.h(0) # Porte de Hadamard
circuit.cx(0, 1) # CNOT

message_alice = '01' # choix entre '00', '0O1', '10', "'11'

## B.2 Porte d'Alice selon message & transmettre
if message_alice == '00':

circuit.iden(0) # identité

elif message_alice == '01':

circuit.z(0) # porte Z

elif message_alice == '10':

circuit.x(0) # porte X

elif message_alice == '11':
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circuit.x(0) # porte X
circuit.z(0) # suivi de porte Z

## B.3 Décodage
circuit.cx(0, 1) # CNOT
circuit.h(0) # Porte de Hadamard

## B.4 Mesures
circuit.measure([0,1], [0,1]) # Mesures

print(circuit.draw(output="'text'))
### Partie C. Exécution

# Lancer de 1000 simulations
tcircuit = q.transpile(circuit, simulator)
job = simulator.run(tcircuit, shots=1000)

# Partie D. Résultats
result = job.result()

# Comptage
counts = result.get_counts(tcircuit)
print ("Nombre de '00', 'O1', '10' '11' :", counts)

5.3. Résultats

Le programme s’utilise en choisissant le message qu’Alice envoie a Bob, par exemple message_alice =
'01'. Dans ce cas, Alice ajoute une porte Z au circuit. La sortie mesurée est alors '01' (dans 100% des
simulations). Testez les autres messages !

On rappelle la subtilité : si la mesure du qubit g, est 1 et celle du qubit g; est O alors on note globalement la
mesure 1.0 (correspondant a 'état quantique |1.0)) mais giskit écrit cette méme mesure '01' (de la droite
vers la gauche). Faites un choix pour votre programme et tenez-vous-y !



Nombres complexes

Vidéo m partie 3.1. Ecriture algébrique
Vidéo W partie 3.2. Qubit
Vidéo M partie 3.3. Module - Argument
Vidéo M partie 3.4. Ecriture trigonométrique des qubits
Vidéc W partie 3.5. Sphére de Bloch
Les nombres complexes sont les coefficients naturels des qubits. Nous détaillons les calculs avec les

nombres complexes ainsi que sur les qubits.

1. Ecriture algébrique

Les nombres complexes étendent les nombres réels de facon a pouvoir résoudre les équations du type

x2=-—1.

1.1. Définition

e« Un est un couple (a, b) € R? que I'on notera a + ib.
o Exemple aveca=2etb=3:2=2+3i.
o Le nombre complexe i vérifie 'équation :

i2=—1

iR

!
|
|
|
|
0 1 a R

o Addition. (a +ib)+ (a’ +ib’)=(a+a’)+i(b+b")
o Multiplication : (a +ib) x (a’ +ib’) = (aa’ — bb’) +i(ab’ + ba’). Ainsi on développe, en suivant les

régles usuelles de la multiplication et en utilisant la régle i2 = —1.
Exemple.
Soitz; =2+ 3ietz, =5—4i.
Alors

%1 +2,=(2+3i)+(5—4i)=7—1.


http://www.youtube.com/watch?v=WMnoIdZwqWs
http://www.youtube.com/watch?v=oRmd3Y0l52U
http://www.youtube.com/watch?v=LvlqE14qJnw
http://www.youtube.com/watch?v=jChSroZEYPU
http://www.youtube.com/watch?v=EffE7nZvWwI
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Et
21 X 25 = (2 + 3i) x (5 —4i)

=10—8i+ 15i —12i2
=10—8i+15i+12

=22+ 7i.
1.2. Partie réelle et imaginaire
Soit z = a + ib un nombre complexe, sa est le réel a et on la note Re(z); sa
est le réel b et on la note Im(2).
iR
iIm(z) P
,,,,,,,,,,,,,,, ’
Im(z) | i 3
0 1 Re(z) R
Re(z)
1.3. Module
Module. Le de z = a +ib est le réel positif |z| = v/ a2 + b2. Il mesure la distance du point (a, b) a
'origine (0, 0).
z=a+ib
|z]
b
0 a

Exemple : |5 —2i| = /52 +(—2)2 = +/29.
Nombres complexes de module 1. On peut représenter 'ensemble des nombres complexes de module 1
par le cercle de rayon 1 centré a l'origine.
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i
1 1.
1/—i + 1/—El
-1 0 1
—i
Exemples : 1, iet % + %i sont des nombres complexes de module 1.
On peut transformer un nombre complexe quelconque (non nul) en un nombre complexe de module 1 en le
i —5_9i — /20 zZ 5 2
divisant par son module. Par exemple z = 5 — 2i a pour module |z| = v/29, donc i de
module 1.
Conjugué. Le de z = a +1ib est z* = a —ib, autrement dit Re(z*) = Re(z) et Im(z*) = —Im(z). Le

point z* est le symétrique du point z par rapport a 'axe réel. Comme z x z* = (a +ib)(a —ib) = a? + b
alors le module vaut aussi |z| = vzz*.

Notation. Une écriture plus classique pour le conjugué est z, mais nous préférons ici la notation z* plus
adaptée pour la suite du cours.
Inverse. I : siz #0, il existe un unique 2’ € C tel que 2z’ =1 (o1 1 =141 x 0).

, 1 a—ib z*

== — = —
z a2+b%2 g2

2. Qubit

2.1. Définition

Rappelons la définition des qubits a partir des deux |0) et |1). Un , appelé
aussi simplement , est un obtenu par combinaison linéaire :

[Y) =al0)+ B (1) avecaeC et PBeC

avec souvent la condition de normalisation :

|al? + 1] =1.
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Un qubit est donc défini par deux nombres complexes, a = a; +ib; et 3 = a, +ib,. Il faut ainsi 4 nombres
réels a;, by, a,, b, pour définir un qubit.
Deux qubits réunis sont dans un état quantique |v), appelé , défini par la superposition :

|Y) = a|0.0) + B 10.1) +y[1.0) +65|1.1) aveca,B,y,6 €C

avec souvent la convention de normalisation :
lal>+ B> +Iy>+161* =1.

Il faudrait donc 8 nombres réels pour définir un 2-qubit.

2.2. Opérations

Addition. I’addition de deux qubits se fait coefficient par coefficient, il s’agit donc d’additionner des paires
de nombres complexes. Par exemple si

|9)=(1+3D)[0)+2i[1) et  [)=3]0)+(1-1)[1)
alors

|$) + 1) = (4+31)[0) + (1 +1)[1).

Ou encore pour des 2-qubits :

(11.0)+10.1) ) +([1.0) —[0.1) ) = 2]1.0) .

Multiplication. On peut multiplier deux 1-qubits pour obtenir un 2-qubit. Les calculs se font comme des
calculs algébriques a I'aide des régles de bases |0) - |0) = ]0.0), |0) - |1) = |0.1),... Pour les coefficients, on
utilise la multiplication des nombres complexes, avec bien siir toujours la relation iZ = —1.
Par exemple avec
|¢) = (1+3i)]0) +2i[1) et [y) =310) +(1—1D)1)
ona
|9) - 1p) = ((1+3D)10) +2i[1) ) x (3]0) + (1 —1) 1))
=(1430)-3-]0)-]0) + (1430 -(1—1)-]0) - |1) +2i-3-|1) - [0} + 2i- (1 —1i) - |1) - |1)
=(3+9i)]0.0) + (4 +2i)]0.1) + 6i]1.0) + (2 + 2i) |1.1)
ot on a utilisé (1+3i)-(1—i)=1—i+3i—3i2 =4+ 2iet2i-(1—i)=2i—2i® =2+ 2i.

2.3. Norme

Norme. La norme d’'un qubit est un nombre réel ||¢||.

e Pour un qubit ) = a|0) + B 1), [[Y]| = +/|al? + |B|? est sa norme.
o Pour un 2-qubit [)) = @|0.0) + £ ]0.1) + 1 |1.0) + & |1.1), sa norme est ||} || = v/|al2 + |B|2 + |y|2 +|5]2.
 La normalisation d’un qubit [¢)) est M—)”, qui est un qubit de norme 1.

Exemple : pour |y) = (3 +4i)|0) + (2—1i)|1) alors la norme au carré vaut :
IpII? =13+ 4i* +[2—if
=(3%+4%)+ (22 +(-1)%)
= 30.
Donc ||| = v/30.

Exercice.
Vérifier que la norme de

1) = (1 +1)0.0) + (1 —20)[0.1) + (3 — 41) |1.0) + 2i|1.1)

est ||¢|| = 6. Que vaut la normalisation de |v)) ?



NOMBRES COMPLEXES 37

3. Ecriture trigonométrique

3.1. Module et argument

Un nombre complexe z € C, admet I'écriture trigonométrique :

z=rcos6 +irsinf avec reR, et 6O€R
iR
777777777777777 z
r=|z| |
i 1
0 = arg(z)
0 1 R

o r est en fait le module de z : r = |z|,

e O estun de z, on le note arg(z).
L'argument n’est pas unique : si 6 est un argument alors 6 + 2kn (k € Z) aussi. Pour rendre 'argument
unique, on peut imposer la condition 6 €] — 7, ] (ou encore 6 € [0, 2x[). Si on impose 6 €] — «, 7] alors
pour un nombre complexe z non nul, 'écriture z = r cos 6 + ir sin 6 est unique.
On dira que arg(z) est « défini modulo 27 » et 'écriture 0 = 6’ (mod 27) signifie que 6 = 6’ + 2k 7 pour

un certain entier k € Z.

Exemple.
e Soitz=1—+/3i. Alorsr =|z|=2et O = —3, car alors
1
rcos® = 2cos(—3) =2 x 5= 1 =Re(z)
et

rsin@ = 2sin(—3) = —2 x ? =—+/3 =Im(2).

iR
ie
i
0 ! R R
r—2:
I
I -
o 6=—%
V3 . 3

e Le nombre complexe de module r = 3 et d’argument 6 = 3Tﬂ est

3v2 3v2, 3v2 )
+ i= (—1+1).
2 2 2

2 =rcosO +irsinf =—

L'écriture module-argument facilite le calcul des multiplications. Les modules se multiplient, les arguments

s’additionnent.
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Proposition 1.
Soient z et 2" deux nombres complexes. Alors

lzz’| = |z| - |2/| et arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) (mod 27)
Démonstration.
22’ = |z|(cos@ +isinB) |z’| (cos 0’ +1isin 9’)
= |zz'| (cos 6 cos " —sin O'sin 0’ +i(cos O sin 6’ +sin 6 cos 0”))
= |zz’| (cos(@ +0')+ isin(@ + 9’))
donc |z2'| = |z| - |2’| et arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) (mod 27). O

3.2. Notation exponentielle

Nous définissons la par

0

e =cosO +isin0

et donc tout nombre complexe s’écrit :

z = rel?

ou r = |z| est son module et 6§ = arg(z) est un de ses arguments.
e .
Exemples : e'2 =1, /" =—1, 2" =0 =1.

Avec la notation exponentielle, les calculs s’effectuent avec les lois habituelles pour les puissances. Par
exemple :

(£0)" = in®

Il s’agit en fait de la qui s’écrit en version étendue :

(cos @ +isin0)" = cos(nb) +isin(nh).

7 7 i i0’ Ve .
De facon plus générale, pour z = re'® et 2’ = r’e'?, on peut écrire :

o . p
o 2z’ =rr'elfe® = rp/el0+0)
\n aan )
o Zn:(r619) :rn(ele) :rneme
_ i) _ 1 ,—i6
. 1/z-1/(re )—re
o gF=rei?
Tout nombre complexe de module 1 s’écrit sous la forme z = el? autrement dit z = cos 6 +isin 6.
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4. Ecriture trigonométrique des qubits

4.1. Ecriture des qubits

A T'aide de la notation exponentielle, un qubit |)) = a|0) + 8 |1) peut aussi s’écrire :
. e
lp) = rel?0) + /e |1).

Un tel qubit est normalisé si r2 + 12 = 1.
Certains utilisent un vocabulaire issu de la physique :

e Oestla associée a |0),

o 0’ est la phase associée a |1).
L'écriture algébrique est adaptée a un calcul de somme tandis que la notation exponentielle rend le calcul
d’une multiplication plus facile.

Exemple.
Si|p) = 2¢i7 |0) + 3¢l et [1)) = 4el5 |0) + 5elt . Alors :

19) - 1) = (2¢'5 |0) +3¢'7 |1)) x (4€% [0) + 5! [1))
= 2¢15 - 4¢15|0.0) + 2¢'7 - 5¢% [0.1) + 3el% - 4¢!5 |1.0) + 3¢'7 - 5el¢ [1.1)
=8¢(3+5)10.0) + 10575 |0.1) + 12'(575) |1.0) + 15¢1(3+6) |1.1).

4.2. Equivalence de qubits

La mesure physique d’un qubit [¢)) = a|0) + 8 |1) ne permet pas d’accéder aux valeurs de a et f3. Par
exemple |0) + |1) et 2|0) + 2|1) ne pourront pas étre distingués par des mesures, ils donnent tous les deux
une mesure 0 ou 1 avec probabilité 1/2.
On dit que deux états sont si on peut passer de 'un a l'autre par les opérations suivantes :

» multiplication par une constante réelle :

kly) = |y) ou k € R*,
« multiplication par ¢! (un nombre complexe de module 1) :
e [y = |y) ol O €R.

Une reformulation est de dire que deux qubit |¢) et [¢)) sont sil existe z € C* tel que |¢p) =z [1).
Deux états quantiques équivalents ne peuvent pas étre distingués par des mesures.

Exemple.
o Par exemple

|0>+|1>zi|0>+i2|1>.

V2 V2

On passe de I'un a 'autre en multipliant par k = 1/+/2.
* On a aussi
i0)+(1—-1)[1)=—]0)+(1+1i)|1)
On passe de I'un a 'autre en multipliant par i = elz,
e On peut combiner les deux opérations :

(1+20)[0) +i1) = [0) +2?+i 1)
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On passe de 'un a autre en multipliant par g = 1;2i . Les deux qubits équivalents (1 +2i)]|0) +1]1) et
|0) + = 2+1 |1) conduisent tous les deux lors d’une mesure 4 0 avec une probabilité 2 z eta 1 avec une
probab111te 3

Remarque.
 Attention, deux états équivalents ne sont pas égaux! Il ne faut pas les interchanger dans les calculs
intermédiaires. Cependant, lors de la mesure finale, on peut remplacer un état par un état équivalent
sans changer le résultat.
o En effet, les deux opérations élémentaires qui définissent '’équivalence ne changent pas le calcul de
probabilité pour la mesure.
» L’équivalence des qubits évite en particulier de parler de normalisation.

Proposition 2.
Un qubit |Y) = a|0) + B |1) non nul (cest-a-dire (a, ) # (0, 0)) est équivalent a un qubit de norme 1 de la
forme :

[y) = cos(%) |0) + sin(%)ei‘#’ 1)

De plus Uécriture est unique lorsque Uon a les conditions 0 < 0 < met—n< ¢ <7

Exemple.
e |3) =iv/2]0) + +/3(1 +1)|1). On commence par rendre le coefficient devant |0) réel positif. Pour cela
on multiplie tout par —i = e 7

ly) = (—)(iv2]0) + V3(1 +1i)[1) ) = vV2|0) + vV3(1 —1) [1).

La norme de ce dernier qubit est 2+/2, on divise donc par cette norme. Ainsi :

1 V31—
=210)+ ———]1
W) =310+ 2=,
On pose d’une part 8 = 27“ pour lequel cos(%) = Q et sin(f) = @ et d’autre part ¢ = —% pour
lequel ¢'? = %

o Iln’esten général pas possible d’exp11c1ter les angles 6 et ¢. Considérons par exemple |¢) = 1|0)—2i|1).
Alors ||| = V5 et [) = |O) — —1|1) On sait qu’il existe un réel 0 tel que cos( ) = %
sin ( 9) 1/_, ce O est deﬁm par g = arccos( 1/_) mais n’a pas d’expression plus explicite.

On pose alors ¢ = —7 qui vérifie e!? = —i. Ces 0 et ¢ conviennent.
Démonstration.

Existence. On commence par transformer le coefficient de |0) en un réel positif. Si a = re'® alors
METRA
= e_ie(reie |0) +f]1) )
=r|0)+pB-e9]1).
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On normalise ensuite ce qubit en divisant par ||1,b|| :

W=7 whp)
—i0
= 10487 1m)
T /5-e_i9
=Tl O T 1Y

Ce dernier qubit s’écrit :

') =1"10) + B’ 11)
avec r’ € R et B’ € C. Mais comme par définition |1,b’> est un qubit de module 1, on a de plus r’? +|B’|> =1
et en particulier 0 < r’ < 1et|f’| < 1.

Rappel. Pour deux nombres réels a, b > 0 vérifiant a* + b = 1, il existe x € [0, 5] tel que

a = cosx
b = sinx

On applique le rappel & r’ et || afin d’obtenir x = (9 €[0,n]), et décrire r’ = cos( ) et |p’| = sm( )
Finalement, 3’ = sin ( 2) i¢ pour un certain argument ¢ € R. Ainsi |¢) est bien équivalent & un qubit de la

forme souhaitée : 0 0
[y) = |1/)'> = COS(E) |0) + sin(g) e 1).

On aurait pu effectuer toutes les opérations en une seule fois. En effet, si [{)) = a|0) + 8 |1) avec a = re'?
—i0
alors ﬁw—” |y) est de la forme voulue.

Unicité. L'unicité découle de la construction. On peut aussi la prouver de la fagon suivante. Si on suppose
qu’il existe (0, ¢) et (87, ¢’) tels que

cos(g) |0) +sin(§) i¢1) = cos(el) |0) + sm(ezl)eid’/ 1)

alors, par identification, les coefficients devant |0) sont égaux, de méme pour les coefficients devant |1).
Ainsi
6 _ 0’
cos(5) = cos(3)
o 1 o / ib!
sm(%)e“p = sm(%)elqb
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Mais comme 0 < % <zet0< % < 7 alors cos(%) = cos(%) implique & = 6’. On en déduit donc que

. . / . 1 1 / 7 . . Ve

sm(%) = sm(%), puis que ' = ¢l?". Deux arguments sont égaux modulo 27T, mais comme on a imposé

—n<¢p<rnmet—n<¢'<mona¢d=4¢. O

5. Sphere de Bloch

5.1. Représentation

Un qubit 1) = a|0) + B |1) est déterminé par ses 2 coefficients complexes a, 3, donc par 4 paramétres réels
Re(a), Im(a), Re(B), Im(f).

Mais un qubit est équivalent a un qubit de la forme :

|xp’) = cos(%) |0) +sin(%)ei¢ 1)

avec seulement deux parametres réels 6, ¢ qui vérifient 0 < 8 < met—m < ¢ < 7.
Cela permet de représenter un qubit sur la , par un point (ou un vecteur) de colatitude 6 et
longitude ¢, et un rayon 1.

1)

Les formules pour obtenir les coordonnées (x, y,z) € R® de ce point sont :

x = sin6-cos¢
y = sinf-sing
z = cosb

Etats quantiques de base. L'état de base |0) correspond au pble Nord de coordonnées (x, y,z) = (0,0,1)
avec pour colatitude 8 = 0 (et n’importe quelle valeur comme longitude ¢).
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|0) 11)

L’état de base |1) correspond au pole Sud de coordonnées (x, y,z) = (0,0,—1) avec pour colatitude 6 = 7
(ou 180°) (et n’importe quelle valeur comme longitude ¢).

Mesure. Pour un qubit |3)) = cos (%) |0) + sin (%) e'? |1), la probabilité que sa mesure donne 0 est cosz(%).
Ainsi, si le qubit est plus proche du péle Nord, c’est-a-dire 0 < 6 < 7, alors la probabilité de mesurer 0 est
plus forte. Par contre, si le qubit est plus proche du péle Sud, c’est-a-dire 5 < 6 < m, alors la probabilité de
mesurer 1 est plus forte. Un qubit sur 'équateur se mesure en 0 ou 1 avec la méme probabilité.

probabilité de mesure 0

) _“ p=c052(%)

1

2

0 | —] > 6
0 % T

Exemple.
Létat [),) = = (|0) + |1)) a pour parameétres 6 = % (ou 90°) et ¢ = 0.
Létat [¢p_) = = (|0) — |1)) a pour parameétres 6 = 5 et ¢ = .

S-Sl
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0)

1)

IIs sont tous les deux situés sur I'équateur, donc se mesurent en 0 ou 1 avec une probabilité %

Remarque. On rappelle que ’écriture d’un qubit sous la forme cos (%) |0) + sin (%) e'? |1) ne s'obtient qu’a
équivalence pres. Aussi la représentation sur la sphere de Bloch n’est que partielle et ne permet pas une
représentation complete d’un qubit.
Exercice.
1. Tracer les points suivants sur la sphére de Bloch :
(a) Les points de coordonnées sphériques (6,¢) = (5,—7%) et (0,¢) = (3, %“). Exprimer les qubits
correspondants.
. 7 s . _ _ L _L L _L .
(b) Les points de coordonnées cartésiennes (x, y,z) = (0,—1,0) et (ﬁ’ 75 0), (ﬁ’ 0, ﬁ)' Exprimer
les qubits correspondants.

(c) Les points des états ;) = —% |0) — @ei” |1) (attention au facteur 2 dans la formule % D et |y,) =
|0) +i|1) (penser a normaliser).

2. Trouver les valeurs des qubits suivants placés sur la sphére de Bloch. Une lecture graphique approximative
des valeurs 6 et ¢ suffit.
z

|0) |0)

1) 1)

3. Trouver 'expression des états quantiques situés sur ’équateur.

4. A quelle transformation géométrique correspond la transformation d’un qubit |1p) = cos(%) |0) +
sin(%)ew [1) en |1,b’> = cos(% — %) |0) + sin(% — %)ei¢ [1)?
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5. Trouver '’expression de la symétrie centrale de centre I'origine. Exprimez d’abord la transformation

(6,¢)— (6’,¢") puis laction |p) — |1,b’>

5.2. Portes X, Y et Z de Pauli

Les portes de Pauli X, Y et Z transforment un qubit en un autre qubit. Elles ont chacune une interprétation
géométrique simple lorsque I'on regarde leur action sur la sphére de Bloch.

Porte X. La porte X échange les coefficients d’'un qubit :
, { 0) — 1)

porte X :
1) — |0)

Autrement dit :
X(al0)+p[1))=£10)+all).
Regardons ce que cela donne sur la sphere de Bloch. Soit |v)) = cos (%) |0) + sin(%) e'? |1), alors

X(ly)) = sin%eiqb |0) + cos% 1)
= sin% |0) + cos %e‘hp 1)
= cos(% — %) |0) + sin(% — %)e‘i‘i’ 1)

= cos%/ |0) + sin %/eid’/ |1) avecO’'=m—0etdp’'=—¢ (mod2m)

Ainsi les coordonnées sphériques (6, ¢) sont transformées par X en (1t — 60,—¢). Géométriquement X (|))
est obtenu sur la sphere de Bloch par la rotation (de 'espace) d’axe (Ox) et d’angle 7t (un demi-tour donc).

Portes Y et Z. Rappelons I'action des portes de Pauli Y et Z sur les états de base :

|0) —i|1) |0) — [0)

1) — —i|0) 1) = —[1)

Géométriquement la porte Y correspond a la rotation d’axe (Oy) et d’angle 7. Les coordonnées (8, ¢») sont
transformées en (t— 6, — ¢).

La porte Z correspond a la rotation d’axe (Oz) et d’angle 7. Les coordonnées (0, ¢) sont transformées en

(6,¢ + m).

porte Y : { porte Z : {
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Vecteurs et matrices

Vidéo M partie 4.1. Vecteurs

Vidéo M partie 4.2. Produit scalaire hermitien
Vidéo M partie 4.3. Produit tensoriel de vecteurs
Vidéo M partie 4.4. Matrices

Vidéo W partie 4.5. Matrice adjointe

Vidéo M partie 4.6. Matrice unitaire

Un qubit est un vecteur et les opérations sur les qubits sont codées par des matrices. Nous étudions ici
le calcul sur les vecteurs, les matrices et leur lien avec les qubits.

1. Vecteurs

1.1. Vecteurs du plan

On commence par la notion de vecteur du plan. Un est la donnée de deux nombres réels,

noteé :

- X1
u= avec x1, x5 € R.

On peut additionner deux vecteurs :

+
iiz(xl) T/’=(y1) alors ﬁ+f/’=(x1 yl).
X Y2 Xo + Yo

On peut multiplier un vecteur par un coefficient réel A :

S xl o Axl
‘e (Xz) Av= (kxz)'



http://www.youtube.com/watch?v=UMwX1iQFgsE
http://www.youtube.com/watch?v=NueNF46JT9A
http://www.youtube.com/watch?v=R8shuDvvpmU
http://www.youtube.com/watch?v=GZrSeyk0iAg
http://www.youtube.com/watch?v=zvRhMk9xASo
http://www.youtube.com/watch?v=Q_4gU7Lx6XQ

VECTEURS ET MATRICES 48

Le a toutes ses coordonnées nulles :

La (ou ) d’un vecteur est :

1.2. Vecteurs a coefficients complexes

Nous généralisons la notion précédente : le nombre n de coefficients n’est pas limité a 2 et ceux-ci sont
maintenant des nombres complexes (et non plus des nombres réels).
Notons K un corps, qui pour nous sera K =R ou K = C. Fixons n > 1 un entier. Un de taillen a
coefficients dans K s’écrit :

X1

X2
u=| . avec xi,Xs,..., X, € K.

xn
Noter qu’a partir de maintenant on n’utilise plus la notation avec une fleche au-dessus du nom du vecteur.
L'addition de deux vecteurs :

X Y1 X1+X1
Xy Y2 X+ Yo
u=| . v=| . alorsu+v=
Xn Yn Xn+ Yn
Le est:

0

0

0

Nous allons voir plusieurs multiplications associées a des vecteurs. Pour I'instant on définit seulement la
multiplication par un scalaire A € K :

Xq 7Lx1

X AXy
u= Au= .

X, AX,,

Rappels. Pour un nombre complexe x, on note x* son conjugué. Si x est un nombre réel alors x* = x.
Le d’un vecteur u est un vecteur de méme taille, dont les coefficients sont les conjugués de
ceux de u, et qui est écrit sous la forme d’'un vecteur ligne :

X1
X
u 2 ut = (x* xX x*)
- - 1 2 n
le

Exemple.
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u= w'=(1-1i —i 2 3+4i).

1.3. Qubit sous forme de vecteur

Un qubit est un vecteur, ses coefficients sont des nombres complexes et sa taille est toujours une puissance
de 2. Un 1-qubit est un vecteur de taille 2 :

) = (xl) avec x, x5 € C.
X2

On note |0) = ((1)) (qui n’est pas le vecteur nul!) et |1) = ((1’) les deux 1-qubits de base.
Plus généralement un n-qubit est un vecteur de taille 2™ :

X1
p)y=| : avec Xq,...,Xqn € C.
Xon
Le dual du vecteur |v)) sera noté (3| :

Wl=l) =(xt x5 -+ x3)

On rappelle que la notation [¢)) se lit « ket psi ». La notation (1| se lit « bra psi ».

2. Produit scalaire

2.1. Produit scalaire hermitien

Nous allons définir une opération qui, a partir de deux vecteurs, donne un scalaire (c’est-a-dire un nombre
complexe si K = C ou un nombre réel si K = R).

Soient
X1 Y1
X2 Y2
u= v=| .
xn yn
Le des deux vecteurs u et v est défini par :

n
(ulv) =>"xF -y,
i=1

Autrement dit :
(Ulv) =X} 3y x5 Yo+ X Y
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Proposition 1.
Le produit scalaire hermitien est linéaire par rapport au terme de droite et anti-linéaire par rapport au terme de

gauche :
(ulvy +vy) = (ulvy) + (ulvy) (g +uylv) = (uy|v) + (ualv)
etpour A€C:
(ulAv) =A(ulv) et (Aulv) = A" (ulv)
Enfin :

(vIu) = (ulv)*

Notez bien le coefficient A* obtenu par anti-linéarité par rapport au terme de gauche.

Exemple.

((1 + i)ul + (4 + Zi)U2|iV1 + (1 - 21)V2>
=i((1+1u; + @4+ 20uy|vy) +(1—21) ((1 +Duy + (4+ 2i)uy|v,) linéarité a droite
=i(1—1) (uq|vq) +1i(4 — 2i) (uy|v;) + (1 —21)(1 —1) (U |ve) + (1 — 2i)(4 — 2i) (uy|v,) anti-linéarité a gauche

2.2. Norme

X1

La du vecteur u = ( :

Xn

), notée ||ul|, est définie par :

n
lull = | D 1l
i=1

ull? = oy 2 + oo * -+ g 2.

Autrement dit :

C’est un nombre réel positif.
On rappelle que |z|, le module du nombre complexe z = a + ib, est un nombre réel positif, et que :

2> =a® 4+ b% =2* 2.
On peut donc récrire la norme a I'aide du produit scalaire hermitien :

llull = +/ (ufu).

On retient aussi :

[[ull® = (ulu)
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2.3. Vecteurs orthogonaux

Rappel sur le produit scalaire réel. Pour deux vecteurs du plan, le produit scalaire correspond a une
mesure de 'angle entre les deux vecteurs. En effet, on a la formule :
(ulv) = llull- [Vl - cos(6)

ol 6O est 'angle entre les vecteurs u et v.

0
u
On dit que deux vecteurs du plan sont si 0 ==£3 (mod 2m). Ainsi deux vecteurs du plan sont
orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :
(ulv) =0.

Cas général. On utilise le produit scalaire hermitien pour définir la notion d’orthogonalité pour des vecteurs
quelconques. Deux vecteurs u et v de K" sont si leur produit scalaire hermitien est nul :

(ulv) =0.

Exemple : le qubit |0) = (}) et le qubit |1) = (9) sont des qubits orthogonaux.

Qubits orthogonaux et sphére de Bloch. Considérons deux qubits |¢)) et |1p’) écrits sous forme normalisée

|y) = cos(%) |0) + sin(%)ew’ 1) = (si:l()(sg()%e)i¢)
G GO s

Sous quelles conditions ces qubits sont-ils orthogonaux ? On exclut le cas 6 = 0, qui correspond au qubit |0),
car le seul qubit orthogonal a |0) est |1) (& équivalence pres). Pour la méme raison on exclut le cas 6 = 7,
qui correspond au qubit |1). Ainsi on a

0<0,0/<nt e —n<¢,p’'<m.

On calcule leur produit scalaire hermitien :

= cos( ) s &) in( 2o sn &)
<¢|¢>—C05(2 cos 5 +sin 5 e sin 3 e
/ /
:COS(Q)COS(G—)+Sin(€)sin(9—)ei(¢/—¢)
2 2 2 2
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Avant d’étre nul, ce produit scalaire doit étre un nombre réel. Bien sfir, les sinus et les cosinus sont des
Ve . . . 1 /_ . 7
nombres réels, mais il faut aussi que e(* ~#) soit un nombre réel. Or

0P eR e ¢'—p =0 (mod2n)oug¢’—¢=n (mod27).

En effet, on a e!* = 1 si et seulement si @ = 0 (mod 27), et el* = —1 si et seulement si & = 7 (mod 27).
Premier cas : ¢’ — ¢ =0 (mod 27). Alors ¢ = ¢/, et

<¢|¢/> =0 < cos (g) cos (%/) + sin(g)sin(%) =0

< 0—-0"=7n (mod2n)

Mais cette derniére égalité est impossible car 0 < 6 < et 0 < 8’ < 7, donc —nt < 6 — 6’ < 7. Le premier
cas ne conduit donc a aucune solution.
Second cas : ¢’ — ¢ = (mod 27). Alors ¢’ = ¢ + © (mod 27), et alors

($ly)=0 = COS(%)COS(%/) —sin(g)sin(%) =0

(9 9/)
& cos[=—+—1]=0
2 2
/
<:)9+9——E (mod 7)
2 2 2

< 0'=n—0 (mod2n)

Nous avons obtenu une solution : le qubit de représentation (6’,¢’) = (= — 6, ¢ + ) est orthogonal au
qubit de représentation (0, ¢). Géométriquement le qubit ’1/)’ > est antipodal au qubit |¢)) sur la sphére de
Bloch. Autrement dit, I'un s’obtient de 'autre par la symétrie centrale centrée a l'origine. Noter que c’est
aussi valide pour |0) et |1).

On retient :

Deux 1-qubits sont orthogonaux si, et seulement si, ils sont antipodaux sur la sphére de Bloch.
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2.4. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Terminons par I'énoncé d’'une inégalité importante.

Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

[lv)| < ffull-Ivil

3. Produit tensoriel de vecteurs

3.1. Définition

Soient
X1 Y1
u= X:Z eK" et V= y:2 €K™
xn ym
Le de u par v, noté u ® v, est le vecteur de K™ défini par :
[ [.)’1\ \ [X1}’1\
x| o :
\ym) X1Ym
Y1 X2Y1
Xp| :
Uy = \}’m) =| X2¥m
N4 XnY1
Xp| :
Vo)) \xm)

53

Autrement dit, on prend des copies du vecteur v, et chaque copie est multipliée par une coordonnée du

vecteur u.
Par exemple :

En généralu® v#vou:

(2 ()
Clle)|e| )b
1) )
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3.2. Propriétés
Proposition 2.
Le produit tensoriel est linéaire a gauche et a droite :
(A)®v=AMu®v)=u® (Av) AeC
(W +u)®v=u;9v + U, ®v
u®(vi+vy))=u®v; + u®v,

Exemple.
On développe l'expression (u; +u,) ® (v; +v,) en deux temps :

(U +uy))®(vy+vy)=u; ®(v; +v,) + uy ®(v; +v,) linéarité a gauche

=U;®V] +u;®Vvy + Uy ® vy + Uy, ®V, linéarité a droite

3.3. Produit de qubits

Si |¢) est un n-qubit et |¢) est un m-qubit, alors le de |¢) - |3p) est défini par le produit tensoriel :
1P) - 1Y) =19) ®[¢)
Le produit |¢) - |3) est un (n + m)-qubit (un vecteur de taille 2" - 2™ = 2"+™),
On rappelle que
1 0

0) = 1) =

o-()  w=()
Ainsi :

M 0

0] \0/
(9) (0)

o) )

Exemple.
Voyons comment calculer le produit |¢) - [¢) dans le cas ou :

|¢) =(1+20)[0) +i]1)  [|¢)=2]0)+(3—4i)[1)

1. Calcul tensoriel. Nous revenons a la définition vectorielle des qubits.
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o= (s (D) +1(?))o (o) +6-(%)
=(1 +21)((1)) ®2 (é) +(1+2i) ((1)) ® (3—4i) ((1))
(3)ealo) (1) ee-n(2)

= 2(1 +2i)[0.0) + (1 + 2i)(3 — 4i) [0.1) + 2i]1.0) + (4 + 31) |1.1)

2. Calcul formel. C’est la technique vue dans le chapitre « Découverte de I'informatique quantique ». C’est
en fait le méme calcul que précédemment, mais sans revenir aux vecteurs :

lp) ® [p) = ((1+21)|0) +1]1) ) ® (2]0) + (3—4i)[1) )
=(14+2i)|0)®2]|0) +(1+2i)]|0)®(3—4i)|1) +i]1) ®2]|0) +i|1) ® (3—4i)|1)
=2(1+2i)|0.0) + (1 + 2i)(3 —4i)]0.1) + 2i|1.0) + (4 + 3i)|1.1)

On note l'intérét de la notation |-) qui permet d’écrire les calculs de fagon condensée, mais il faut bien
comprendre que la justification théorique qui nous permet cette écriture est le calcul tensoriel sur les

vecteurs.

3.4. Intrication quantique
Définition.
o Un 2-qubit |¢) est s'il existe deux 1-qubits |1;) et |[,) tels que :
) = 1) - [9s) .
« S'il nexiste aucun [v);) et |y,) tels que |¢p) = |y1) - |4), alors le qubit |¢p) est dit

Exemple.
Le 2-qubit |¢) suivant n’est pas intriqué :

|¢)=10.0) —]0.1) +]1.0) —|1.1).
En effet si on pose :

Y1) =10)+11)  [s) =10)—11)

alors
Y1) - 12) = (10) + 1)) - (10) —[1)) = 10.0) —[0.1) +[1.0) — [1.1) = |$) .
Exemple.
Létat de Bell |<I>+> est intriqué :
AL ooy L
|o*) = 7 0.0) + 7 1.1)

Preuve. Supposons par I'absurde que |<I>+> ne soit pas intriqué, alors il existerait |1;) = a|0) + 5 |1) et
[,) = a’|0) + B7]1) tels que |<I>+> =|y;) - |5), ot a, B, &/, B’ sont des nombres complexes.
D’une part, on aurait :

|®%) = [41) - Iyh2) = aa’|0.0) + a’|0.1) + Ba’ [1.0) + BB/ [1.1).
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Mais d’autre part |<I>+> = iz |0.0) + % |1.1). Par identification des coefficients on obtient :
ad’ = % ot { ap’ = 0
Bp = & o’ = 0

Les équations de gauche impliquent que a, 8, &’ et 3’ sont tous non nuls, ce qui contredit les équations
de droite. Ainsi notre hypothese de départ est nécessairement fausse, ce qui implique qu’il ne peut exister
de tels |¢;) et |,), Cest-a-dire que le qubit |<I>+> est intriqué.

4. Matrices

Nous allons voir les notions de base concernant les matrices. Nous nous concentrons en particulier sur les
matrices de taille 2 x 2.

4.1. Définition

Une est un tableau de nombres représenté de la maniére suivante :
(al’l a1’2 e al’j . al’p\
az’l az’z e az’j e az’p
A= ou A= (ai ')1gign ou (ai )
i,1 ,2 v iL,j - i,p 1<j<p
Kan,l an,z . (ln,j . an,p}
Les q; ; seront pour nous des nombres réels ou des nombres complexes. On note M,, ,(K) les matrices de

taille n x p a coefficients dans K.
Par exemple :

( 1+4i —2i 5
A=

i 0 147
A est une matrice 2 x 3 a coefficients complexes.
Sin = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite . On note M, (K) au
lieu de M,, ,(K). Dans ce cas les éléments a; 1,as5,...,a,, forment la de la matrice :

) € M, 5(C),

aq 1 al’z . Cl]_’n
a2’1 a212 . az’n

an,l an,2 v an,n
On retrouve des cas particuliers déja rencontrés.

o Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée ou . On la note
A= (al’l a1’2 . al’p).
» De méme, une matrice qui n’a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée ou

. On la note
ai
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Définition (Somme de deux matrices).
Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur C = A+ B est la matrice de taille n x p
définie par

Cij = a;j + byj
pourl<i<netl <j<p.
En d’autres termes, on somme coefficients a coefficients.

Remarque : on note indifféremment a;; ou q; ; pour les coefficients de la matrice A.

o a3+ 2 . g2 s+ai | aapo(1ti 32
1 = = T = .
1 7 € 3 —i aors 143 6i

La matrice de taille n x p dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la et est notée
0p,p ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le réle du nombre 0 pour les réels,
c’est I'’élément neutre pour I'addition.

4.2. Produit de matrices

Définition (Produit de deux matrices).
Soient A = (a;;) une matrice n x p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice
n x q dont les coefficients c;; sont définis par :

P
Cij = Zaikbkj
k=1

oul<i<netl<j<q.

On peut écrire le coefficient général de facon plus développée, a savoir :
Cij = ailblj + aizsz + .+ aikbkj + -4 al'pbpj.

Il est commode de disposer les calculs de la fagon suivante :

— — X X X X

A— «— AB

X X X X - = - Cij
Avec cette disposition, on considére d’abord la ligne de la matrice A située a gauche du coefficient que
I'on veut calculer (ligne numéro i représentée par des x dans A) et aussi la colonne de la matrice B située
au-dessus du coefficient que I'on veut calculer (colonne numéro j représentée par des x dans B). On calcule
le produit du premier coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne (a;; X by;), que 'on
ajoute au produit du deuxieme coefficient de la ligne par le deuxieme coefficient de la colonne (a;, X by;),
que 'on ajoute au produit du troisiéme. ..
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4.3. Exemples

Exemple.
1 2
1 2 3
A=(2 3 4) B=|-1 1
1 1

On dispose d’abord le produit correctement (a gauche) : la matrice obtenue sera de taille 2 x 2. Puis on
calcule chacun des coefficients, en commencant par le premier coefficientc;; = 1x1 + 2x(—1) + 3x1 =2
(au milieu), puis les autres (a droite).

1 2 1 2 1
-1 1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1

1 2 3\ (¢ oo 12 3\ (2 cp 123\ (2 7
2 3 4) \coy o 2 3 4) \coy oo 2 3 4) \3 11

La matrice carrée suivante s’appelle la

00 ... 1
Ses éléments diagonaux sont égaux a 1 et tous ses autres éléments sont égaux a 0. Elle se note I,, ou
simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un réle analogue a celui du nombre 1 pour
les réels. C’est 'élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes :

Proposition 3.
Si A est une matrice n x p, alors

I,-A=A et A-I,=A

n

4.4. Matrice inverse, déterminant

Définition (Matrice inverse).

Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe une matrice carrée B de taille n x n telle que
AB=I et BA=I,

on dit que A est . On appelle B I’ et on la note A™L,

a1 ) a b
Considérons le cas d’'une matrice 2 x 2 : A= (c d) .

Proposition 4.

b
Soit A= (ccl ) Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

d
P 1 d —-b
T ad—bc\—c a

Le nombre ad — bc € K s’appelle le de la matrice A € M,(K).
Plus généralement pour une matrice carrée A € M,,(K), il existe un scalaire det(A) € K, appelé

de A tel que :



VECTEURS ET MATRICES 59

o sidet(A) # 0 alors la matrice A est inversible ;
o det(AB) = det(A) - det(B);
o det(I)=1;
o det(A™') = 1/det(A), si A est inversible.
Nous admettons ces propriétés et nous n’expliquons pas ici comment calculer le déterminant en général.

5. Matrice adjointe

Une matrice adjointe est la version complexe d’une matrice transposée.

5.1. La transposition

On commence par rappeler que la transposition est une opération qui transforme une matrice : les lignes de
A deviennent les colonnes de A”.

Voici une matrice A de taille n x p et sa notée AT qui est de taille p x n :
ay;; aqg ... a]_p ay; dop ... Apy
dg1 A9y ... azp T A9 A9y ... dpo
A= . : . A= : )
a1 dpa ... anp alp a2p . anp

Autrement dit : le coefficient a la place (i, j) de AT est a jie

5.2. Matrice adjointe

Nos matrices ont des coefficients complexes, la matrice adjointe s’obtient par transposition et conjugaison
complexe. On rappelle que si a € C, alors a* est le conjugué.

Définition.
On appelle de A, de taille n x p, la matrice A* de taille p x n définie par :
aj; ay ... a;
p e aj, Ay, ... a,
a*l‘p aép el a:p
Exemple.
1+i 2+i ) ) )
_ . . . 1—1 3—1 5—i
A=|3+i 4+i A= . ) .
541 6+i 2= 4-1 6

Nous avons déja vu le cas des vecteurs : 'adjoint d’'un vecteur colonne est un vecteur ligne, et réciproquement.

X1
u= w=(x; - x)
xn
Xy
v=(x1 xn) yvi=| :
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Proposition 5.
Pour deux matrices A et B de tailles respectives n X p et p X m :

La relation (A*)* = A signifie que I'adjointe de 'adjointe est la matrice elle-méme. C’est déja le cas pour la
transposition et aussi la conjugaison complexe.

On va prouver la seconde assertion (AB)* = B*A*. Notez bien I'inversion de I'ordre, que I'on rencontre déja
pour les inverses (AB) ™' = B~!A™!. On rappelle aussi que 'ordre d’un produit de matrices est important,
car en général AB # BA.

Démonstration. On va faire la preuve pour les matrices 2 x 2 uniquement. Soient :
b
a=[¢ =% P).
c d y o

_[aa+by af+bé
“\ca+dy cB+ds

Alors
a*a*+ b*y*  c*a*+d*y*
a*f*+b*6* c*p*+d*o

Et d’autre part
b* d* ﬂ* 5* a*ﬂ*+b*5* C*ﬁ*+d*5*

On a bien (AB)* = B*A*. O

5.3. Notation bra-ket

On rappelle la notation « ket » |1)) et la notation « bra » (¢|. En posant :

)1 X1
lp)=| : et ) =

y n xfl
alors

(pl=1¢)" =(xj - x;).

Calculons le produit de matrices (¢p| x |¢) :

Y1

(@Ix ) =(x; - x)| &+ [=xiyr+xyn=(Dl).

Yn
C’est le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne qui donne une matrice de taille 1 x 1, qu’on
identifie a un nombre complexe.
Ce calcul justifie la notation « bra-ket » : le produit (¢ | x |¢) correspond au produit scalaire hermitien (¢ [v)).
Ainsi la notation « bra-ket » est un jeu de mots associé au « bracket » du produit scalaire hermitien (bracket
signifie crochet).

5.4. Produit scalaire hermitien

Proposition 6.

{Aulv) = (ulA*v)
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Démonstration. Nous faisons la preuve uniquement pour les matrices de taille 2 x 2.

a b a* c* x Y1
A= Af = ="t =

e A
_(ax1+bx2

= oxq + dxz) (AU|V> = (aX1 + bxz)*yl + (CXl 4 dxz)*yz

* + *
Afy = (Z*j//ll + Ccl*}}//zz) (u|A*v> = x;(a*yl + c*yz) + XZ(b*yl + d*yz)
Ainsi

*

(Aulv) = a*x]y; + b*x5y; + c*xy, +d* x5y, = (u|A™v) .

6. Matrice unitaire

On travaille souvent avec des qubits de norme 1. Les portes logiques transforment les qubits, mais doivent
tout de méme transformer un qubit |¢) de norme 1 en un qubit |¢) de norme 1.

Lorsque cette transformation est linéaire et s’écrit A|¢) = |v), la matrice A est d’'un type particulier : c’est
une matrice unitaire. Dans ce chapitre les exemples seront des matrices 2 x 2. On retrouvera le cas général
dans le chapitre « Portes quantiques ».

6.1. Définition
Définition.
Une matrice A € M,, est Si:

AA=1

On note U, 'ensemble des matrices unitaires de taille n x n.

Si A est une matrice unitaire alors on a

A7l = A" et AA* =1.

Exemple.
Les matrices de Pauli sont les matrices unitaires suivantes :

01 0 —i 1 0
10 i 0 0 —1
Vérifier que I'on a bien A*A = I. De plus pour ces exemples on a A* = A.

La propriété fondamentale des matrices unitaires est qu’elles préservent le produit scalaire hermitien.

Proposition 7.
Si A est une matrice unitaire alors

{AulAv) = (ulv)

En termes de vecteurs du plan, cela signifie que I'angle entre deux vecteurs est préservé par l'action d’une
matrice unitaire.
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Au

0] (@)

Démonstration.
(Au|Av) = (u|A*Av) = (u|v)
6.2. Matrice unitaire de dimension 2

. a b . s
Soit A= d de taille 2 x 2. Notons cette matrice a 'aide de ses vecteurs colonnes :
c

A=(u v)  avec uz(‘;), vz(s).

La matrice A est unitaire si et seulement si les vecteurs (u, v) forment une base orthonormale, c’est-a-dire satisfont
les conditions :

Proposition 8.

ull =1, I[vll=1 et (ulv) =o0.

At b o a* c*
“\c d “\pr d*
A= aa*+cc* ba*+dc*
“ \ab*+cd* bb*+dd*

) 10
AA=1= :
01

Démonstration.

Si A est une matrice unitaire alors

On identifie les coefficients :

aa*+cc*=1 lull> = lal?+|c|> =1
bb*+dd* =1 donc V|2 =|b|?+|d|?> =1
a*b+c*d=0 (ulv) =a*b+c*d=0

On n'utilise pas I'égalité ab* + cd* = 0 qui est en fait (a*b + c*d)* = 0.
Réciproquement, si on a les égalités ||u|| = 1, ||v|| = 1 et (u|v) = 0, alors les coefficients de A*A sont les
coefficients de l'identité. O

Exemple.
La matrice suivante est unitaire :

U(Q,qb,)L)Z( cos(%)  —sin(%)e )

sin(9)e®  cos(§)el4+M

On vérifie que les deux vecteurs verticaux formant cette matrice sont de norme 1 et orthogonaux.
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Cette transformation est disponible sous la forme d’une porte quantique.

] US(GJ ¢,)L) _

Proposition 9.
Lensemble des matrices unitaires forme un groupe pour la multiplication. En particulier si A,B € U, alors
ABEU, et Al € U,.
Démonstration. Soient A,B € U,,.
(AB)*(AB) = (B*A*)(AB) = B*(A*A)B =B*IB =B*B =1.
De méme, comme A~ = A* :

6.3. Longueur préservée

Une matrice unitaire préserve les longueurs, autrement dit si A est une matrice unitaire et u un vecteur alors
||Auz|| = ||u||. En fait cette particularité caractérise les matrices unitaires.

Proposition 10.
Soit A € M,. La matrice A est unitaire si et seulement pour tout vecteur u, on a

llAull = llul].

Démonstration.
e Sens =.
lAull* = (AulAu) = (ulA*Au) = (ulu) = |lull*.
e Sens <.
Notons la matrice A sous la forme de ses vecteurs colonnes A = (u v) et supposons qu’elle préserve les
longueurs. Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 8.
— Comme A((l)) = u et que A préserve les longueurs alors

AGI=I@I done  full=1

— DemémeA(9)=v, donc|jv||=1.
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— D’une partA(%) =u+v, donc ||u+v| = +/2. Ainsi :
lu+vl?=2 = (u+vju+v)=2
= (ulu+v)+ (vju+v)=2
= (ulu) + (ulv) + (v|u) + (v|v) =2
= [ull® + (ulv) + ({uv))* + |IvI> =2 mais [[ul|* =1 et [[v]* =1

= 2Re( (ulv) ) =0 sachant que z +z* = 2Re(2)

— D’autre partA(}) =u+1iv, donc |lu +iv|| = v/2. Ainsi :
lu+iv|?=2 = (u+ivlu+iv) =2
= (ulu+iv) + (ivlu+iv) =2
= (ulu) +iulv) —i(vlu) + (v|v) =2
= lull® +i (ulv) —i((uv))* +|v|* = 2
= 2Im( (ulv) ) =0 sachant que z —z* = 2iIm(z)

— On a prouvé que la partie réelle et la partie imaginaire de (u|v) sont nulles. Ainsi (u|v) = 0.
— Onadonc ||u|| =1, ||v|]| =1 et (u|v) = 0, alors par la proposition 8, la matrice A = (u V) est unitaire.
O

6.4. Matrice spéciale unitaire

Parmi les matrices unitaires, celles dont le déterminant vaut 1 sont particulierement intéressantes.

Définition.

Une matrice A € M,, est si elle est unitaire (c’est-a-dire A*A =1) et de déterminant 1 :
det(A) =1.

On note SU, 'ensemble des matrices spéciales unitaires de taille n x n.

Exemple. Les matrices de Pauli (voir 'exemple plus haut) ne sont pas spéciales unitaires car de déterminant
—1, par contre en multipliant tous les coefficient par i, on obtient un déterminant +1, donc iX,iY,iZ € SU,.

Proposition 11.
Lensemble des matrices spéciales unitaires forme un groupe pour la multiplication. En particulier si A,B € SU,,
alors AB € SU, et A~ € SU,,.

Démonstration. On sait déja que AB et A~ sont des matrices unitaires et que de plus det(AB) =
det(A)det(B) =1 et det(A™) = ﬁw =1. 0

Dans le cas de matrices de taille 2 x 2, nous décrivons I'ensemble des matrices de SU,.

Proposition 12.
Une matrice spéciale unitaire de taille 2 x 2, s’écrit sous la forme

« —p 2 2
A= b o avec a, 3 € C tels que |a|*+[B|*=1.

Démonstration. Tout d’abord comme A € SU, alors en particulier A € U,. D’apres la proposition 8, A s’écrit
sous la forme de ses vecteurs colonnes :

A= (u v) lull =1 vl=1 (ulv) =0.
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_|“ _ 2 2 _ _(7
Notons u = ) Comme ||u|| =1 alors |a|*+ || = 1. Notons v = s ) Comme u et v sont orthogonausx,

car (ulv) = 0, alors a*y + 8*6 = 0. Cela implique a*y = —f*6. Si a # 0, on pose A = %. On a alors

Y = —5(5* =—AB* et 6 = Aa*. (Si a = 0 alors on a nécessairement 3 # 0 donc 6 = 0 et on a encore une

relation y = —Af* et § = Aa* avec A = —ﬁl*).

_[a —AB*
A= ( P )
det(A) = Aaa* + ABL* = A(la)® + |B|2) = A.
Comme det(A) =1, alors A = 1. Ainsi :

_(* =B _
A_(ﬁ a*) avec |al®+ B> =1.

Donc la matrice A s’écrit :

Or

O

Terminons par une propriété, dite de . On peut transformer un vecteur en n’importe quel autre
vecteur par une matrice spéciale unitaire, a condition que ces deux vecteurs aient la méme longueur.

Proposition 13.
Soient u € C? et v € C2 deux vecteurs avec ||u|| = ||v||. Il existe une matrice A € SU, telle que Au = v.

Une telle matrice A n’est pas unique.
Application. Si |¢) et |4) sont de norme 1, alors il existe A € SU, telle que [¢) = A|¢p).

Démonstration. Sans perte de généralité on suppose ||u| = ||v|| = 1.
Etape 1. 1l existe B € SU, telle que B ( (1)) = u. En effet, si on note u = (g) avec a, 3 € C. Alors posons :

(a —p*
B_(ﬁ a*)

Comme ||u||?> = |a|? + |B]? = 1, c’est bien une matrice spéciale unitaire : B € SU,.
Comme B € SU,, alors B~! € SU, et vérifie B'u = ((1))
Etape 2. On reprend la construction de la premiere étape pour construire cette fois C € SU, telle que

c(3)=v.
Etape 3. La matrice A= CB~! convient. En effet, comme B, C € SU, alors CB™! € SU, et

Au=(CB u=cB'w)=Cc(})=v.

Note. Certains passages de ce chapitre sont extraits du chapitre « Matrice » du livre « Algebre » d’Exo7.



Informatique classique

Vidéo M partie 5.1. Bits classiques
Vidéo M partie 5.2. Portes logiques
Vidéo M partie 5.3. Algorithme et complexité
Nous rappelons quelques principes de base du fonctionnement d’un ordinateur classique avec les
notions de bits, de portes logiques et de complexité d’'un algorithme.

1. Bits classiques

1.1.0o0ul

Un bit est une valeur O ou 1 et correspond a I'information minimale pour I'informatique classique. Cette
valeur peut étre codée par une information physique (allumé/éteint, 0 volts/5 volts, I'orientation magnétique
d’un élément...).

1.2. Ecriture binaire

Avec plusieurs bits on peut transmettre plus d’information. Voyons le cas d’'un entier qui peut étre représenté

en écriture binaire.

Par exemple, 1.0.1.1.0.0.1 (prononcer les chiffres un par un) est I'écriture binaire de I'entier 89. Comment

faire ce calcul ? C’est comme pour la base 10, mais en utilisant les puissances de 2.
(tjofuf1]ofof1]

6413216 8 | 4| 2|1

26| 25 | 2% |23 |22 |2 |20

Donc l'écriture 1.0.1.1.0.0.1 représente I'entier :
1x264+0x2°+1x2%+1x22+0x224+0x 2" +1x2°
=1x64+0x32+1x16+1x8+0x4+0x2+1x1

=64+16+8+1
= 89
Plus généralement un , bp_1...by.by.by, est écriture en base 2 de l'entier :
n—1
N=>b2l=b, ;2" + - +by-22+b;-2+bg
i=0

avec b; =0ou b; = 1.


http://www.youtube.com/watch?v=yUgpElITYTg
http://www.youtube.com/watch?v=iET0snUXj0k
http://www.youtube.com/watch?v=JKmC2u5kvKg
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1.3. Codage

Il n’y pas que les entiers qui peuvent étre représentés par une succession de bits.
Une succession de bits peut aussi représenter :
» un caractere, par exemple le code ASCII de « A » est I'entier 65 et se code sur 8 bits par 0.1.0.0.0.0.0.1,
 une instruction, par exemple « Ajouter 1 », « Copier cette variable »,...
Plus généralement, on formalise un ordinateur par une qui est un modele abstrait
d’ordinateur qui lit et écrit des O et des 1 sur un ruban.

1.4. Logarithme

Avec n bits, il y a 2" combinaisons possibles. Si on a N objets a énumérer, alors combien de bits faut-il pour
les énumérer ?
On va utiliser le qui est défini par la relation :

N =2" <= n=1log,(N).

On peut également le définir a 'aide du logarithme népérien In(x) :
In(x)
log,(x) = —=.
g2(x) In(2)
Ainsi pour énumérer N objets, il faut au moins n = log,(IN) bits d’'information. Dans la pratique on arrondit
a lentier supérieur : n = [log,(N)] ot [x] correspond a I'arrondi supérieur, comme le ferait ceil (x) avec

Python.

2. Portes logiques

2.1. Quelques portes

Une est une fonction qui prend en entrée des bits et renvoie un bit en sortie. D’'un point de
vue mathématique, c’est donc une fonction f : {0,1}" — {0,1}, ot n > 1. D’un point de vue électronique,
cette porte peut étre réalisée par des composants élémentaires (diode, transistor,...).

On présente ici quelques portes classiques. Il faut penser a la valeur 0 comme « Faux » et a la valeur 1 comme
«Vrai ».

Porte NOT. Elle a une seule entrée et change O en 1, et 1 en O.

0 NOT > 1 1 NOT >0

| Entrée | Sortie |

0 1
1 0
Porte AND.
0 0 1 1
AND— 0 AND— 0 AND— 0 AND— 1
0 1 0 1

On résume I'action de la porte AND par le tableau suivant :
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|A|B|Sortie|
0O 0 A
0|1 0
10 0
1|1 1
Porte OR.
0 0 11—
OR——0 OR——1
0 1 0
|A|B|Sortie|
00 0 A
0|1 1
110 1
1|1 1
Porte XOR.

OR

AND

— Sortie

OR

—— Sortie

OR

68

Le « OU exclusif » c’est le « ou » dans « fromage ou dessert », c’est I'un ou I'autre mais pas les deux.

XOR XOR

On résume I'action de la porte XOR par le tableau suivant :

XOR

XOR

XOR

—— Sortie

|A|B|Sortie|
0|0 0 A
0|1 1
1(0 1
1|1 0
2.2. Circuit
Un est construit a partir de plusieurs portes logiques et définit une

{0,1},otn > 1.
Exemple. Voici un exemple de circuit :

A
B AND (|

OR
C NOT

— Sortie

:f:{0,1}" -

A vous de compléter le tableau donnant la valeur de sortie en fonction de celles de départ!
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|A|B|C|Sortie|
0(0]0 1
0(0]1 0
0O([1]0 1
0|1(1
11010
11011
1(1]0
1(1]1

Combinatoire. Soit n > 1 le nombre d’entrées d’'un circuit. Une entrée est du type (b, b, ..., b,) € {0,1}".
Il y a donc 2" entrées différentes possibles.

On rappelle que pour E de cardinal m et F de cardinal p, le nombre de fonctions f : E — F possibles est p™.
Dans notre cas, on considere toutes les fonctions f : {0,1}" — {0,1}, doncm =2" et p =2, il y donc a 229
fonctions logiques possibles.

Ce nombre N = 2(2") de fonctions possibles est énorme. Par exemple, pour n = 5 entréesily a N = 22" =
232 = 4294967 296 fonctions logiques possibles. Faut-il autant de portes logiques différentes pour réaliser
ces fonctions ? Ce serait dramatique pour nos ordinateurs qui devraient étre gigantesques. On va voir qu'un
miracle se produit : une seule porte logique suffit a réaliser toutes les fonctions logiques possibles.

2.3. La porte NAND est universelle

Porte NAND. La porte NAND est définie par les quatre états suivants.

00— 00— 11— 11—
NAND — 1 NANDF—— 1 NAND— 1 NAND —— 0
00— 1 0 1
|A|B|Sortie|
0O 1 A
0|1 1 NAND ——— Sortie
B
10 1
1|1 0

Elle peut se réaliser comme la porte NOT(AND), c’est-a-dire la porte AND suivie de la porte NOT.

AND NOT >

Mais nous préférons la voir comme une porte a part entiere.
Elle a la propriété fondamentale suivante :

Théoréme 1.
La porte NAND est universelle : n‘importe quelle fonction logique f : {0,1}" — {0, 1} peut-étre réalisée par un
circuit ne comportant que des portes NAND.

Nous n’allons pas prouver ce théoréme, mais nous allons voir comment retrouver les portes de base que
nous connaissons a partir de portes NAND.

Réalisation des portes élémentaires.
On commence par réaliser une porte NOT en dupliquant 'unique entrée aux deux bornes de la borne NAND.
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NAND

Equivalent porte NOT

Maintenant que I'on est capable de construire une porte NOT, on peut réaliser et retrouver la porte AND.

NAND NOT >

Equivalent porte AND

Si vous ne voulez vraiment que des portes NAND, il faut remplacer la porte NOT par une seconde porte
NAND.

NAND NAND ——

Equivalent porte AND

On peut aussi faire un circuit qui correspond a la porte OR.

NOT
L
NOT ’7

NAND ——

Equivalent porte OR

A vous de trouver comme réaliser une porte XOR.

Exercice.

Un circuit multiplexeur, noté MUX, est une sorte d’aiguillage entre deux choix A et B avec un interrupteur [
qui permet la sélection. Si I vaut 1 alors la sortie du circuit est la valeur de A. Si I vaut O alors la sortie est
la valeur de B. Cela peut aussi étre vu comme un test rudimentaire : « Si I = 1 faire ceci, sinon faire cela. »
Prouver que le circuit suivant est bien un circuit multiplexeur.

A
NAND

I———ﬂF———{:::::NAND NAND |—~
NAND

B

Circuit MUX
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3. Algorithme et complexité

3.1. Vitesse d’un algorithme

Un algorithme c’est un peu comme une recette de cuisine : c’est une suite d’instructions qui permettent de
résoudre un probléme. Mais pour un méme probleme il peut exister plusieurs solutions. Il peut y avoir des
algorithmes rapides, d’autres qui utilisent peu de mémoire, d’autres qui sont efficaces mais qui ne donnent
la bonne réponse qu’avec 90% de certitude.

Voici un exemple de probléme : décider si un entier n donné est un nombre premier.

o Une premiere méthode consiste a tester s’il admet un diviseur k, pour k variant de 2 jusqu’a n— 1. Si
C’est le cas n n’est pas un nombre premier, sinon c’est bien un nombre premier.

« On peut aller beaucoup plus vite en testant seulement les diviseurs k compris entre 2 et 4/n.

« On pourrait d’abord établir le début de la liste de tous les nombres premiers par le crible d’Eratosthéne,
puis tester si n est dedans.

« Il existe aussi des algorithmes probabilistes tres efficaces, qui donnent une réponse du genre « oui n est
probablement un nombre premier a 90% » ou « non je suis siir que n n’est pas un nombre premier ». En
réitérant I'algorithme on peut obtenir une quasi-certitude.

Nous comparerons les algorithmes en nous limitant ici a la « vitesse » des algorithmes. La vitesse que
I'on chronométrerait en secondes n’est pas une mesure objective car elle dépend trop du matériel et de
I'implémentation. Nous allons étudier la vitesse théorique qui s’appelle la « complexité ». Cela demande
d’introduire des notions mathématiques.

3.2. Notation « grand O »

On souhaite comparer deux suites, ou plus exactement leur ordre de grandeur. Par exemple les suites (n2),,cy
et (3n2),cy ont le méme ordre de grandeur, mais sont beaucoup plus petites que la suite (%e”)neN.
Notation « grand O ».

« On considere (u,)qen et (V,)ney deux suites de termes strictement positifs.

e On dit que (u,,) est un de (v,,) si la suite (LVI—:) est bornée.

o Autrement dit il existe une constante réelle k > 0 telle que pour toutn € N :

u, < kv,.

 Notation. On note alors u,, = O(v,,). Il s’agit de la lettre « O » (pour Ordre de grandeur) et pas du chiffre
zéro.
Exemples
e Soientu, =3n+1etv, =2n—1. Comme ﬁ—: — % lorsque n — 400 alors la suite (3—:) est bornée donc
u, =0(v,).
e u, =2n? et v, = e". Comme l:—: — 0 alors la suite (3—:) est bornée donc u, = O(v,).

e u, = /netv, =In(n). Comme 2 — +oo lorsque n — +oo alors la suite ( = ) n’est pas bornée. (u
n n V. q V. p n

n’est pas un grand O de (v,,). Par contre dans l'autre sens, on a bien v,, = O(u,,).
e u, = 0(n) signifie qu'il existe k > 0 tel que u,, < kn (pour tout n € N).
e u, = 0O(1) signifie que la suite (u,,) est bornée.

3.3. Suites de référence

On souhaite comparer une suite (u,,) avec des suites de référence. Voici les suites de référence choisies :

In(n) n n> n® .- e

S~—~——— N ~—~—
croissance logarithmique ~ croissance polynomiale  croissance exponentielle
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o Les suites sont écrites en respectant lordre des O : on a In(n) = O(n), n = 0(n?), n? = 0(n®), n® = 0(e").
« On pourrait intercaler d’autres suites, par exemple In(n) = O(4/n) et /n = O(n). Ou encore nln(n) =
o(n?).

)/ s

U U T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Les suites In(n), /n, n, n?, e™.

3.4. Complexité d’un algorithme

On mesure l'efficacité d’'un algorithme a l'aide de la complexité.
Nous définissons de maniére informelle la complexité : la d’un algorithme est le nombre
d’opérations élémentaires exécutées.
o Ce que l'on appelle « opération élémentaire » peut varier selon le contexte : pour un calcul cela peut étre
le nombre de multiplications, pour un tri le nombre de comparaisons...
» La complexité C,, dépend de la taille n des données en entrée (par exemple le nombre de chiffres d’'un
entier ou bien la longueur de la liste). On obtient ainsi une suite (C,).
« Les bons algorithmes ont des complexités polynomiales qui sont en O(n) (linéaire), en O(n?) (qua-
dratique) ou bien en O(n*), k € N* (polynomiale). Les mauvais algorithmes ont des complexités
exponentielles, en O(e™) par exemple.

3.5. Exemples de complexité

Multiplication de deux entiers.
On souhaite multiplier deux entiers a et b de n chiffres. Il y a plusieurs méthodes, on les compare en

comptant le nombre d’opérations élémentaires : ici les multiplications de petits nombres (entiers a 1 ou 2
chiffres).

Algorithme | Ordre de la complexité |

Multiplication d’école o(n?)
Multiplication de Karatsuba 0(n'°8:203)) ~ 0(n1°8)
Transformée de Fourier rapide | O(n-1n(n) - In(ln(n)))

Voici des exemples d’ordre de grandeur de la complexité pour différentes valeurs de n.

Algorithme | n=10 | n=100 | n=1000 |
Multiplication d’école 100 10000 | 1000000
Multiplication de Karatsuba 38 1478 56870
Transformée de Fourier rapide 19 703 13350




INFORMATIQUE CLASSIQUE 73

Plus I'entier n est grand, plus un bon algorithme prend I'avantage.

On termine par des exemples de problémes et d’algorithmes correspondant a différentes classes de com-

plexité.
| Complexité | Probléme et algorithme
o(1) acces a un élément d’une liste de taille n
test si un nombre est pair ou impair
O(log,(n)) recherche par dichotomie dans une liste ordonnée de taille n
o(n) recherche d'un maximum dans une liste non ordonnée de taille n
n . 12 . . .
recherche si un élément est présent dans une liste de taille n
O(nlog,(n)) tri d’une liste de taille n par mergesort
o(n?) tri d’'une liste de taille n par bubble sort, selection sort, insertion sort
n . 14 p . .
recherche si un élément est présent en double dans une liste de taille n
02" probléme du voyageur de commerce avec n villes
trouver tous les sous-ensembles de {1,2,...,n}

La derniéere catégorie d’algorithmes dont la complexité est en O(2") est de complexité exponentielle (car
2" = ¢""2) Ce qui signifie que pour des valeurs de n moyennes ou grandes, ces algorithmes sont inutilisables
car ils n’aboutiront pas dans un temps raisonnable.

Note. Certains passages de cette section sont extraits du chapitre « Tri — Complexité » du livre « Python au
lycée (tome 2) ».



Physique quantique

Vidéo M partie 6.1. Particule

Vidéo M partie 6.2. Dualité onde/corpuscule

Vidéo M partie 6.3. Fonction d’onde et équation de Schrddinger
Vidéo M partie 6.4. Qubits

Lobjectif est de comprendre les notions de base de la physique quantique.

1. Particule

1.1. Bestiaire

Commencons par un tour d’horizon des particules :

o Les protons (charge électrique positive) et les neutrons (pas de charge) constituent le noyau des atomes.

» Autour du noyau gravitent des électrons (charge négative).

» Un modele simple de structure de 'atome est décrit par les électrons qui se répartissent sur des couches
sphériques ayant pour centre le noyau, ce modele est maintenant désuet. Avec la mécanique quantique,
on considére qu'un électron peut étre a n’importe quelle position autour du noyau, mais pas partout
avec la méme probabilité.

électron
noyau

Modele (désuet) de couches d’électrons Modele quantique

o Le photon est la particule fondamentale de la lumiére (et des ondes électromagnétiques). Il n’a ni masse
ni charge.

1.2. Quantification

Des expériences montrent que le changement d’état des électrons dans un atome correspond a des niveaux
d’énergie bien déterminés. On le congoit bien avec le modéle dans lequel les électrons gravitent sur des
couches : pour qu'un électron passe a une couche supérieure, il faut lui fournir un certain niveau d’énergie.


http://www.youtube.com/watch?v=e5K5bN2H8Mw
http://www.youtube.com/watch?v=5wTVAvC6q8U
http://www.youtube.com/watch?v=hy_C1vnKeg0
http://www.youtube.com/watch?v=h3T3swzS1dw

PHYSIQUE QUANTIQUE 75

__— saut

Changement de couche

La formule qui calcule I'énergie a fournir est donnée par :

AE = Eaprés — Eavane = nhv

otl n est un entier, v est la fréquence du rayonnement recu (ou émis) (exprimée en s 1) et h est la
,h~6.62-1073%J 5.

Il y a donc un phénomeéne de , car I'énergie recue (ou émise) ne peut prendre que des valeurs

discretes, c’est-a-dire que I'on peut indexer par I'entier n qui vaut 1, 2, 3... et non par des valeurs continues

(comme on l'aurait avec un parametre réel t > 0).

La lie I’énergie a la fréquence :

E=hv

On rencontre aussi souvent la

h
h=—
21
1.3. Principe d’incertitude d’Heisenberg
Le s’énonce mathématiquement ainsi :
< h
Oy Oy > ——
* VT 4nm

\

ol :
e 0, est 'écart-type d'une série de mesures de la position x = (x, y,z) d’'une particule. Cet écart-type est
obtenu en répétant plusieurs fois 'expérience suivante : on prépare la particule, toujours avec le méme
état initial, puis on mesure sa position.
* o, est I'écart-type de la mesure de la vitesse de la particule v = (v, vy, v,).
Linterprétation de la formule est la suivante : si on connait avec une grande précision la position d'une
particule alors on ne peut pas connaitre tres précisément sa vitesse. Et réciproquement si on connait tres
précisément la vitesse, on ne peut pas connaitre trés précisément la position.
En effet, imaginons que 'on connaisse tres précisément la position d'une particule, alors lorsque 'on va
répéter la mesure de la position, on obtiendra presque toujours la méme mesure. Autrement dit, les écarts
entre les différentes mesures sont tout petits : o, ~ 0. Par le principe d’incertitude, o, > MLmax doit étre
trés grand. C’est-a-dire que les différentes mesures de la vitesse conduisent a des grands écarts.
Lincertitude est d’autant plus grande que la masse m est petite. Par contre la constante de Planck h étant
toute petite (h >~ 6.62-10734J -5), cette incertitude ne concerne vraiment que les particules et pas les objets
plus gros de la physique classique.
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2. Dualité onde/corpuscule

En physique classique, on sépare I'étude des corpuscules (un objet matériel comme une bille) de celle des
ondes (par exemple une onde sonore ou bien la lumiére). En physique quantique, une particule se comporte
a la fois comme une onde et un corpuscule. C’est la trés déroutante « dualité onde/corpuscule ».
Corpuscule. Un « corpuscule » est un petit objet aux propriétés physiques bien déterminées : comme sa
position (x, y,2), sa vitesse (v, vy, v, ), sa masse... Il peut avoir une taille mais est souvent modélisé par un
point. La mécanique d’un point matériel est bien connue, méme si on a vu, avec le principe d’incertitude
d’Heisenberg, que la mesure de la position et celle de la vitesse ne sont pas si évidentes que cela!

(Ve Vs V)

(x,,2)

Onde. Une «onde » est la variation d’une propriété physique par propagation. Par exemple, une onde
sonore est la variation de la pression : un mouvement initial fait que des molécules d’air viennent frapper
les molécules voisines qui a leur tour déplacent les molécules suivantes. Pourtant chaque molécule ne se
déplace presque pas (elle revient a sa place apres avoir rebondi sur sa voisine) par contre 'onde se déplace.
Une vague est un autre exemple d’onde, les molécules d’eau font varier la hauteur. Pourtant les molécules
d’eau ne se déplacent pas en suivant les vagues. D’ailleurs un bouchon flottant sur les vagues ne se déplace
pas horizontalement.

Les ondes électromagnétiques se déplacent dans le vide a la vitesse de la lumiére (300000 km -s™1). Le
courant électrique se déplace dans un fil de cuivre un peu moins vite (200000 km -s~!). Par contre les
électrons qui propagent ce courant se déplacent tres lentement (quelques centimetres par heure).

Voici deux vues d’une onde sinusoidale : la premiéere vue en une vue en coupe (on voit les vagues avec les
crétes et les creux), la seconde vue est une vue de dessus, comme si on avait jeté un caillou dans I'eau et
qu’on observe les lignes de créte circulaires.

> créte

g
[X
7

Y
/

Une des propriétés fondamentales des ondes est le principe de superposition. Deux ondes se superposent
(figure de gauche), ce qui peut conduire a une onde renforcée (figure centrale), ou bien a annulation (figure
de droite).
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fi(x) f1(x) f1(x)

IAAA,X IAA/\,X TA/\/\,X
\VARVARV \VARVARV, \VARVARV

fo(x) fo(x) fo(x)

NN AN AN ANANA ANANANS
AVAAVARV. IAVALVAAVAEEER VARVARY,

F1(x) + fo(x) F1(x) + fo(x) F1(x) + fo(x)

an, NAN L
AAVAVARRRVAVAVARN

Nous allons étudier les phénomenes d’interférence a I'aide de 'expérience de Young a deux fentes, mais
commencons par un cas plus simple.

Expérience a une fente. Une onde est émise d’'un point. Elle se propage vers une paroi opaque dans laquelle
on a effectué une fente mince (ou bien un petit trou). En passant cette fente 'onde se diffracte (elle perd sa
direction d’origine) et vient éclairer un écran récepteur. Que voit-on sur cet écran ? L'onde frappe I’écran
de maniére essentiellement uniforme. En réalité la partie centrale est plus touchée que les bords et fait
apparaitre une large bande de diffraction, mais ce n’est pas important pour nous.

Ci-dessous le résultat d’'une expérience a une fente a 'aide d’une lumiére laser.

// Diffraction

Paroi avec une fente Ecran récepteur

Expérience a deux fentes.
On reprend I'expérience mais cette fois avec deux fentes.
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Ecran récepteur

Paroi a deux fentes

Source

L'onde passe simultanément par les deux trous et se diffracte. Un point de ’écran est donc atteint depuis
deux sources différentes. Que voit-on sur 'écran ? On note des franges minces et nettes qui sont des franges
d’interférence.

Comment expliquer cela ? Placons-nous en un point P de I'écran. Ce point capte 'onde depuis deux sources
différentes F; et F,, mais ces deux sources ne sont pas situées a la méme distance de P : PF; # PF,. 1y
a donc un décalage (appelé déphasage) entre 'onde regue depuis F; et 'onde recue depuis F,. Selon la
position du point P, les ondes peuvent s’amplifier ce qui conduit aux franges claires les plus atteintes. C’est
ce qu'il se passe ci-dessous au point P ol les deux sinusoides arrivent en phase (les deux crétes arrivent en
méme temps au point P, et au fil du temps les ondes restent en phase).

ANANVANANNANAWA P
VvV V VLV VY

A AANANAN |
VAAVAAVAAVAAVARVARVA

paroi avec deux fentes

Mais les ondes peuvent s’annuler ce qui correspond aux franges sombres (rien n’est capté). C’est le cas au
point de la configuration ci-dessous. En ce nouveau point P une sinusoide présente une créte alors que
l'autre sinusoide est & un creux (de méme amplitude), la résultante des deux est nulle (et reste nulle au fil
du temps).
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ANANANANNANANVA
\VARAVARVARVARVARVARVA P

ANANVANANNANVANVA\
\VAAVARVARVARVARVARVA

Mathématiquement si le signal issu de F; est f;(t) = sin(wt) alors le signal issu de F, est f5(t) = sin(wt+¢p)
ou ¢p estle , sa valeur dépend de la position du point P. Si ¢ est de la forme 2k alors
fo(t) =sin(wt) et donc les ondes s’ajoutent pour donner f (t) = f;(t)+f5(t) = 2sin(wt). Par contre si ¢p est
de la forme m+2k alors f,(t) = —sin(wt) et donc les ondes s’annulent pour donner f (t) = f;(t)+f»,(t) =0

Que se passe-t-il si on réalise 'expérience a deux fentes avec un corpuscule (par exemple en envoyant une
multitude de petites billes) au lieu d'une onde ? Chaque corpuscule passe par la fente 1 ou bien par la fente
2 (mais pas les deux) et il y a un phénomene de diffraction a chaque fente. Que voit-on a 'écran ? L'écran
est uniformément atteint. Il n’y a pas de phénoméne d’interférence puisque une bille ne passe que par un
seul trou.

Expérience quantique a deux fentes. Voici I'expérience incroyable : on envoie une a une des particules a
travers le dispositif a deux fentes. Ces particules sont par exemple des photons ou des électrons. Voici ce
que l'on obtient a ’écran au fur et a mesure des lancers (ici des électrons). Nombre d’électrons captés (a)
11; (b) 200, (c) 6000, (d) 40000, (e) 140 000.

On observe des franges d’interférence alors qu’on a envoyé les particules une par une! Ces particules sont
bien des corpuscules puisque qu’on les envoie une par une et on peut méme les compter. Mais les franges
d’interférence prouvent que ces particules sont aussi des ondes! Ainsi on ne peut parler de trajectoire pour
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une particule quantique. Une particule quantique possede a la fois des propriétés corpusculaires et des
propriétés ondulatoires : c’est la « dualité onde/corpuscule ».

Mesure. Si on reprend l'expérience quantique a deux fentes mais que cette fois on mesure par quel trou la
particule passe, alors on obtient un écran uniformément atteint! Il faut comprendre que la mesure perturbe
irrémédiablement I'état quantique et la particule perd ses caractéristiques quantiques. Le fait de rajouter
une mesure entraine que ce n’est pas du tout la méme expérience qu’auparavant.

Le chat de Schrodinger. Dans le monde dans lequel nous vivons les objets sont « gros » et leur appliquer
des propriétés quantiques n’a pas trop de sens. C’est pourtant ce que I'on fait avec I'expérience de pensée du
chat de Schrodinger. Dans une boite recouverte d’un voile noir, on met un chat, un fiole de poison et une
particule. Si la particule se désintegre, elle casse la fiole qui libére le poison et le chat meurt.

>

= <]

La particule a une demi-vie d’'une heure, c’est-a-dire qu’au bout d’une heure, il y a une chance sur deux
qu’elle se soit désintégrée. Question : au bout d’'une heure le chat est-il mort ou vivant ? Ou bien moitié-mort
et moitié-vivant ? En fait, tant que le voile noir n’est pas levé le chat n’est pas vraiment mort. Par contre
lever le voile (ce qui correspond a une mesure) enléve le caractére mi-mort/mi-vivant au chat et rend I'état
du chat certain. C’est assez perturbant !

On retient que la mécanique quantique est une théorie qui s’applique aux particules de petite taille, et
souvent sur de courtes périodes.

3. Fonction d’onde et équation de Schrodinger

3.1. Fonction d’onde

Fonction d’onde. Le mouvement d’une particule en physique classique est décrit par sa position (x, y, %)
(qui peut varier en fonction du temps) et sa vitesse (v,,V,,V;). Ce modele n’est plus valide en physique
quantique.

En physique quantique on associe & une particule une v

U(x,y,2,t): RY— C.

Cette fonction dépend du point de I'espace (x, y,2) et du temps ¢ ; elle est a valeurs complexes et n’a pas
d’interprétation physique.

Probabilité. Par contre la fonction d’onde permet de déterminer la probabilité de la particule d’étre a une
position donnée : la probabilité que la particule soit mesurée a la position (x, y,%) au temps t est donnée
par la densité de probabilité :
B (x,y,2,t)]%.
Autrement dit :
dP(x,y,z,t)=|¥(x,y,2, )? dxdydz
ou dxdydsz représente un petit cube élémentaire autour de la position (x, y,2). Nous avons la relation :

f [ (x,y,z,t)>dxdydz =1
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qui signifie que la somme des probabilités (pour toutes les positions possibles) est 1.

Mesure de la position. Il faut bien comprendre que 'on ne connait pas la position de la particule. Ce n’est
pas un défaut ou un manque de précision mais la base de la mécanique quantique. La notion de position n’a
pas de sens avant la mesure. On pourrait dire que la particule est « partout », et que c’est la mesure qui
détermine une position (x, y,z). Enfin, méme si la particule peut étre mesurée a n’importe quelle position,
certaines positions sont cependant plus probables que d’autres.

Voici un exemple de répartition des mesures d’une position x (on se limite a la mesure de la seule coordonnée
x) obtenue en répétant 'expérience : je prépare la particule, puis je mesure la position x. On note que
certaines positions sont plus fréquentes que d’autres.

nombre d’événements
A

> X

Mathématiquement les résultats s’interpretent avec la densité de probabilité P(x) = |‘~Il(x)|2 qui décrit la
répartition probable. ’aire sous la courbe vaut 1, car f [W(x)?dx = 1 (ce qui est la traduction que la
somme des probabilités vaut 1).

P(x)

A

3.2. Equation de Schrodinger

La loi qui régit le mouvement d’une particule classique est le principe fondamental de la mécanique :

Z F=mad.
La somme des forces est égale a la masse multipliée par I'accélération. 'accélération est la dérivée de la
vitesse par rapport au temps, qui elle-méme est la dérivée de la position par rapport au temps. Ainsi on
n’obtient pas exactement la position x = (x(t), y(t),z(t)) mais une équation différentielle faisant intervenir
la dérivée seconde %(t). Si on sait résoudre cette équation différentielle (ce qui n’est pas toujours possible),
on trouve la position x.

Qu’en est-il pour la mécanique quantique ? On a vu que le comportement d’une particule est régi par sa
fonction d’onde ¥(x, y, 2, t). La loi quantique fondamentale qui régit le comportement d’une particule libre
est donnée par :
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ov_
ot 2m

« iestle nombre complexe avec i = —1,

e h= % est la constante de Planck réduite,

» m est la masse de la particule,

e ¥(x,y,z,t) estla fonction d’onde,

. %—\f est la dérivée de la fonction d’onde par rapport au temps (on parle de dérivée partielle par rapport a
t),

o AW est le Laplacien de ¥, c’est la somme des dérivées partielles secondes en x, y et z :

R R G R

ox2 T 3y2 G2

L'équation de Schrdodinger est une équation différentielle (ici une équation aux dérivées partielles) qui

AV =

régit & et donc le comportement de la particule. Par contre, en trouver des solutions est difficile. Si de plus
la particule est soumise a des forces externes, données par un potentiel V(x, y, z, t), alors 'équation de

Schrodinger devient :
., 0w i
=00 y,2,0) =—o—AV(x, y,2,0) + V(x,y,2,0)¥(x, 5, ).
m

3.3. Principe de superposition

Il est facile de vérifier que si ¥; et ¥, sont deux fonctions d’onde, solutions de '’équation de Schrodinger
alors la combinaison linéaire

U =q¥; + [T, aveca,B €C
est aussi une solution (il faut tout de méme vérifier la condition de normalisation f [v|? =1).
Par contre en termes de probabilités, c’est plus compliqué. Si on note P; = |¥;|? et P, = |¥,|? les densités
de probabilité associées aux deux fonctions d’onde et avec par exemple ¥ = %(@1 + W,), alors on pourrait

penser que la densité de probabilité P = |¥|? est %(Pl + P,) mais ce n’est pas le cas. En effet :
1
P =[] = |0 +¥* = 5(‘1’1 +0,)(P; +y)*

1 1
= E(I\Iﬁl2 + [Ty [* + U0 + WD) = E(Pl + Py + U+ D).

Le terme W, W] + W, est un terme d’interférence entre les deux fonctions d’ondes.

4. Qubits

4.1. Réalisation de qubits

Il existe de nombreuses facons de réaliser physiquement un qubit, chacune présentant ses avantages et
ses défis technologiques. Il est encore difficile de déterminer laquelle de ces technologies permettra de
construire 'ordinateur quantique du futur.

 Polarisation des photons. La lumiere polarisée vibre simultanément dans deux directions orthogonales.
La mesure peut conduire a la polarisation horizontale — (qui est |0)) ou verticale T (qui est |1)).

» Spin d’électrons piégés. Les électrons possedent un mouvement cinétique interne. On dit qu'un électron
« tourne sur lui-méme ». Le moment cinétique peut prendre une infinité de valeurs. Mais lorsque 'on
mesure ce moment cinétique on n’obtient que deux valeurs possibles +% ou —g. On note |0) et |1) ces
deux mesures possibles. Par contre avant la mesure, le moment cinétique avait la forme d’un qubit
) = al0) + B |1) avec [af2 + B> = 1.
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« Tons piégés. Les ions d’atomes sont piégés dans une cavité magnétique et dans le vide, ils sont manipulés
par des rayons laser.

» Atomes froids. Des atomes sont refroidis par des lasers, leur état quantique correspond a leur niveau
d’énergie, ils sont également manipulés par des lasers.

* Les supra-conducteurs sur silicium. L'objet quantique est dans ce cas un courant obtenu dans une jonction
Josephson constituée par des oxydes d’aluminium sur des puces de silicium. I’état de ces qubits est
manipulé par des impulsions a micro-onde qui constituent les portes quantiques.

4.2. Mesure

La mesure joue un role important en physique quantique : la mesure est un acte irréversible qui change
la fonction d’onde. Avant la mesure, la fonction d’onde d’une particule peut conduire a plusieurs mesures
possibles (si on répéte I'expérience de la préparation de la particule, puis de la mesure, on obtient des
résultats qui peuvent étre différents a chaque mesure). Par contre aprés une mesure, la fonction d’onde
est changée définitivement, on parle de la « réduction du paquet d’onde », et ne conduit plus qu’a un seul
résultat : si on effectue une seconde mesure immédiatement aprés, on obtient le méme résultat.

La théorie de la décohérence quantique tente d’expliquer le passage du monde quantique a la physique
classique. Un état quantique ne reste « cohérent » que s’il n’est pas perturbé. Une particule vit dans un
environnement complexe et perd sa cohérence quantique plus ou moins rapidement. En particulier une
mesure physique vient déranger la cohérence, et la particule change d’état quantique. Par exemple une
molécule (de taille environ 10~/ m) dans un vide de laboratoire conserve sa cohérence quantique seulement
environ 10717 seconde.

4.3. Intrication quantique

Analogie élémentaire. Commencons par des analogies simplistes. On dispose de deux cartes : une rouge et
une bleue. On place ces deux cartes dans deux enveloppes. On donne, au hasard, une enveloppe a Alice et
une autre a Bob. Ensuite Alice et Bob se séparent. Pour Alice la probabilité d’avoir la carte rouge est de 1/2,
la carte bleue également 1/2. De méme pour Bob. Si Alice ouvre son enveloppe, et par exemple découvre
la carte rouge. Alors bien sfir, elle a la carte rouge avec probabilité 1, mais surtout Bob a maintenant la
carte bleue avec probabilité 1, méme s’il n’a pas ouvert son enveloppe. Les deux cartes sont liées : on parle
d’intrication. La mesure de 1'un fait disparaitre les probabilités pour les deux cartes.

Alice Bob

Un des principes de la théorie de la relativité est qu'aucune particule, aucun signal, aucune information ne
peut voyager plus vite que la lumiere. Ce principe est-il violé ici ? Des qu’Alice découvre que son enveloppe
contient la carte rouge, elle a automatiquement la certitude que Bob a en sa possession la carte bleue. Ce
n’est pas un paradoxe car en fait Bob reste ignorant de la couleur de sa carte. Il peut toutefois connaitre la
couleur de sa carte sans ouvrir son enveloppe. Il suffit qu’Alice lui téléphone et lui dise qu’elle a eu la carte
rouge, ainsi Bob saura qu’il a la carte bleue. Mais aucun principe n’est violé car la vitesse de transmission
téléphonique d’une information ne dépasse pas la vitesse de la lumiére.

Autre analogie. On continue avec une expérience un peu plus physique. On prend deux particules identiques
que 'on fait cogner 'une contre l'autre au point O. L'une part vers Alice et 'autre vers Bob. Elles ont
exactement des mouvements opposés : position et vitesse sont égales au signe pres. Si Alice mesure la
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position ou la vitesse de sa particule, alors cela détermine la position ou la vitesse de la particule Bob. Ainsi
Bob peut connaitre la position ou la vitesse de sa particule sans faire lui-méme une mesure.

Etat initial

Alice Bob

Expérience réelle. Dans la pratique on sait préparer deux photons qui sont intriqués par polarisation.
Ensuite on sait envoyer les photons a des centaines de kilometres I'un de 'autre en les maintenant intriqués,
ce qui permet de réaliser le codage super-dense et la téléportation quantique.

Crédits photos. Wikipedia, Double-slit experiment :

 pour les photos de I'expérience en lumiere laser a une et deux fentes, Jordgette, CC BY-SA 3.0,
 pour les photos de l'interférence quantique, Dr. Tonomura, CC BY-SA 3.0.


https://en.wikipedia.org/wiki/Double-slit_experiment

1.

Téleportation quantique

Vidéo M partie 7.1. Protocole de la téléportation

Vidéo M partie 7.2. Calculs

Vidéo W partie 7.3. Mesure partielle

Vidéo M partie 7.4. Les états de Bell

Vidéo M partie 7.5. Mesure partielle dans la base de Bell

La téléportation quantique permet de transmettre un qubit d’un point A a un point B.

Téléportation

1.1. Principe

Alice posséde un qubit [1p) = a|0) + B |1) et souhaite le transmettre & Bob. C’est possible grace a la
téléportation quantique ! C’est un protocole simple ayant des similarités avec le codage super-dense (voir le

chapitre « Découverte de I'informatique quantique »).

Plus en détails :

Alice posseéde un 1-qubit |¢p) = a|0) + 5 |1).

On a préparé un 2-qubit a I'état de Bell |<I>+> = %(I0.0) +11.1)).

On réalise le 3-qubit |y)) ® |<I>+>.

Alice réalise une mesure partielle (sur les deux premiers qubits) et obtient une information classique

(une paire de bits parmi 0.0, 0.1, 1.0, 1.1).
Bob reconstitue le qubit [1)) & partir de cette information que lui transmet Alice et du troisiéme qubit du
3-qubit.


http://www.youtube.com/watch?v=PxiIF1kiDYA
http://www.youtube.com/watch?v=qYHNrqmu09g
http://www.youtube.com/watch?v=bNrut1nNeV8
http://www.youtube.com/watch?v=fpLTyeJ6Gyw
http://www.youtube.com/watch?v=zdLq1bAG1U0
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Alice

1-qubit [v))

Information
classique
0.0
0.1
1.0
1.1

Mesure partielle

2-qubit |®F)
état de Bell

Reconstitution - |1))

3-qubit
) @ |27)

Bob

Remarques :

o Le qubit est bien « téléporté », c’est-a-dire qu’il est reconstitué par Bob. Ce n’est physiquement pas la
particule originale mais une copie ; seuls deux bits classiques sont envoyés d’Alice a Bob.

» Contrairement au codage super-dense dans lequel Bob obtient a la fin un message d’Alice limité a quatre
possibilités, avec la téléportation quantique Bob obtient d’Alice un qubit |[¢) = a|0) + 3 |1) parmi une
infinité de possibilités car a et # sont des nombres complexes (seulement limités par la contrainte
lal* + B> = 1.

« La téléportation quantique n’est pas un « copier-coller ». En effet, Alice effectue une mesure sur [v)) et
n’a donc plus ce qubit en sa possession en fin de protocole.

» La téléportation quantique n’est pas immédiate (et ne dépasse pas la vitesse de la lumieére) car il faut
qu’Alice transmette a Bob une information classique (deux bits classiques).

 Le point-clé est I'intrication des deux qubits de I’état de Bell qui restent liés malgré la distance.

1.2. Protocole de la téléportation
Détaillons le protocole de téléportation.

1. Alice a un qubit |v)

Information classique
0.0

3-qubit 3. Mesure partielle 0.1
#) =) @ &%) Alice -

1.1
Ip) H A

o) H (+) A o
Action d’une porte
I
X r—
[0) () X )
XZ

2. Préparation 2-qubit |&*)
de létat de Bell  giat de Bell R Bob. .
. Reconstitution

Bob reconstitue le qubit |1))
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Voici les étapes :
1. Alice posséde un qubit |v)). Alice souhaite transmettre a Bob sans se déplacer le 1-qubit [¢)) = a|0)+ S |1).

2. Préparation de Uétat de Bell. L'état de Bell |<I>+> peut étre préparé par une tierce personne. Nous avons
déja vu comment préparer cet état (voir le chapitre « Découverte de I'informatique quantique ») et nous
y reviendrons. A partir de I'état |0.0) on applique le circuit suivant, composé d’une porte de Hadamard,

suivie d’'une porte CNOT :
|0) p—>

0) ———
Le 1-qubit |¢)) réuni avec le 2-qubit |<I>+> réalise le 3-qubit |¢p) = [¢) ® |<I>+>.

&%)

1-qubit |¢p) —
. —— 3-qubit = ® |d"
2-qubit |¢+>{ q ) = 1) | >
3. Mesure partielle d’Alice. Alice réalise une mesure partielle (dite mesure partielle dans la base de Bell,
voir plus loin). Pour cela elle réalise un circuit qui agit uniquement sur les deux premiers qubits de |¢) :
une porte CNOT, suivie d'une porte de Hadamard, suivie de deux mesures (sur les qubits 1 et 2 mais
pas sur le numéro 3).

——{HH A
—o——1A-

Elle obtient deux bits classiques, 0.0, 0.1, 1.0 ou 1.1 selon les mesures. Elle transmet ces deux bits a Bob.

4. Reconstitution du qubit |v)) par Bob. Bob a en main, d’une part le troisiéme qubit de |¢), que I'on note
|¢3), provenant du circuit et la connaissance des deux bits transmis par Alice.
« Cas 0.0, il ne fait rien (autrement dit, il applique I'identité I), il conserve |¢3) qui est en fait [1)).
 Cas 0.1, il applique une porte X a |¢5) et obtient |¢).
 Cas 1.0, il applique une porte Z a |¢3) et obtient ).
 Cas 1.1, il applique une porte X suivie d’'une porte Z a |¢3) et obtient [v)).
Dans tous les cas Bob reconstitue le qubit |¢)) !

2. Calculs

Nous allons effectuer les calculs qui prouvent que la téléportation quantique fonctionne. Cependant pour
comprendre cela en profondeur, il faudra attendre les sections suivantes de ce chapitre.

« Le qubit en possession d’Alice a téléporter est un 1-qubit |} = a|0)+f |1) avec a, B € C et |a|>+|B]*> = 1.
1

« Létat de Bell est |<I>+> = —2(|O.0) +11.1)). C’est un 2-qubit (voir plus loin pour plus de détails).

« Létat total composé de |y) et |<I>+> est le 3-qubit |¢p) = [¢) ® |<I>+> que l'on va calculer :

9) =y) @ |&F)
1 1
— (@l0)+ 1)) (5 00)+— |1.1>)

1
=% (2]0.0.0) + & [0.1.1) + 8 ]1.0.0) + B |1.1.1))
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e La suite du circuit est :

—e—{HHA
—o—1A

Elle ne concerne en fait que les deux premiers qubits de |¢p) et est effectuée par Alice.
— La porte CNOT change I'état du second qubit en fonction de I’état du premier (le troisieme reste
inchangé, par exemple |1.0.0) devient |1.1.0)). Ainsi

N = _1
|¢)_CNOTW)_Vﬁ(amony+am11)+ﬁu10y+ﬂu01n

— Ensuite la porte de Hadamard ne change que I'état du premier qubit. On rappelle que H |0) =
—(10) +11)) et H|1) = Z=(|0) —[1)). Ainsi

|9”)=H|¢’)
_ (e @ P oo- B io-
._¢§(¢§Ko+nony+¢5K0+U11y+¢zno 11.0) + (0 LQD)
= 210.0.0) + 211.0.0) + 2 [0.1.1) + = 1.1.1)
2 2 2 2
+Lro10y-Lii1oy+L001)-L 101y
2 2 2 2

o On regroupe les termes qui ont les deux premiers qubits identiques :

B
2
mlm+gmln

_B
2

11.1.0) + 21111
2

|¢”) = % 10.0.0) + 2 10.0.1)

B

+ =
2

+%HQ® 11.0.1)

_b
2

» On factorise selon les deux premiers qubits :
¢”) = 310.0)(al0) + B 1))
+310.1) (B10) + 1))
+311.0) (a[0) — 1))
+311.1) (=B 0) +a 1))

» La mesure partielle sur les deux premiers qubits conduit (de facon équiprobable) a 0.0 ou 0.1 ou 1.0 ou

1.1. Mais notons que dans tous les cas le troisiéme qubit est presque |v) :

— Si Alice mesure 0.0 alors le troisiéme qubit recu par Bob est déja |[1p) = a|0) + 8 |1). Il le conserve
tel quel (transformation identité I).

— Si Alice mesure 0.1 alors le troisieme qubit regu par Bob est 3 |0) + a|1) et comme il applique ensuite
la transformation X (qui échange |0) et |1)) cela lui fournit |[¢) = a|0) + 3 |1).

— Si Alice mesure 1.0 alors le troisieme qubit recu par Bob est a|0) — |1) et il applique alors la
transformation Z (qui change |1) en —|1) et laisse invariant |0)) cela lui fournit 1) = a|0) + 8 |1).

— Si Alice mesure 1.1 alors le troisiéme qubit recu par Bob est —f3 |0) + a |1) et il applique la transfor-
mation X suivie de Z cela lui fournit encore une fois |y) = a|0) + 8 |1).
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3. Mesure partielle

3.1. Mesure classique d’un 2-qubit

Soit le 2-qubit
[¢) =al0.0) + 1]0.1) + y|1.0) + 5 |1.1)
ot a, B, 7,5 sont des nombres complexes tels que |a|? + |B]? + |y|? + |6]? = 1. Le circuit suivant effectue la

mesure de |v) sur chacun des deux 1-qubits.

A
A

On sait que la mesure donne :
« 0.0 avec la probabilité |a|?,
e 0.1 avec la probabilité |52,
« 1.0 avec la probabilité |y|?,
« 1.1 avec la probabilité |5|?.

3.2. Mesure partielle d’'un 2-qubit
Mesure partielle. On reprend le méme 2-qubit

) = a]0.0) + ]0.1) + 7 |1.0) + 5 |1.1) .

Le circuit suivant effectue la de |1p) sur son premier 1-qubit seulement (on conserve le

second 1-qubit tel quel).

— A=

_—

Question. Si on mesure O sur le premier qubit, que peut-il arriver sur le second qubit?
— A= 0

)

Exemple. Commencons par étudier un exemple :

V2 1 1
) = > |0.0) + > |0.1) + > [1.1)
Si pour le premier qubit on mesure b; = 1, alors le second qubit est nécessairement g, = |1) (qui se
mesurerait en b, = 1). En effet dans |3) on a le terme |1.1) (donc q; = |1) et g, = |1)) mais pas de terme
|1.0) (qui aurait pu donner q; = |1) et g, = |0)).
Si par contre pour le premier qubit on mesure b; = 0, alors comment faire ? On factorise les termes de [1)))
selon le premier qubit :
) =510)-(v210) +11)) + S11)- 1)
On obtient alors que :

e siq; = |0), alors g, est donné par +/2|0) + |1) qu’il faut normaliser en tant que 1-qubit, c’est-a-dire
g, = % |0) + % |1). Une mesure de ce second qubit gq,, sachant que le premier qubit est mesuré a 0,
donnerait 0 avec probabilité 2/3 et 1 avec probabilité 1/3.

» si g; = |1), alors g, = |1), on retrouve bien que si on mesure 1 pour le premier qubit, on mesure
nécessairement 1 pour le second.
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Cas général. Revenons au cas d’'un 2-qubit général :
) = a]0.0) + $]0.1) +7]1.0) + 5 |1.1).
On factorise par le premier qubit :

) =10)-(a|0) +B11)) + [1)-(y|0)+511)).

Si on mesure O sur le premier qubit, alors le second qubit est le
normalisé de a |0) + f8 1), c’est donc

a B
—A—~ 0 4o = 0) + 1)
) VIaP 1B VIR + B
—_— ? Si on mesurait ce second qubit, on obtiendrait donc 0 avec pro-
2 2
babilité ﬁ et 1 avec la probabilité |a||2/i|| e

Si on mesure 1 sur le premier qubit alors le second qubit est le
normalisé de y |0) + 6 |1), c’est donc

Y o
— A1 @=———=100+ ——=11)
) VIIPHBE /P rIoP
—_— ? Si on mesurait ce second qubit, on obtiendrait donc 0 avec pro-
ae o yP s |8
babilité E+eE et 1 avec la probabilité TR+

3.3. Mesure partielle d’'un 3-qubit

Le principe est le méme si on effectue la mesure partielle des deux premiers qubits d’un 3-qubit.

— A A=
— A

_ >

Considérons par exemple
[) = % (210.0.0) —[0.0.1) +3]0.1.0) +]0.1.1) —2]1.0.0) +2|1.0.1) + ¥2|1.1.1))
Factorisons ce 3-qubit selon ses deux premiers qubits :
5ly) =10.0)(2[0) —[1)) + [0.1)(310) + 1)) + 2[1.0)(—0) +[1)) + v2]1.1)- 1)

« Sila mesure partielle est 0.0 alors le troisiéme qubit est le normalisé de 2|0)—|1), donc g5 = %(2 |0)—|1)).
Ainsi la mesure du troisiéme qubit, sachant que les deux premiers ont été mesurés en 0.0, donnerait O
avec probabilité 4/5 et 1 avec probabilité 1/5.

» Sila mesure partielle est 0.1 alors le troisieme qubit normalisé est g5 = J%(S |0) + |1)).

 Sila mesure partielle est 1.0 alors le troisieme qubit normalisé est g3 = %(— |0) + [1)).

« Sila mesure partielle est 1.1 alors le troisiéme qubit est g3 = |1). Dans ce cas, la mesure du troisiéme
qubit donnerait toujours 1.
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4. Les états de Bell

4.1. Les quatre états de Bell

Les quatre états de Bell sont les 2-qubits suivants :

+\ — i +\ — L
|o+) = ﬁ(|0.o)+|1.1)) o) 1/§(|o.1)+|1.0))
|o7) = —ﬁ(|o.o)—|1.1)) o) = —ﬁ(|o.1)—|1.o))

On rappelle que |<I>+> est un état intriqué (ce n’est pas le produit de deux 1-qubits). Il en est de méme pour
les trois autres états de Bell.

4.2. Construction

A partir du qubit |0.0) on construit 'état de Bell |<I>+> a l'aide d’'une porte de Hadamard H suivie d’'une porte
CNOT.

|0) '—> |q>+>
|0) &

On construit alors a partir de |<I>+>, les autres états de Bell.

o) ) e T e ) o)

4.3. Base de Bell

On connait déja la des 2-qubits, formée des quatre états :
[0.0) ]0.1) [1.0) |1.1)
Etre une signifie que n'importe quel 2-qubit |1} de norme 1 s’écrit de fagcon unique :
lY) = ]0.0) + $]0.1) +y|1.0) + 5 |1.1)
ol a, 3,7, 5 sont des nombres complexes avec |a|? + |B|% + |y|? +156|> = 1.

Proposition 1.

Les quatre états de Bell \<I>+>, \IJ+>, <I>_>,

signifie que n’importe quel 2-qubit |1)) de norme 1 s’écrit de fagon unique :
[y =o [8F) + B/ |¥*) +7'[67) + 6" [¥7)

avec |2+ B2+ |y |2+ 1612 =1.

\I") forment aussi une base des 2-qubits, appelée . Cela

Comment passer d’une base a une autre? Si [¢)) = o’ |<I>+> +p’ |\Il+> +7v’ \<I>_> + 6’ |\If‘>, alors on substitue
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o),

\I/+>,. .. a laide de I'égalité {<I>+> = iz (10.0) +1.1)), ... Ce qui donne
)=o)+ o) o)+ )

1 / i / L / _ L / _
=—a (|0.0)+|1.1))+ﬁﬂ (|O.1)+|1.0))+ﬁ)’ (]o.0) |1.1))+ﬁ5 (]0.1) —11.0))

V2
1 / / i / / L A Y i r_
_E(a +y)|0.0)+ﬁ(ﬂ +6)|0.1)+ﬁ(ﬁ 5)|1.0)+ﬁ(a Y)[1.1)

Pour le passage dans I'autre sens, on utilise les identités suivantes :

0.0) = Lz (|e*)+|e7))
0.1)=—=(j9) + [v)
1.0) = iz (je)=le7))
|1.1)=i2(|<1>+)—|<1>—))
Par exemple si
1
. |¢)=Euo.m+2|o.1>—3|1.o>—|1.1>)
. 1 + - + - + - + -
) == ((|e7)+|e7))+2(97) + [97)) =3 (|9") = [¥7)) = (|27) ~|27))
1 + + — -
:E(okp )—1|wt)+2(|e7)+5|07))
1 N _ _
= () 2fe) +5[e)

Une autre vision du passage d’une base a une autre est celle des circuits :

—H
Base canonique Base de Bell

N>

C’est-a-dire, le circuit ci-dessus envoie |0.0) sur |<1>+>, |0.1) s’envoie sur |\I’+>, |1.0) s’envoie sur |<I>_>, [1.1)
s’envoie sur \\IJ_>

Pour le circuit ci-dessous, c’est exactement 'inverse : |CI>+> s’envoie sur |0.0), etc.

H—
Base de Bell Base canonique

N\ %
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5. Mesure partielle dans la base de Bell

5.1. Mesure partielle dans une autre base

La téléportation quantique est basée sur une mesure partielle par Alice, qui est en fait une mesure partielle
dans la base Bell.
Une mesure partielle d’'un 3-qubit |¢) dans la base canonique, correspond a la factorisation :

|9) =10.0) - 1p1) +10.1) - [1ho) +[1.0) - [th3) + [1.1) - [1hs)..
Ainsi, si la mesure partielle sur les deux premiers qubits donne 0.0, alors le troisieme qubit est |;), si la
mesure donne 0.1, alors c’est |Y5),...
On peut faire un travail similaire dans la base de Bell, avec la factorisation :

(@) = (@) [wi)+ [0F) - [wy) + [@7) - [wl) + [w7)- [)).
Si la mesure partielle dans la base de Bell correspond a |<I>+> alors le troisiéme qubit est |1,b’1>, etc.
Comment se fait la mesure partielle dans la base de Bell ? A I'aide du circuit utilisé par Alice!

—t{EHAR- b
L T,
?

« Sila mesure donne 0.0 alors les deux premiers qubits de |¢) forment le 2-qubit \@*) et donc le troisieme

qubit de |¢) est |1/)’1>
« Sila mesure donne 0.1 alors les deux premiers qubits de |¢) forment |\I/+> et donc le troisieme qubit est

|v5)-

e etc.

5.2. Calculs de la téléportation quantique

On recommence le calcul de la section 2 qui explique la téléportation quantique, mais cette fois en mettant
en évidence qu’elle est basée sur la mesure partielle de Iétat |¢)) ® |<I>+> dans la base de Bell.
On rappelle :

o le qubit a téléporter est |yp) = a|0) + B |1),

« Détat de Bell est |&F) = —=(]0.0) +[1.1)),

« le 3-qubit composé de |¢)) et |<1>+> est|¢p)=yY)® |<I>+).

lp) =) ® |<I>+>
1
V2
%(al0.0) 10) + @[0.1) - |1) + B[1.0) - |0) + B [1.1) - |1))

sa(je™)+]@7))-10) + za(|oF) +|w7) - 11) + 38 (|¥F) = [¥7))-10) + 38 (|]oF) —|27)) - 11)
=1]8%)(al0)+ 1))
+3 [@)(B10) +al1))

+3|®7)(al0)—B11))
+3|[¥7) (= 0) + al1))

(]0.0.0) + a0.1.1) + $1.0.0) + 3 1.1.1))
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Ainsi, si la mesure partielle dans la base de Bell sur les deux premiers qubits identifie |<I>Jr ), alors le troisiéme
qubit est déja

), sinon Bob n’a qu’a appliquer les transformations X et Z pour reconstituer [v).
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Un premier algo-
rithme quantique

Vidéo M partie 8. Un premier algorithme quantique

La force de linformatique quantique est de pouvoir faire des calculs avec des O et des 1 en méme
temps. Au lieu de deux calculs classiques sur le bit 0, puis sur le bit 1, Uordinateur quantique effectue

un seul calcul sur un 1-qubit. Encore plus fort : avec un n-qubit, un seul calcul quantique remplace

2™ calculs classiques.

La réalité est cependant plus compliquée, car tous les algorithmes de Uinformatique classique ne
vont pas miraculeusement étre plus rapides grdce a Uinformatique quantique. Nous allons voir dans

cette partie des problémes que lUinformatique quantique résout beaucoup mieux que les algorithmes
classiques. Le but final est de comprendre Ualgorithme quantique de Shor qui permet la factorisation
rapide des entiers.

Nous commengons par étudier une version simple de Ualgorithme de Deutsch—-Jozsa afin de nous
familiariser avec les objets, les techniques et les types d’algorithmes que nous découvrirons dans cette
seconde partie du livre.

1. Objectifs

1.1. Motivation

L’algorithme de Deutsch—Jozsa n’est pas tres utile! Il permet de décider si une fonction est constante ou
équilibrée. Cependant cet algorithme est trés intéressant car il prouve que I'informatique quantique permet
de faire des calculs plus rapidement qu’avec un ordinateur classique.

L'algorithme complet (avec n variables) sera étudié plus loin dans le chapitre « Algorithme de Deutsch—
Jozsa ». Dans ce chapitre d’introduction, on se contente de présenter I'algorithme pour les fonctions les plus
simples : celles ayant une, puis deux variables.

1.2. Fonction a étudier

On commence par le cas des fonctions d’une seule variable. L’ensemble de départ et d’arrivée est {0, 1}.
Considérons une telle fonction :

f:{0,1} — {0,1}
Il y a en fait 4 fonctions possibles que 'on sépare en deux catégories :

Fonctions constantes Fonctions équilibrées
0 — 0 0 —» O
W00 W0
0 — 1 0 — 1
f 1 f 3
1 - 1 1 —» 0


http://www.youtube.com/watch?v=6oOd4Uy6vKI
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Probleme. On nous donne une fonction f : {0,1} — {0, 1}, comment déterminer si elle est constante ou
équilibrée ?

1.3. Solution classique

La solution classique a ce probleme est simple :

o calculer f(0);

o calculer f(1);

o conclure : si f(0) = f(1) la fonction est constante, sinon elle est équilibrée.
Cet algorithme est trés simple, mais il demande deux évaluations de la fonction f (le calcul de f(0) puis
celui de f(1)) et on ne peut pas faire mieux. Si on définit la complexité de cet algorithme par le nombre
d’évaluations de f, alors sa complexité vaut 2.
Nous allons voir un algorithme quantique dont la complexité est 1. Cela ne vous parait peut-étre pas
formidablement mieux, mais dans le cas d’une fonction de n variables alors la complexité classique est
d’ordre 2" alors que 'algorithme quantique reste de complexité 1. Lamélioration est donc exponentielle !

2. Circuit quantique

2.1. Circuit

L'algorithme quantique est fourni par le circuit quantique ci-dessous qui répond au probléeme a 'aide d’une
seule évaluation de f.

0) —{H] H sortie

Oy
1) [H]

Le circuit est initialisée, puis utilise des portes de Hadamard H mais aussi un sous-circuit Oy, appelé « oracle »
que nous détaillerons apres.
Algorithme.
 Entrée. Une fonction f : {0,1} — {0, 1}.
 Sortie. La sortie est donnée par la mesure sur le premier qubit du circuit. Si la mesure vaut 0, la fonction
est constante ; si la mesure vaut 1, la fonction est équilibrée.

2.2. Oracles

Un est un circuit quantique associé a une fonction f. Voici ce que réalise un oracle pour une fonction
f:{0,1} = {0,1}.

Oy

N . . Y yof(x)
ol x et y sont des bits classiques 0 ou 1.

Loracle nous donne I'action de la porte Oy sur les qubits de base |0) et |1).
|x) |x)

Of

) ly @ f(x))

Détaillons ce qui se passe sur chaque ligne de I'oracle.

Premiére ligne. En entrée I'oracle recoit le bit x et en sortie il renvoie cette méme valeur x.
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Seconde ligne. En entrée I'oracle recoit le bit y mais la sortie dépend des valeurs de x, y et de la fonction f.
Cette sortie est le bit 0 ou 1, donné par la formule :

Y@ f(x)

Addition binaire. I’addition « @ » est 'addition binaire sur les bits 0 et 1. Elle est équivalente au « ou

060=0 O@l=1 1@0=1

On rappelle que les valeurs x, y et f(x) valent O ou 1. Ainsi la sortie y @ f (x) vaut aussi 0 ou 1.

exclusif » :

Exemple.

Prenons la fonction f définie par f(0)=1et f(1)=0.

e Pourx=0,y=0alors f(0)=1doncy® f(x)=001=1.
e Pourx=0,y=1alors f(0)=1doncy® f(x)=1e1=0.
e Pourx=1,y=0alors f(1)=0doncy® f(x)=0860=0.
e Pourx=1,y=1alors f(1)=0doncy® f(x)=100=1.

X X X X X X X X

Oy Oy O O

1 1 0 0 0 1
Y yof(x) Y yof(x) Y yef(x) Y yef(x)

Fonction de deux variables.
Dans notre situation, I'oracle fournit une fonction de deux variables F : {0,1}? — {0, 1}? définie par :

F(x,y)=(x,y ® f(x)).

Exemple.
Reprenons la fonction f définie par f(0) =1 et f(1) = 0. Alors

0,005 (0,1)  (0,1)25(0,0)  (1,0)->(1,0)  (1,1)->(1,1)

Action sur les qubits.
Loracle associé a f définit alors une fonction sur les 2-qubits. Notons F : C* — C* définie sur la base
canonique (|0.0),]0.1),]1.0),|1.1)) par la fonction F, c’est a dire F(|x.y)) = |F(x, y)), puis étendue par
linéarité & C*. Si
[¢) = al0.0) + $]0.1) +y|1.0) + 5 |1.1).
Alors :
F(I)) = aF(l0.0)) + BE(|0.1)) + yF(|1.0)) + SF(|1.1)).

Exemple.
Toujours sur le méme exemple, cela donne :

0.0) 5 0.1)  0.1)51(0.0) |10} > [1.0)  [1.1) > (1.1)

Et ainsi :
F(lp))=p10.0) + a[0.1) +y|1.0) + 5 [1.1).
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2.3. Preuve

H sortie

0) —+H]

) -

| |
| |
| i |
i i

§T3
LH]

o) 1) [Vs)  Iibs)

Nous détaillons les calculs en suivant I'évolution des qubits au fil du circuit.
Qubit initial |1)).

o) =10) ®[1) =10.1)
Qubit |¢);) obtenu apres transformation de Hadamard.
On applique une porte de Hadamard sur la premiére ligne : H |0) = %(lO) +11)), et une autre sur la seconde

ligne H|1) = A2(|o) —|1)). Ainsi :

1
Y1) = E(IO) +[1)(10) —[1))
1
= E( 0.0) —]0.1) +]1.0) —[1.1) ).
Pour simplifier 'écriture des calculs dans la suite, on va « oublier » le coefficient % et écrire 0.0 au lieu de
[0.0), 0.1 au lieu de |0.1),... Ainsi on note :
lY;) =0.0—0.1+1.0—1.1
Qubit |,) obtenu apres I’oracle.
lY2) =0.(08 £(0))—0.(18 f(0)) +1.(08 f(1))—1.(1& f(1))
En effet, 'oracle envoie x sur x pour la premiére ligne et y sur y & f (x) pour la seconde. Attention « & »
est 'addition binaire et doit étre effectuée en priorité. Il ne faut pas la confondre avec ’addition de qubits,

notée « + » : x.(y ® f(x)) n’a rien a voir avec x.(y + f (x)).
On regroupe les termes commencant par le méme qubit :

lp,) =0.000f(0))—0.(1f(0)) + 1.(0®f(1)—1.(1 eaf(l)z.

A B
Calculons le terme A en fonction de f(0) :
0.0—0.1 sif(0)=0
A= d A=(—1)©(0.0-0.1).
{ —(0.0—0.1)  sif(0)=1 one =17 )
On rappelle que (—1)¥ est juste une facon d’obtenir +1 ou —1 selon la parité de k :
k +1 si k =0 (ou si k est pair)
1= . . .
-1 si k =1 (ousi k est impair)

On calcule de facon similaire B. Ainsi :
[y, = (1Y ©@0.0-0.1) + (-1 D(1.0-1.1).

Qubit [;) obtenu apres une porte de Hadamard.
Apreés I'oracle on applique une porte de Hadamard sur la premiére ligne. Ainsi :



UN PREMIER ALGORITHME QUANTIQUE 100

ly3) = (=1 O((0+1).0—(0+1).1)

+(1YD0-1).0-(0-1).1)

=(-1Y©0.0-0.1+1.0—-1.1)
+(-1Y®0.0-0.1-1.0+1.1)

= (1Y O+ (=YD 0.0

+(=(1YO—(-1yD) o1
+(—1Y O —(—1yM) 1.0
+(=(1YO+(—1YM)1a
1

Le coefficient que 'on a omis devant tous les qubits est 375 ©t correspond aux trois portes de Hadamard

(chacune apportant un facteur %) :

_ L 0 L 1y
3) = ﬁ(( D@+ (1)) j0.0) +

Discutons maintenant selon la catégorie de f.
Si f est constante. Alors f(0) = f(1), donc

(—1)© 4 (—1yfw =] 2
ou —2
et (—1YO—(-1)yW=o.
Ainsi :
3) = £--(10.0)—[0.1) )
donc la mesure sur le premier qubit donne 0 dans tous les cas, car les seuls 2-qubits présents sont |0.0) et

0.1).
Si f est équilibrée. Alors f(0) # f(1), donc

(1Y@ + (—1)f W =9 et (=1 @ — (1) W = 42

alors :

3) = £5(11.0)—1.1)).
La mesure sur le premier qubit donne donc 1 dans tous les cas (car les 2-qubits présents sont |1.0) et |1.1)).
Conclusion. Si f est constante la mesure du premier qubit donne 0, si f est équilibrée cette mesure donne
1. Ainsi le circuit répond bien au probleme posé et 'oracle associé a f n’a été appelé qu'une seule fois.

2.4. Réalisation des oracles

C’est a celui qui utilise I'algorithme de fournir 'oracle, sorte de boite noire, utilisée par I'algorithme. Voyons
quel circuit quantique permet de réaliser 'oracle Oy pour chacune des quatre possibilités de la fonction f.
Notons au préalable que x s’envoie sur x, donc pour la premiére ligne quantique il n’y a rien a faire.
Fonction constante égale a 0
{ 0 —» 0
fo

1 — O
Comme y & f(x) =y &0 =y alors l'oracle envoie y sur y. Il n’y a rien a faire comme circuit quantique.

X —— X

y y

fl{OH1

Fonction constante égale a 1

1 —» 1
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Comme y & f(x) =y ®1 = NOT(y) alors 'oracle envoie y sur NOT(y), que I'on peut réaliser par une
porte X.
X by

y —xf—v

f2{0 — 0

Fonction équilibrée identité

1 —» 1
Alors fo(x)=xetyd f(x)=y®x, cestdonc y six =0et NOT(y) si x = 1. C’est exactement I'action
d’une porte CNOT :

X ——> X

y —— yox

f3{0 — 1

Fonction équilibrée f;

1 — 0

A vous de chercher en exercice un circuit qui réalise cet oracle en vous aidant des deux circuits précédents.

3. Cas de deux variables

3.1. Probleme

On considére maintenant une fonction de deux variables :
f: {01y — {01}
(x,y) — flxy)

On ne s’intéresse qu'a deux catégories de fonctions.
Fonctions constantes. Il y a en a deux :

o f est constante égalea 0 : f(x,y)=0Vx,y €{0,1},

o f estconstante égaleal: f(x,y)=1Vx,y€{0,1}.
Fonctions équilibrées. Pour ces fonctions, il y a autant de valeurs (x, y) avec f (x, y) = 0 que de valeurs
avec f(x,y)=1.1ly a 6 fonctions possibles. Voici un exemple :

0051 onhbo @wobo (wnbi

Attention! 1l existe des fonctions qui ne sont ni constantes, ni équilibrées. Par exemple, la fonction qui vaut
0 partout, sauf en (1,1) (f(1,1) =1).

Probléme. On nous donne une fonction f : {0,1}2 — {0, 1} qui a la propriété d’étre soit constante, soit
équilibrée, mais on ne nous dit pas a quelle catégorie elle appartient. Comment déterminer cette catégorie
constante ou équilibrée ?

La solution classique est de calculer plusieurs valeurs. Parfois calculer deux valeurs suffit, par exemple si
£(0,0) # f(0,1) alors la fonction n’est pas constante, elle est donc équilibrée. Mais si f (0,0) = f(0, 1) alors
il faut calculer une troisieéme valeur f(1,0) pour pouvoir conclure. La complexité de 'algorithme classique
est de 3 évaluations (on retient toujours le pire cas).
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3.2. Circuit solution

0) —{H] H | AR }
sortie

|0) [H] Of H

1) [H]

Encore une fois, le circuit fait intervenir des portes de Hadamard et un oracle Oy qui dépend de la fonction
f dont le circuit quantique est fourni par celui qui pose le probléme. Pour nous, c’est une boite noire :

X X
y y
Of
z Z@f(x,y)

ou x, y,z sont des bits classiques 0 ou 1. La sortie de la troisiéme ligne est z & f (x, y).
Noter que la mesure se fait sur les deux premiéres lignes quantiques seulement. La réponse au probleme est
donnée par cette mesure :

« sila mesure est 0.0 alors la fonction est constante,

« sinon la fonction est équilibrée.
On rappelle que la fonction f doit par hypothese étre dans 'une des deux catégories ci-dessus.
Le circuit quantique n’effectue qu’une seule évaluation de f (plus précisément qu’un seul appel au circuit
de l'oracle) et donc la solution proposée est de complexité 1. Cette évaluation correspond a

£ (55000 +11 10y + 1),

qui est une facon d’évaluer f sur les quatre qubits de base |0.0), |0.1), |1.0) et |1.1) simultanément.

3.3. Calcul et preuve

Les calculs et la preuve peuvent étre omis lors d’'une premiére lecture, d’'une part ils sont similaires a ceux
pour une variable (mais un peu plus compliqués) et d’autre part les calculs seront faits dans le cas général
d’une fonction de n variables dans le chapitre « Algorithme de Deutsch—Jozsa ».

10) +{H] ! —{H] A~
o) ——{A] —{ 0 |— A} A

| | | |
R HH | |

1Y) Y1) |,) [Y5)

Qubit initial |1)).
o) =10) ®[0) ® 1) =10.0.1)
Qubit |1, ). Pour simplifier 'écriture des calculs on « oublie » le coefficient constant commun a tous les
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qubits.

[Y1) = (10) +11))(10) +11))(|0) — 1))
10.0.0) — [0.0.1)
+10.1.0) —0.1.1)
+11.0.0) — [1.0.1)
+]1.1.0) —|1.1.1)
Z |x.y.0) —|x.y.1)

x,y€{0,1}

Qubit |,). On applique l'oracle et on va remarquer que

x.y.(0@ f(x, y))) — |x.y.(1& £ (x, ¥))) = (1) *)(|x..0) — |x.y.1)).

Ainsi
W)= D, xy.(08f(x,y))) —lx.y.(18 f(x,y))
x,y€{0,1}
= Z (—l)f(x’J')(lx.y.O)—|x.y.1))
x,y€{0,1}
= >, ™ xy)jo-1)
x,y€{0,1}
Qubit [1)3).

Wa)= >, (D EYHE)H(y))0-1)

x,y€{0,1}
= (-1 Y0+ 1)j0+1)j0—1)
+(=1YO®Dj0+1)[0-1)|0—1)
+(=1)YE90—-1)j0+1)j0—1)
+(=1Y®Yj0-1)j0-1)j0-1)

Le troisieme qubit est toujours |0 — 1). On ne va pas expliciter tous les termes mais seulement le coefficient
devant le qubit |0.0.(0 — 1)). On en profite pour remettre les coefficients oubliés :

|¢3)=%((-1)“09)+(—1)f<0’1)+(—1)f(1’0)+(—1)f(1’1>)|o.o> %(0—1)> +

-~
a

Conclusion.
Si f est constante alors a = +1 (ce qui fait qu’il n’y a pas d’autres qubits) et

[p3) = %10.0) | =(0—1)).

Ainsi toute mesure sur les deux premiers qubits donne 0.0.

Si f est équilibrée alors il y a autant de valeurs en lesquelles f vaut O que de valeurs en lesquelles f vaut 1,
donc

1
o= Z((_l)f(O,O) + (_1)f(0,1) + (_1)f(1,0) + (_1)}‘(1,1)) =0.

Ainsi |15) n’a pas de qubits commencant par 0.0. Donc aucune mesure sur les deux premiers qubits ne peut
donner 0.0.

Nous avons donc bien résolu notre probleme : si la mesure des deux premiers qubits donne 0.0 alors f est
constante, sinon f est équilibrée.



Portes quantiques

Vidéo M partie 9.1. Portes quantiques - Théorie

Vidéo M partie 9.2. Portes quantiques - Oracle

Nous approfondissons nos connaissances théoriques des portes quantiques en étudiant ce qu’elles
peuvent réaliser (ou pas!).

1. La porte de Toffoli est universelle

1.1. Quelques portes quantiques

Nous présentons de nouvelles portes et leur lien avec des portes déja rencontrées.

Porte CNOT. Nous connaissons bien la porte CNOT.
——

R

On rappelle que la porte CNOT est une porte NOT conditionnelle, si sur la premiére ligne on a le qubit
|0) alors la seconde ligne est inchangée ; par contre si le qubit de la premiére ligne est |1) alors la seconde

échange le qubit |0) en |1) et inversement. Si x, y ont pour valeurs 0 ou 1, alors I'action sur la seconde ligne
est en fait y @ x ol « ® » est ’addition binaire (et ne doit pas étre confondue avec ’addition de qubits).

|x) —o— Ix)

ly) —b— ly & x)
0.0) —T 1000 0.1) —2T 101y 1.0y —22T Ly 1) —2 S 10)

Voici la matrice de la transformation de CNOT (dans la base (|0.0),]0.1),]1.0),]1.1))) :

Porte SWAP La porte SWAP échange deux qubits. Voici sa notation :

_ X ou X
Comme on I'a dit, cette porte échange deux qubits :

) )
) P)


http://www.youtube.com/watch?v=bYoEM5C_LPo
http://www.youtube.com/watch?v=seNrAd0GqPA
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Exercice.
Calculer I'image des 2-qubits de la base canonique (]0.0),]0.1),]1.0),]1.1)) et en déduire la matrice 4 x 4
de la porte SWAP.

Exercice.
Montrer qu'une porte SWAP est équivalente a un circuit réalisé a partir de trois portes CNOT.

AN
N~

_ X =

N
U

D
>

Indication. 11 suffit de le vérifier sur les 2-qubits de la base canonique.

Exercice.
Montrer que le circuit suivant, construit a partir de trois portes SWAP correspond a une porte SWAP; qui

renverse 'ordre de 3 qubits, c’est-a-dire (|Y1), [Y2), [Y3)) — ([P3), [Ps), |3P1).

1Y) 3)

W)z) )gg& W’z)

[¥3) Y1)
Il existe un circuit qui, a partir de portes SWAP, réalise une porte SWAP, renversant 'ordre de n qubits,
cest-a-dire (|Y1), [Y2),.. o, 1Y) = ([1Y¥,) ..., [s), [3p1)). Construire un tel circuit pour n = 4.

Porte FANOUT. La porte FANOUT transforme un 1-qubit en un 2-qubit. Dans un circuit quantique, cela
permet d’augmenter le nombre de lignes quantiques.

) =al0)+pB[1) }|¢)=a|0-0>+ﬁ|1-1)
Piege. La porte FANOUT envoie |0) sur |0.0) et |1) sur |1.1).
|0) 1)
0) 1)
|0) 1)

Cependant, il faut bien comprendre la porte FANOUT ne réalise pas un copier-coller du 1-qubit d’entrée.

)

Ceci n’est pas vrai : |p)

|P)

D’ailleurs, une telle porte ne peut pas exister ! Ce sera prouvé par le théoréme de non-clonage quantique en
fin de chapitre.

Exercice.

Montrer qu'une porte FANOUT peut étre réalisée a partir d'une porte CNOT initialisée par |0) sur sa
seconde ligne.

9) }|w> = 0) — }|¢>
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Porte de Toffoli (CCNOT). La porte de Toffoli est similaire a une porte CNOT mais avec trois lignes. Si les
deux premiers qubits sont |1), alors on applique une porte X (c’est-a-dire NOT) au troisiéme qubit.

——

R

Voici 'action d’une porte de Toffoli lorsque x, y,z sont des bits 0 ou 1 (noter que xy =1 si et seulement si
x=1lety=1etalors1®z=NOT(z)).

X —o— X

2 —B— 20 (xy)
(10 \
01
0
M= 1
0
1
01
\ 10 )

Exercice.
Montrer qu’une porte Toffoli permet de réaliser une porte CNOT. 1l suffit d’imposer le qubit |1) en entrée
de la seconde ligne.

|</>§ —e— ) |¢) —o— )
1) —e— =
) —B— |[Y) lY) —b— |y)

Exercice (Difficile).
On peut réaliser une porte de Toffoli a partir de plusieurs portes CNOT et de portes élémentaires S, H, T et
son adjointe T*.

———

-
—+ - e {THo- -
ol

Essayer de prouver cette construction, soit par un calcul théorique, soit expérimentalement a I'aide d’'un
ordinateur (voir le chapitre « Utiliser un ordinateur quantique (avec Qiskit) »).

On rappelle qu’une porte H de Hadamard est définie par la matrice :

go L1 1
T2\ —1)°

La porte S est appelé « porte phase » et est définie par la matrice :

()

La porte g est définie par la matrice unitaire :
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et donc

1.2. Théoreme d’universalite

Théoréme 1.
La porte de Toffoli est universelle : n’importe quelle fonction logique f : {0,1}" — {0, 1} peut étre réalisée par
un circuit quantique ne comportant que des portes de Toffoli.
Remarque. La réalisation pratique requiert I'ajout de lignes auxiliaires.
Preuve.
« On sait que n’importe quelle fonction logique f : {0,1}" — {0,1} peut étre réalisée par un circuit
classique ne comportant que des portes NAND (voir le chapitre « Informatique classique »).

X
Yy ——

NAND NOT(x AND y)

o On réalise facilement I'équivalent d'une porte NAND a I'aide d’une porte de Toffoli en I'initialisant avec
un 1 sur la troisiéme ligne. L'entrée correspond aux deux premieres lignes et la sortie a la troisiéme
ligne.

X —eo—

Yy —eo—

1 —&—= 1®(xy)=NOT(x AND y)
Pour vérifier que cela fonctionne, il faut remarquer que pour des bits x, y valant 0 ou 1 alors xy est la
méme chose que x AND y, etdonc 1® (xy)=NOT(x AND Yy).
 Conclusion : on réalise la fonction f : {0,1}" — {0, 1} en substituant chaque porte NAN D par une porte

de Toffoli, avec un 1 sur sa troisieme ligne.

2. Oracle

2.1. Définition

Le groupe Z/nZ.

Le groupe (Z/nZ,+) correspond a 'ensemble des entiers modulo n. On peut représenter ce groupe par
I'ensemble {0,1,...,n— 1}, avec la convention que n =0, n+ 1 = 1,... La loi de ce groupe est ’addition.
On a déja rencontré le groupe Z/27Z (cas n = 2) qui est 'ensemble {0, 1} muni de ’addition binaire notée
« ® » (en préférence a « + ») qui vérifie 1 ® 1 =0, ce qui est cohérent car 1 + 1 = 2 = 0 modulo 2.

Oracle.

Nous allons associer a une fonction f un oracle. Loracle d'une fonction f est un circuit quantique dont on
explicite seulement I'entrée et la sortie (qui dépend de f). C’est une sorte de boite noire, car nous n’avons
pas besoin de connaitre les détails du circuit qui réalise un oracle.

Cas f : Z/27 — 7./ 27.

C’est le cas déja rencontré dans le chapitre « Un premier algorithme quantique », la fonction était alors notée
f:{0,1} - {0,1}.

Voici la transformation effectuée par un oracle, lorsque les entrées sont des bits classiques O ou 1 :
X X

O

Y yof(x)
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Il y a deux lignes pour 'entrée de 'oracle et deux lignes pour la sortie. La premiére sortie laisse la premiere
entrée inchangée. Pour la seconde sortie : si x et y sont 0 ou 1 alors la seconde sortie est y & f(x); c’est
donc y si f(x)=0et NON(y)si f(x)=1.
Ainsi l'oracle associé a f fournit une fonction

F: ZJ2Zx7J27 — 7J27 x7/27

(x,5) — (x,yef(x)

Nous verrons plus tard comment cela définit naturellement une transformation quantique sur les 2-qubits.
Pour I'instant nous généralisons l'oracle au cas d’autres fonctions.
Cas f : Z/nZ — 7./ 27Z.
Cette situation correspondra a I'algorithme de Grover. On fixe n > 2 et on considére une fonction quelconque
f 1 Z/nZ — Z/27Z que l'on peut aussi voir comme une fonction f : {0,1,...,n—1} — {0, 1}.
La transformation de l'oracle, pour x € Z/nZ et y € Z/27Z, renvoie une nouvelle fois x (élément de Z/nZ)
et y @ f(x) (élément de Z/27Z).

Oy

y yof(x)
On obtient ainsi :
F: Z/nZxZ]2Z — Z/nZ xZ/27Z

(x,¥) — (x,yef(x)

Exemple.

Fixons £ € {0,...,n— 1} un entier et f : Z/nZ — Z/27Z tel que f(x) = 0 pour tout x, sauf f(£) = 1.
Alors :

e pourx#{ety=0onay®f(x)=0,

e pourx#Llety=1onay®f(x)=1,

e pourx={ety=0onay®f(x)=1,

e pourx=~{ety=1lonay®f(x)=1®1=0.

Cas [ : (2/272)k — 7/27Z.

Cette situation correspondra a I’algorithme de Deutsch—Jozsa.

On fixe k > 1 et on considére une fonction quelconque f : (Z/ ZZ)k — Z/27 que P'on peut aussi voir comme
une fonction f : {0,1}* — {0, 1}.

La transformation de l'oracle, pour x = (xq,...,x;) € (Z/2Z)* et y € Z/2Z, renvoie x = (xq,...,Xx)
(élément de (Z/2Z)%) et y & f(x) (élément de Z/2Z).

X1 X1
Xo Xo
Of
X X
y YOF (X1,e-0Xx)
On obtient ainsi :
F: (z/22)x7/22 —> (Z/27)¢ x 7./27.

(xla"'ﬁxka.y) —_ (x])'~';xk7y®f(xln~")xk))
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Exemple.
On consideére f : (Z / ZZ)Z — Z/27 définie par f(x,y) = x XOR y. Voici quelques exemples d’action de
I'oracle :

pe X X X
0 0 1 1
Y Y Y y
1 Of 1 1 Of 1
z 20f (x,y) z z0f (x,y)
1 1ef(0,1)=101=0 1 1ef(1,1)=100=1

Autrement dit F(0,1,1) =(0,1,0) et F(1,1,1)=(1,1,1).

On pourrait généraliser l'oracle au cas d’une fonction f : E — E’ pour lequel l'oracle associé serait une
fonction F : E x E’ — E x E’ défini par F(x,y) =(x,y ® f(x)) oll « ® » est une addition dans E’.

2.2. Loracle est bijectif

Quel peut étre I'intérét d'un oracle ? Plus précisément quel est 'avantage de la fonction F par rapport a f ?
Considérons une fonction f : E — Z/27Z quelconque. En particulier elle n’est pas supposée bijective, par
contre la fonction F associée a 'oracle va 'étre.

Lemme 1.
Soit f : E — Z/27Z une fonction quelconque, alors la fonction F : E x Z/27 — E x Z/27Z définie par
F(x,y)=(x,y & f(x)) est bijective.

Démonstration. 1l suffit de trouver la bijection réciproque de F : nous allons montrer que cette réciproque
est F elle-méme.
Partons de
F(x,y)=(x,y ®f(x))

donc

F(F(x,y)) =F(x,y ® f(x)) = (x,y ® f(x) ® f (x)) = (x, ¥).
En effet, poura€Z/2Z onaa®a=2a=0 (car0®0=0et 1®1=0), donc x ®a®a = x. Ainsi F est
bijective et de plus F~! = F (autrement dit F o F = id). O

Exemple.
Reprenons f : (Z/ZZ)2 — Z/27 définie par f(x,y) =x XOR y. Alors F est bien bijective :

(0,0,0) - (0,0,0) 0,0,1) < (0,0,1)
(0,1,0) = (0,1,1) 0,1,1) <> (0,1,0)
(1,0,0) - (1,0,1) (1,0,1) < (1,0,0)
(1,1,0) — (1,1,0) (1,1,1) = (1,1,1)

Exemple.
Soit f : Z/nZ — Z/27Z telle que f(x) = 0 pour tout x, sauf f(£) =1, pour un entier £ € {0,...,n—1}
fixé.
e Pour x #¢, f(x)=0donc F(x,y)=(x,y & f(x)) =(x,y).
e pour x ={, f(x)=1donc F(x,y)=(x,y ®1)=(x,NON(y)).
L'application F est bijective.
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2.3. Transformation quantique

Considérons le cas d’une fonction f : (Z/2Z)* — Z/27Z. Loracle fournit une fonction F : (Z/2Z)**! —
(Z/2Z)**1 en ayant considéré (Z/2Z) x Z/27 = (Z/2Z)**". Voyons la transformation quantique associée
sur les (k + 1)-qubits.

Les (k + 1)-qubits sont engendrés par la base canonique formée des 2K*1 qubits de base :

|0.0...0) ]0.0...1) [1.1...1).
N~——
k+1 bits

La fonction F (définie sur des (k + 1)-bits) s’étend naturellement en une fonction F sur les vecteurs de la
base des (k + 1)-qubits :

leg) = 10.0...0) > [F(0,0,...,0)) = |f,)

le)) =10.0...1) & [F(0,0,...,1)) = |fy)

legeny) = 1.1...1) = |F(1,1,...,1)) = |farriq)

Maintenant que F est définie sur les vecteurs de la base par la relation F(|e;)) = |F(e;)) = |f;), elle s’étend
par linéarité a tous les (k + 1)-qubits. Ainsi on obtient

~ k+1 k+1
F:c? —?

et pour un (k + 1)-qubit

2kt
Wy= > ale),
avec a; € C, on obtient le (k + 1)-qubit : =
2k
F(yN= > alf).
i=0

Comme F est bijective alors F envoie I'ensemble des vecteurs de la base canonique sur ces mémes vecteurs
de la base canonique (autrement dit F permute les vecteurs de la base). Ainsi F est une transformation
unitaire (voir la section 3).

Exemple.
Reprenons 'exemple de la fonction f : (Z/ ZZ)Z — 7./27 définie par f(x,y) = x XOR y. Nous avons
déja calculé F, ce qui donne les valeurs de F sur les 3-qubits de base. Par exemple F |0.1.0) = |0.1.1),
F0.1.1) =0.1.0),... Pour un 3-qubit quelconque :

) = a0 10.0.0) + a; [0.0.1) + a5 [0.1.0) + a3 [0.1.1) + a, [1.0.0) + a5 [1.0.1) + ag [1.1.0) + a; [1.1.1)

alors

Fly) = ay]0.0.0) + a1 0.0.1) + a3 ]0.1.0) + a5 [0.1.1) + a5 |1.0.0) + a4 |1.0.1) + ag |1.1.0) + a, |1.1.1) .

2.4. Matrice de l'oracle

Nous allons calculer la matrice de I'oracle, c’est-a-dire la matrice de I'application F.
On rappelle que
F
(x,y) = (x,y & f(x))
ou x = (xq,...,Xx;) est un k-bit et y un 1-bit. La fonction F est naturellement étendue aux qubits de base
par la formule :

y) D .y ® £ ()
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Calculons explicitement I'image de chacun des vecteurs |e;) de la base canonique de (k + 1)-qubits.

_ F | leg) sif(0,...,0)=0
|e0)_|o.).c.o.\fv)/_)~—>|0...0.oeaf(o,...,0))_{ o) s F(O.. 0)=1

x Ooul
De méme
F le;) sif(0,...,0)=0
=10...0. 1 0...0.1&f(0,...,0)) = .
|€1) |\.v./v>._)|\v/ A{_p { |eO) Slf(O,...,O):l
X y

X 1ou0
De facon générale

F F
{ ) *—’ lea;) ou { lea;) = leais1)

F F
legit1) — leait1) legiz1) — leai)
La sous-matrice de F dans la base (e,;, e5;,1) est donc

(10 (01
= (0] = .
270 1 " 2711 o

Ainsi la matrice de F dans la base canonique des (k + 1)-qubits est la matrice suivante, qui est une matrice
diagonale par blocs, chaque bloc étant I, ou J, :

I,/J,
I,/J,
A= € Myir (C).

I/J,
On a bien str Ig = I,, mais aussi J22 =1, et J; = J,, donc A*"A = I, ce qui prouve que A est une matrice
unitaire. (On le savait déja car 'application associée F est unitaire, voir ci-dessus.)

2.5. Oracle pour f = NOT

Considérons f : Z/27 — 7 /27 défini par f(0) =1 et f(1) = 0. C’est donc la négation : f(x) =NOT(x) =
1 @ x. Décrivons l'oracle de f.

X X
i
Y yof(x)
L'application F est :
F: Z/]2Zx7]27 —> 7/27. % 7./27

(x,¥) — (x,yef()=(x,1exe®y).
ce qui donne concrétement :

0,00 & (0,1) 00) 5 10)
(0,1) — (0,0) done 0.1) 5 0.0)
F F
(1,0) ? (1,0) 1.0) — [1.0)
(L) - (LD 11.1) S 1)

Ainsi la matrice de l'oracle est :

o O ~ O
S O O
o R O O
= O O O
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2.6. Oracle pour f =AND

Exercice.

Effectuer le méme travail mais cette fois avec la fonction de deux variables f définie par AND.
Soit f : (Z/2Z)* — 7./27 définie par f(x,y)=x AND y = xy.

Nous allons voir que I'oracle associé a ce f est exactement une porte de Toffoli (CCNOT).

X X
X —o— X
y y .
Oy = y —+—
: zetey) 2 —B— 20 (xy)

En détails :
1. Calculer 'image par l'oracle de chacun des vecteurs de la base des 3-qubits : [0.0.0), |0.0.1),...,]1.1.1).

2. En déduire que l'oracle associé a ce f est équivalent a une porte de Toffoli, en vérifiant que le résultat
est le méme que 'action de la porte de Toffoli sur les 3-qubits de base.

3. Wérifier que I'application F (ou F) est bijective alors que f ne l'est pas.

4. Calculer la matrice de I'oracle (et retrouver la matrice de la porte de Toffoli).

3. Matrices unitaires

7

Nous reprenons I'étude des matrices unitaires, ici de taille quelconque, les matrices 2 x 2 ayant déja été
étudiées dans le chapitre « Vecteurs et matrices ».

3.1. Produit scalaire hermitien

Rappelons quelques définitions et propriétés.

o Le (u|v) des deux vecteurs u et v est défini par :
X1 Y1
X2 g -
u=| . v=|". (ulv)=x1‘-y1+x§-y2+---+x:-ynZsz‘-yi.
: : i=1
xn yn

o Le produit scalaire permet de calculer la norme : |ju||? = (u|u).
o Le produit scalaire est anti-linéaire a gauche et linéaire a droite. Pour A € C :

(Aulv) =A*(ulv) et (ulAv)=A(ulv).

e La de A est la matrice A* obtenue par transposition et conjugaison complexe :

* * *

a;; aqg ... alp all a21 e anl
* * *

dg1 dgy ... azp a12 a22 - anz
A=| | _ A= .
* * %

a1 A4y ... anp alp azp e Clnp

« La notation « ket » |¢) désigne un vecteur écrit sous forme colonne :

X1
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 La notation « bra » (¢p| désigne un vecteur ligne, obtenu comme I'adjoint :

X1

si Jp)=| : alors (pl=loY =(x; - x3).

o Ainsi 'écriture (-|-) désigne de fagon cohérente a la fois le produit scalaire hermitien et la multiplication
matricielle d'un vecteur ligne par un vecteur colonne (qui donne un scalaire) :

lp) =1 : )y =| : (PlY) =xT-y1+ x5 ya+ -+ X, Yy

Proposition 1.

(Aulv) = (ulA*v)

Démonstration. SiA= (a;;)etu = (x;) alors Au est un vecteur dont le terme de rang i est (Au); = 2?21 a;jX;.
Ainsi si v = (y;) alors (Au|v) est la somme sur i de termes

n *
Zaijxj Yis
j=1

n n
(Aulv) = Z Z a;x;yi.

i=1 j=1

et donc

D’autre part (u|A*v) est la somme sur i de termes

n
x; (Z a;;.y,.),

=1
ce qui prouve que (ulA*v) = (Aulv). O

3.2. Caractérisation des matrices unitaires
Définition.
Une matrice A € M,,(C) est Si:

AA=1

On note U, 'ensemble des matrices unitaires.
Si A est une matrice unitaire alors on a
Al=A" et AN =L
Proposition 2.
Lensemble des matrices unitaires forme un groupe. En particulier I € U, et si A,B € U, alors AB € U, et
AleU,.
Pour la suite nous aurons besoin de la notion suivante :
Définition.
Les vecteurs (eq, ey, ..., e,) forment une de C" si

(ei

ej>=0 pour tout i # j et lle;ll=1 pourtouti=1,...,n.



PORTES QUANTIQUES 114

On peut rassembler les deux conditions en une seule

(e |e ) =25,
ou §; ; est le symbole de Kronecker :

51"1':0 Sll;é_] et 5i,i:1'

Proposition 3.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La matrice A € M,,(C) est unitaire.
(ii) A préserve le produit scalaire hermitien : (Au|Av) = (u|v) quels que soient u,v € C".
(iii) A préserve les longueurs : ||Au|| = ||u|| quel que soit u € C".
(iv) Si (e;) est une base orthonormale de C", alors (Ae;) est aussi une base orthonormale.
(v) Les vecteurs colonnes (f;) de A forment une base orthonormale de C".

Démonstration.
e () = (ii) (Au|Av) = (u|A*Av) = (u|v)
o (i) = (i) [lAull® = (AulAu) = (ulu) = [|u]*
e (iii) = (iv) Notons f; = Ae;. Alors ||f;|| = |le;|| = 1. Soit i # j, comme ||e; + ej||2 =2 alors ||f; +fj||2 =
1ACe; +e)II* = lle; +¢;]|> = 2. Or
Ifi+ 1 = (fi+ filfi+ £3) = FlFD + (il ) + (617D + (1)
= AP+ (il ) + (Al )+ 1512 = AP +2Re ((£[£5)) + 155112
Comme ||f; + filI* = 2, Ifill* = 1 et || ;1> = 1 alors 2Re ((£i|;)) = 0.
De méme
If; +1f1% = AP = 2Im ((£i] £;) ) + 11117
alors 2Im ( ( fi | fj>) = 0. Ainsi ( fi | f]> = 0 et (f;) forment une base orthonormée.
« (iv) = (v) Soit (e;) la base canonique, alors les f; = Ae; sont les vecteurs colonnes de A. Comme (e;)

est une base orthonormale, alors (f;) I'est aussi.
e (v) = (i) Notons M = AA*—I. Notons (e;) la base canonique et (f;) = (Ae;) les vecteurs colonnes de A.

(Meyle;) = (A e; —e;]e;) = (AA"eife;) —(eie;) = (Aei|Ae;) = 6,5 = (fif;) — 81 = 6., — 6. =0.
Fixons i, comme <M e; ’e j> = 0 (scalaire nul) pour tout vecteur e 5 de la base, alors Me; = 0 (vecteur nul).
Maintenant comme Me; = 0 pour tout vecteur e; de la base, alors M = 0 (matrice nulle). Ainsi AA* =1

donc A est unitaire.
O

3.3. Porte quantique

Nous avons vu différentes portes quantiques, voici maintenant la définition générale :
Définition.
Une est la transformation |¢)) — A|y)) ol A est une matrice unitaire.

) ——JAF— Aly)

Si I'entrée |¢) est un n-qubit, alors A une matrice de taille 2" (donc A € U,»), la sortie est un n-qubit.
Comme la matrice A est unitaire alors en particulier la transformation est inversible. C’est une différence
majeure par rapport a une porte de I'informatique classique (par exemple une porte AN D n’est pas inversible).
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3.4. Théoremes de réalisation

Méme si une porte quantique est donnée par une matrice unitaire A quelconque, cette porte quantique
peut étre réalisée de fagon équivalente par un circuit composé de portes biens connues. Nous allons voir
plusieurs résultats de réalisations que nous énoncons sans démonstration.

Théoréme 2.

Toute porte quantique a n-qubits peut étre réalisée de facon équivalente par un circuit ne comportant que des
portes CNOT et des portes a 1-qubit.

Ainsi 'étude de n’importe quel circuit quantique se raméne a I'étude de deux types de portes et a leur
composition. Le défaut de ce résultat, c’est que la réalisation se fait a ’aide de portes parmi une infinité
de possibilités. En effet, une porte a 1-qubit est définie par une matrice unitaire A € M,(C), et il y a une
infinité de telles matrices.

Le résultat suivant construit des circuits avec seulement trois types de portes, la contrepartie c’est que 'on
n’obtient pas exactement le circuit voulu, mais une approximation.

Théoreme 3.

Toute porte quantique a n-qubits peut étre approchée d’aussi prés que U'on veut par un circuit ne comportant
que des portes H de Hadamard, des portes T (dite « porte § ») et des portes CNOT.

On rappelle qu'une porte H de Hadamard est définie par la matrice :

go L1 1
VAV A

La porte g est définie par la matrice unitaire :

T = 1 O
“\o eiF
T = i% e_i% O
—¢ 0 i)

Le théoréme de Solovay-Kitaev est une version améliorée du théoreme précédent et affirme de plus qu’on
peut réaliser le circuit en utilisant assez peu de portes.

4. Théoréme de non-clonage quantique

Un ordinateur classique est modélisé par une machine de Turing et est capable de lire une série de bits et
de les dupliquer a un autre endroit. Nous allons voir que ce n’est pas le cas pour un ordinateur quantique.
En fait on peut copier un qubit, mais en créant la copie on perd l'original. On parle ainsi de « non-clonage
quantique ».

4.1. Non-clonage des 1-qubits

Théoreme 4.
Il n’existe pas de porte quantique qui réalise le clonage des 1-qubits, c’est-a-dire telle que pour tout 1-qubit |1)
on ait :

) )
A

0) )

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que le clonage quantique soit possible. Cela signifie

qu’il existe une porte quantique qui réalise ce clonage, c’est-a-dire qu’il existe une matrice A € M,4(C) unitaire
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telle que :

AlY.0) = |y.4)) pour tout 1-qubit |).
Comme cette égalité est vraie pour tous les 1-qubits, c’est également le cas :

« pour |Y,) =0), donc A|0.0) =|0.0),
e pour |Y;) =|1), donc A|1.0) =|1.1),

« etpour [;) = —+(10) +1)).
Nous allons détailler ce que cela implique pour |¢)5).

 D’une part comme |v)5) = %(W’o) + [ 1))

Alt,.0) = A(F=(10) +11)).[0))
= %AI0.0) + %Au.o)
= —2510.0) + - [1.1)

On retient que :
Alh2.0) = 7 (10.0) +1.1)). ¢))
 D’autre part par le clonage de |v)5) :
Alpy.0) = [P2.4h5)
= 3(10) +11))(10) + 1))
= 2(/0.0) +10.1) +1.0) +[1.1))

On a prouvé :
Al15.0) = £ (]0.0) +10.1) +[1.0) +[1.1)). (2)
Nous pouvons maintenant conclure a partir des équations (1) et (2) :
%qo.o) +]1.1)) = 2(/0.0) +10.1) +]1.0) +1.1))

donc
_ 1

ﬁ) 1.1) = 0. 3)

Souvenons-nous que (|0.0),]0.1),]1.0),]1.1)) est une base de C*, donc
si@]0.0)+B]0.1) +7|1.0)+5]1.1) =0 alors a=0,8=0,y=0,6=0.

1 1 1 1
(3—75)10.0)+310.1) + 3 [1.0) +

~

1
2

Dans notre cas cela implique que les coefficients de I'équation (3) sont tous nuls, et donc par exemple % =0
ce qui fournit une contradiction.
Conclusion : une telle matrice A qui réalise le clonage ne peut exister. O

4.2. Cas général

Théoréme 5.
Il n’existe pas de porte quantique qui réalise le clonage d’un n-qubit, c’est-a-dire telle que pour tout n-qubit |1)
on ait :

b
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La preuve pour le cas général des n-qubits est le méme calcul que pour le cas des 1-qubits. On note |ey),
leq),...,lean_q) les vecteurs de la base canonique des n-qubits. On raisonne par 'absurde en supposant qu'il
existe une matrice unitaire A telle que A |¢.0®“) = |4p.4p) quel que soit le n-qubit |2)) (ici [0)®" =0.0...0)).
Ensuite on pose :

e pour [1g) = leg), doncA|eo.O®”> = leg-€o),

o pour [1) = |e7), doncA|e1.O®”> =lej.eq).

« Pour |y,) = %(Ieo) + |e;)), on obtient une contradiction en écrivant d’une part

Al1,.0%") = % (A]0.0°") +Ale;.0%"))

et d’autre part

A|¢2-0®n> = Wz-wz)-
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Vidéo MW partie 10. Algorithme de Deutsch-Jozsa
Nous expliquons et prouvons lUalgorithme de Deutsch—Jozsa dans le cas général. C’est notre premier
algorithme quantique qui supplante les algorithmes classiques et c’est aussi U'occasion d’introduire
plusieurs notions utiles pour la suite.

1. Algorithme

1.1. Probleme

Le probléme a résoudre est la généralisation du probléme rencontré dans le chapitre introductif « Un premier

algorithme quantique ».
Terminologie. Soit une fonction f : (Z/ZZ)n — Z/27Z, que Ton peut aussi voir comme une fonction
f:{0,1}* = {0,1}. Il y a 2(®") fonctions différentes possibles mais nous n’allons considérer que deux types

de fonctions.

o f est si pour tout (xy,...,x,) ona f(xy,...,x,) = 0 ou bien si pour tout (x;,...,x,) on a
f(xq,...,x,) = 1.1l existe donc deux fonctions constantes.
o f est il y a autant de n-uplets (xq,...,x,) tels que f(xq,...,Xx,) = 0 que de n-uplets

(x1,...,x,) tels que f(xq,...,x,) =1, autrement dit
Card {(xl, e X)) E(Z12Z)" | f(Xpyennr X)) = 0}
= Card{(xy,...,X,) € (Z/2Z)" | f(x1,...,X,) = 1}.

Il'y a en tout (2%:) = % telles fonctions.
Pour n > 1 il existe beaucoup de fonctions qui ne sont ni constantes, ni équilibrées, par exemple une fonction
qui prend une seule fois la valeur 1 et O ailleurs.
Probléme. On nous donne une fonction f : (Z / ZZ)H — Z/27 en nous certifiant qu’elle est soit constante,
soit équilibrée. C’est a vous de déterminer dans quelle catégorie elle se situe : constante ou équilibrée.

1.2. Solution classique

Pour ce probleme, la complexité des algorithmes se mesure par le nombre d’évaluations f(xq,...,x,)
effectuées. Avec un ordinateur classique, la complexité du meilleur algorithme est exponentielle, d’ordre
O(2™"). Notons qu’il y a en tout 2" = Card((Z/2Z)™) éléments dans 'ensemble de départ. Voici un algorithme
classique dont la complexité est 27! + 1.

Algorithme.
« On évalue f sur 2" + 1 termes.
« Si toutes ces valeurs sont égales alors f est constante, sinon elle est équilibrée.


http://www.youtube.com/watch?v=w8SrEYSUjKA
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Plus précisément, aucun algorithme classique ne peut faire moins que 22—n évaluations. Bien s{ir pour certaines
fonctions f on pourrait obtenir une réponse plus rapide (par exemple dés que I'on obtient deux valeurs
différentes, la fonction doit étre équilibrée), mais dans le pire des cas il faut évaluer f sur plus de la moitié
des éléments pour pouvoir conclure. En effet, si par exemple f s’annule sur la moitié des éléments, on ne
peut pas déja savoir si elle est constante ou équilibrée car les deux conclusions sont encore possibles.

1.3. Circuit quantique

Voici le circuit qui fournit 'algorithme quantique répondant au probleme.

0y {H] —H]

0) ——{H] H]

10) [H] [H]

b P

1)

Les n premieéres lignes du circuit sont initialisées par |0), suivi de la transformation de Hadamard. La derniére
ligne est initialisée par |1), suivi d’'une porte de Hadamard. Ensuite on applique 'oracle associé a f. Enfin,
on applique de nouveau une transformation de Hadamard sur les n premiéres lignes, suivi d’'une mesure

o : .. @_ .. .
[

uniquement sur les n premieres lignes.
Le circuit n’est exécuté qu'une seule fois, autrement dit 'algorithme quantique est de complexité 1 car la
fonction associée a 'oracle O n’est évaluée qu’une seule fois.

Lalgorithme consiste simplement a exécuter le circuit.

Algorithme. Si la mesure des n premiers qubits de sortie est 0.0...0 alors la fonction est constante, sinon
la fonction est équilibrée.

Pour les exemples oli n = 1 ou n = 2, nous renvoyons au chapitre « Un premier algorithme quantique ». La
complexité de I'algorithme quantique est donc O(1). On a vu que l'algorithme classique est de complexité
exponentielle. En effet 0(2" 1) = 0(2") et 2" = "2, ’algorithme quantique est donc une amélioration
exponentielle de I'algorithme classique ! Bien s{ir le probléme résolu ici est artificiel et assez peu intéressant
mais nous avons maintenant la preuve que l'informatique quantique peut aller plus vite que I'informatique
classique.

On rappelle que l'oracle associé a la fonction f agit ainsi : sur les n premiéres lignes x; — Xx;, sur la derniere

ligne y = y & f(x1,...,Xp)-

X1 X1

X2 X2

y y®f(x1,...,xn)
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2. Notation entiere des qubits

2.1. Notation

La notation |0.0...0), |0.0...1),...,]1.1...1) pour les n-qubits de la base canonique n’est pas pratique pour
les calculs généraux et les preuves. En particulier comment noter un n-qubit quelconque de cette base?
Nous allons introduire I’écriture d’un n-qubit de base par un seul entier : c’est tout simplement 'opération
inverse de I'écriture binaire.
On fixe un entier n > 1. Soit 0 < k < 2" — 1. Notons k I’écriture binaire de I'entier k sur n bits. I’

| @) désigne le n-qubit de la base canonique associé a I'écriture binaire de k.

o) = 10.0...0.0.0)
1) |0.0...0.0.1)
|2) |0.0...0.1.0)
3) = 10.0...0.1.1)
2" —2) - 1.1...1.1.0)
|2"—1) = |1.1...1.1.1)

On peut ainsi écrire facilement certains énoncés. Par exemple une fonction f : (Z/27Z)" — Z/27Z est constante
si f(k) = 0 pour tout k variant de 0 a 2" — 1 ou si f(k) = 1 pour tout k variant de 0 a 2" — 1.

2.2. Exemples

Pour n =1, il y a seulement deux qubits de base et on a |9> =|0) et |l> =|1).

Exemple.
Pour n = 2.
o) = l0.0)
1) = Joa)
|2) = [10)
|3) = I11)
Exemple.
Pour n = 3.
o) = [0.0.0) |4) = [1.0.0)
1) = lo.0.1) 5) = [1.0.1)
2) = 10.1.0) 6) = [1.1.0)
3) = lo.1.1) |7) = I11.1)
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3. Transformation de Hadamard

3.1. Définition
On rappelle que la porte de Hadamard est définie pour les 1-qubits par la formule :

1 1
H |0) —E(IO)+I1>) et H|1>—E(|0)—|1))-

_H_

La d’un n-qubit |¢)) est I'application d’une porte de Hadamard sur chacun
des 1-qubits le constituant. On note cette transformation H®".

Le circuit est simplement composé de n lignes, avec une porte de Hadamard par ligne ('ordre de ces portes
n’a pas d’importance).

( _@ )
H|
LH |
entrée |1/)> { I?‘ } sortie H®" |lp>
LH |
\ [H] J
Exemple.
Pour n = 2.
o) =0.0) H 210+ 1) [0+1)) = 3(10.0) +10.1) +[1.0) + [1.1)) = 2([0) + [1) + |2) + [3))
[1)=10.0) = 30+1)10-1))=3(0.0) = [0.1) +]1.0) = [1.1)) = 3(]0) ~[1) +[2) ~[3)
2)=11.0) “— 1(10—1)|0+1))=(10.0) +0.1) — [1.0) — [1.1)) = 1([0) + [1) —[2) — [3))
3)=11.1) = 1(10—1)|0—1))=3(10.0)— [0.1) — [1.0) + [1.1)) = 1([0) — [1) —|2) + |3))

3.2. Formule de la transformation de Hadamard

Quelle est la formule qui permet de calculer la transformation de Hadamard sur les qubits de base ?

Exemple.
Calculons H®" |Q> pour n quelconque. Comme |Q> = 10.0...0) alors H®" |Q> = 1/12_,1 [0+1) -
|0+ 1)---]0+ 1). En développant ce produit, on obtient toutes les combinaisons possibles de O et de 1 :
1
H®"|0)=——(|0...0.0)+[0...0.1) +]0...1.0)+ --- +]1...1.1))
)= 7= ) ) ) )

Autrement dit :
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La formule générale est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.
Pour0<k<2'—1,0ona:

2"—1

B ) = = 3L 0
=0

Notation. Pour l'écriture binaire k = k;.k, ...k, et I'écriture binaire { = {,.0,...¢, (avec k;,{; € {0,1})
alors
kol=kil,®klo®---®k,(, €{0,1}.
C’est comme un produit scalaire modulo 2.
Par exemple si |@) =10.1.0.1.1) et |£> =|1.1.0.0.1) alors

kol{=0-191-160-001-001-1=086160860861=0.
Démonstration. H®" | @) est un produit de termes ayant la forme |0+ 1) ou |0—1). En développant ce
produit on obtient une expression faisant intervenir tous les n-qubits de la base canonique, donc tous les
|£>, avec{ =0,...,2"—1.
On ne change le signe qu’en présence d’'un 1 (donc il faut £; = 1) et du signe « —» (donc k; = 1). Une preuve
détaillée se fait par récurrence. O

3.3. Exemple
Exemple.

Soitn=3et |@> = |§> =[1.0.1), alors un calcul direct donne :
H®*|5) =H®*|1.0.1)

= ﬁ (0—1).(0+1).(0—1))
= 55(10.0.0)=0.0.1) +[0.1.0) —10.1.1) — |1.0.0) +[1.0.1) —[1.1.0) +|1.1.1) )

On retrouve bien la formule annoncée car aveck=5=1.0.1ona:
e pour{=0:{=0.0.0, k©f =0, donc terme + |0.0.0),
e pour{=1:£=0.0.1, k©f =1, donc terme —|0.0.1),
e pour{=2:{=0.1.0, k ©£ = 0, donc terme + |0.1.0),
e pour{=3:£=0.1.1, k©f =1, donc terme —|0.1.1),

e pour{=4:£=1.0.0, k®£ =1, donc terme —|1.0.0),
e pour{=5:£=1.0.1, k£ =0, donc terme +|1.0.1),
e pour{=6:£=1.1.0, k©£ =1, donc terme —|[1.1.0),
e pour{=7:£=1.1.1,k®{ =0, donc terme +|1.1.1).
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4. Preuve de l’algorithme de Deutsch-Jozsa

0) +{H] ! HH] A
| | | |

0) -—H] | —1H] A
| | | |

0) - (] i o, : [H] A
I u ) I

0) Elg I [H-A
| | | |

= HH | |
1) 1) [12) )

o Initialisation.
o) =10...0) -]1) = |0)-[1).
On mélange les deux écritures : la notation entiére qui regroupe les n premiers qubits et la notation
classique pour le dernier qubit.
» Transformation de Hadamard.

|¢1> =H®"! W’o)

= Hg®" |Q>-H|1)
] 2l > 1
= £)-—=(10)—11))
van (=0 | 2
e Oracle.
|7~/)2> =Of |1/)1>
] 2l
= /o ; £)- % (joef©)—|1ef(©®))
1 ¢ 1
=7z Y ©le)- 410y —11)

On a utilisé :

oo f(0)-|10f(©)

{ 0) —11) sif(£)=0

—(0)—11))  sif@=1 }=(—1)f@(|0>—|1>).
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e Transformation de Hadamard.

2n—1
ps) = H@”( ‘/12_ EZO( 1) © M)-%um—m)

2"—1

@Z( 1/ One"(|¢)) - 55 (10) —[1))

2"—1
@Z( 1)f“>( Z( 1)f@’<|k) % (10)—[1))

2"—1 2"—1

Z|k Z( 1)/ Otk L (j0) - [1))

Quelle est la probabilité de mesurer 0.0...0 pour les n premiers qubits ? Il s’agit de trouver le coefficient
a € C devant le qubit |0.0...0) - % (10) —11)) (le dernier qubit ne sera pas mesuré). Autrement dit il s’agit
de trouver le coefficient correspondanta k =0 :

1 2"—1
a= o S (1) O,
2 (=0

Comme { ® 0 =0 alors :

] 2=l
= Z(_l)f(é)_
(=0

 Si f est constante, par exemple f(£) = 0, pour tout ¢, alors :

2n—1 2n—1
= Z( 1)° = Z 1=1.
{=0

Comme le qubit |5) est normalisé, et que a = 1 alors les autres coefficients des termes de |v)5) sont
tous nuls. Ainsi dans ce cas |33) =[0.0...0) - % (J0) — 1)) et la probabilité de mesurer 0.0...0 sur les
n premiers qubits est 1.
De méme si f était constante égale a 1, alors on trouverait @ = —1 et |¢3) =—10.0...0) - % (joy—11))
et la probabilité de mesurer 0.0...0 sur les n premiers qubits est également 1.
 Si f est équilibrée, il y a autant de £ avec f(£) = 0 que de £ avec f(£) = 1, ainsi il y a autant de £ avec

(1Y ©® = +1 que (-1 ® = —1. (On rappelle (—1)? = £1.) Ainsi la somme des (—1)/©® est nulle et
donc a = 0. La probabilité de mesurer 0.0...0 sur les n premiers qubits est donc 0.

Conclusion : si la mesure sur les n premiers qubits est 0.0...0 alors la fonction f est constante, sinon c’est

quelle est équilibrée.
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Vidéo W partie 11. Algorithme de Grover

Lalgorithme de Grover est un algorithme de recherche d’un élément dans une liste qui est plus efficace
que les algorithmes classiques. Son principe est simple, méme si sa mise en ceuvre est un peu complexe.
Lalgorithme de Grover ne fournit pas un résultat stir a 100 %, mais une réponse qui a de grandes

chances d’étre la bonne.

1. Recherche dans une liste

1.1. Idée de I’'algorithme

Expliquons l'algorithme de Grover avec des dessins.

A

(a) Coefficients de départ

Y

(c) Calcul de la moyenne

I V

(b) Un coefficient rendu négatif

Y

(d) Symétrie par rapport a la moyenne

Figure (a). Il s’agit de distinguer un rang parmi les autres, ici le rang du rectangle rouge. On considere que
les hauteurs des rectangles représentent les coefficients d’un qubit : ici il y a 8 coefficients pour 'expression

d’un 3-qubit comme somme des 8 états de base. Une mesure de ce qubit ne donnerait aucune information,

chacun des rangs s’obtenant avec la méme probabilité, car les hauteurs des rectangles sont égales.

Figure (b). On rend le coefficient du rang qui nous intéresse négatif. (Cela peut se faire sans connaitre le

rang : je regarde la couleur du rectangle, s’il est rouge je change le signe). Une mesure de nouveau qubit ne

donnerait toujours aucune information, car en valeur absolue les hauteurs des rectangles sont encore égales.

Figure (c). On calcule la moyenne des coefficients


http://www.youtube.com/watch?v=9uWiExuEndY
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Figure (d). On effectue une symétrie par rapport a la moyenne. Les rectangles bleus ont maintenant des
hauteurs petites alors que le rectangle rouge a une grande hauteur. Que donne une mesure de ce nouveau
qubit? Il y a beaucoup plus de chances d’obtenir I'état de base correspondant au rectangle rouge et donc
d’obtenir le rang souhaité.

L'algorithme de Grover est I'itération de ce procédé : a partir du dernier état obtenu avant mesure, on
recommence les étapes (b), (c) et (d). Le rectangle rouge devient de plus en plus grand et les rectangles bleus
de plus en plus petits. Ainsi aprés plusieurs itérations, une mesure donne avec une tres forte probabilité, le
rang du rectangle rouge.

1.2. Recherche dans une liste ordonnée

On dispose d’une liste et on nous donne un élément. Il s’agit de trouver s’il est présent dans la liste et de
déterminer son rang. Le probléme est donc : trouver i tel que liste[i] = mon-élément.

Supposons d’abord que les éléments sont classés par ordre (par exemple les mots d’un dictionnaire par
ordre alphabétique, ou bien les numéros de cartes d’étudiants classés du plus petit au plus grand). Alors
un algorithme de recherche classique est la recherche par dichotomie (on coupe au milieu, on regarde
si ’élément cherché est avant ou apres et on recommence). C’est une méthode trés efficace : si la liste
comporte N éléments alors la complexité est O(In,(N)). La complexité est mesurée comme le nombre de
comparaisons entre I'élément au rang i et I'élément recherché. Par exemple si N = 1024 = 210 alors il faut
environ moins de 10 comparaisons pour trouver I'é1ément et si la liste contient un milliard de données, il
faut moins de 30 comparaisons pour conclure!

1.3. Recherche dans une liste non ordonnée

Pour certaines listes, il n’est pas possible d’ordonner des éléments ou bien on ne souhaite pas le faire car
ordonner une liste est assez long. Comment chercher un élément dans une liste non ordonnée? Il n’y a
pas d’autre choix que de parcourir la liste! On peut par exemple parcourir la liste en partant du premier
élément, ou bien en choisissant les éléments au hasard. Dans les deux méthodes, la complexité dans le pire
des cas est N (si 'élément cherché est le dernier a étre testé). En moyenne, on trouvera ’élément cherché
au bout de % tests, mais cela n’améliore pas 'ordre de grandeur de la complexité qui est donc O(N) (car
O(N) =0(%)).

1.4. Complexité de I'algorithme de Grover

Lalgorithme de Grover qui sera étudié dans ce chapitre a une complexité d’ordre O(+'N), c’est donc un
gros progres par rapport aux algorithmes classiques. Par exemple, dans une liste de N = 1024 personnes, il
suffira d’environ 30 tests; pour une liste d’'un milliard de données, la complexité est d’environ 30 000. C’est
évidemment beaucoup plus que l'algorithme de la dichotomie sur une liste ordonnée, mais beaucoup moins
que la recherche séquentielle qui est de complexité N.

1.5. Algorithmes probabilistes

L'algorithme de Grover est rapide mais ne renvoie malheureusement pas toujours le bon résultat! C’est un
algorithme probabiliste. L’algorithme de Grover renvoie le bon résultat dans la plupart des cas (on verra
que pour une liste de longueur N, I’algorithme se trompe avec une probabilité inférieure a %).

Pourquoi un algorithme probabiliste, ne donnant donc pas toujours la réponse attendue, peut quand méme
étre un bon algorithme ? Tout d’abord, pour certains problémes, ne pas avoir la bonne réponse n’est pas
trop grave. Par exemple, si un algorithme vous fournit le plus court chemin dans 99 cas sur 100 et que vous
faites quelques kilometres en plus de temps en temps, cela peut vous convenir. D’autre part il est souvent
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facile de vérifier si la réponse donnée est correcte, donc si la réponse obtenue ne vous convient pas, vous
relancez I'algorithme. Méme un algorithme qui ne donne la bonne réponse qu'une fois sur deux peut étre
utile ! Imaginez un algorithme qui donne tous les bons numéros du loto seulement une fois sur deux, est-ce
que cela vous intéresserait ?

1.6. Application au hachage

Certaines sécurités informatiques sont basées sur des fonctions de hachage. Par exemple une fonction de
hachage permet de vérifier qu’un fichier téléchargé n’a pas été compromis (checksum). D’autres exemples
sont les bitcoins qui utilisent une « preuve de travail », de méme que certaines méthodes de cryptographie
(par exemple pour ne pas sauvegarder vos mots de passe en clair sur votre disque dur).
Considérons 'exemple d’une fonction de hachage qui a un entier k codé sur n bits (la clé) associe un entier
h(k) (le hash). Jutilise cette fonction ainsi :

» je choisis une clé secrete par exemple k; = 1.0.1.0.1 (avecici n =5),

* je calcule h(kg), par exemple h(ky) = 12575302,

o h(ky) est mon mot de passe.
Imaginons un pirate qui voudrait attaquer mon compte. Il n’a pas d’autre choix que de tester toutes les clés
possibles 0.0.0.0.0, puis 0.0.0.0.1,... afin d’obtenir la bonne clé, donc le bon mot de passe. Il y a en tout
N = 2" (ici n = 5) clés possibles a tester dans le pire des cas avec 'informatique classique.
Mais trouver cette clé revient a trouver le bon élément parmi une liste de N = 2" éléments, ce que fait
lalgorithme de Grover avec une complexité d’ordre O(+v/N), C’est-a-dire O(2"/2), ce qui est beaucoup plus
rapide que la solution classique.
A la suite de la découverte de Grover, il a été recommandé de doubler la longueur des clés de certains
protocoles (par exemple passer de AES-128 a AES-256). En effet imaginons une clé de longueur n bits, un
algorithme classique nécessite de I'ordre de N = 2" tests et 'algorithme quantique seulement vN = 2"/2. Si
la clé est doublée & une longueur 2n, alors 'algorithme de Grover nécessite maintenant v/22n = 2" tests et
donc la niveau de sécurité initial est maintenu.

1.7. Image réciproque

Elargissons la situation précédente & un probléme plus général. Soit f : E — F une fonction. Etant donné
x € E, il est généralement facile de calculer son image y = f (x). Par contre le probléme inverse de trouver un
antécédent est souvent délicat : étant donné y € F, trouver x € E tel que y = f (x). Parfois la seule solution
est de tester tous les x possibles, et 1a encore I'algorithme de Grover permet de le faire plus rapidement.

Voici un exemple de fonction ou il est difficile de calculer un antécédent. Soit p un (grand) nombre premier
et f : Z — Z la fonction définie par f(x) = x? (mod p). Bien s{ir, pour x donné, il est facile de calculer
y = f(x). Par contre y étant fixé, il est difficile de trouver un antécédent, c’est-a-dire un x tel que x?

(mod p) = y. On doit alors se rabattre sur des techniques de force brute et tester x =0, x =1,..., x =p—1.

2. Principe et circuit

2.1. Probleme

Nous modélisons la recherche dans une liste non ordonnée a 'aide d’une fonction mathématique. Soit N un
entier fixé et soit k, un entier avec 0 < k, < N —1. Définissons alors la fonction f : {0,1,...,N—1} — {0, 1}
par

flkg)=1 et f(k)=0 pour tout k # k.
Probléme. Etant donnée une telle fonction f, trouver la valeur k telle que f (ky) = 1.
Remarques.
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« Il s’agit donc de trouver 'antécédent de 1 par f.
e On peut identifier {0,1,...,N —1} aZ/NZ et {0,1} a Z/27Z et donc considérer f : Z/NZ — Z./27.

2.2. Oracle

On se place dans le cas ol N est une puissance de 2 : N = 2". On rappelle que pour 0 < k < N —1, alors
k est 'écriture binaire de k sur n bits. Ainsi | @, pour k = 0,...,2" — 1, désigne les n-qubits de la base
canonique : [0) =10.0...0), [1) =0.0...1), ..., [2"=1) =[1.1...1).

Nous allons utiliser 'oracle O associé a la fonction f. Pour x € Z/NZ et y € Z/2Z, 'oracle réalise une
fonction F(x,y) = (x,y ® f(x)). On préfere écrire 'entier x a I'aide de son écriture binaire x = x;.X5... X,
ce qui permet de récrire la fonction F sous la forme F(x,y) = (x1,...,Xp, Y ® f(x1,...,x,)). On rappelle
que y & y’ est I'addition dans Z/27Z (qui vérifie 1 ® 1 = 0).

X1 X1
X2 X2
Of
xn xﬂ.
y yef(xlu--,xn)

Utilisons notre oracle pour réaliser le petit circuit suivant :

k)

O

1) H |s)
ue se passe-t-il pour notre articulier qui vaut 1 seulement en k, ? Lentrée sur la derniére ligne avan
p t-il p t particulier q t 1 seul ten ky? Lent lad lig t
I'oracle est % (]0) —|1)) et la sortie est

1 $(|0>—|1>) si k # ko
/2 _EUO)_H)) si k =k
Ainsi l'oracle permet de détecter si 'entier en entrée est k, ou pas. Malheureusement nous n’avons fait
aucun progres car il faut de nouveau tester tous les k de 0 a N — 1 pour pouvoir conclure. C’est la qu’entre
en jeu la magie de I'informatique quantique et la superposition des états : il est possible de tester toutes ces

S =

(j0)y—[1) @ f(k) = (—1)“")%00) —|1) = {

valeurs en méme temps !

2.3. Circuit

Voici le début du circuit de 'algorithme de Grover qui permet de comprendre I'essentiel de son fonctionnement
(le circuit complet sera étudié plus tard).
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| |

|O> —l‘IE f >
| | |
| (771 | |
|O> | @ | |
| | |

|O> } @ } —t—
| | Oy |
I y 1] L1
[ : | |
| | |

|O> 1 @ [ T
| | |

1) (H}— ——
| > | = | |

1) l11) )

« Initialisation. Le qubit en entrée est le (n + 1)-qubit :

o) =10...0) - [1) = [0)-[1).

» Transformation de Hadamard. On s’intéresse d’abord seulement aux n premieres lignes. Apreés la trans-
formation de Hadamard (une porte de Hadamard sur chacune des n premiéres lignes) alors le n-qubit
est

0) 1)+ ko) ++++[21=1)
(a un facteur multiplicatif pres). Ainsi tous les qubits | k) se retrouvent simultanément en entrée de
'oracle!
Voici les calculs complets, en intégrant tous les qubits :

|¢1> =H®"! Wo)
=H®“|0)-H|1)
2n —1

k)% (l0)— 1))
k

» Oracle. Nous avons vu que l'oracle fait apparaitre un signe « — » devant le terme correspond a k. Ainsi
la sortie de l'oracle est

0+ 1)+ =g} + -+ +]27=1)
Noter le signe « — » devant ‘k0> uniquement.
En détail, sachant que (=1 =1, sauf (—1)f ko) = —1:
o) = Of Y1)

2"—1

Z( 1Y ® k) - = (10)— 1))

2Tl

=@(|9>+|1>+-~—\@ 4ot |2=1)) - Loy 11))

« Bilan. En une seule évaluation de l'oracle, on arrive a distinguer le terme de rang k, des autres termes.
L’idée essentielle est ici. Cependant on n’a pas completement terminé : il reste a déterminer précisément
ce rang, connaissant la somme. Ce sera le travail assez technique du reste de ce chapitre.
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2.4. Exemple

Exemple.
Prenons n = 3 et ko = 5 qui caractérisent la fonction f : Z/87Z — Z/27 définie par f (k) = 0 pour tout

k#5 et f(5)=1.

573
1H]

k) Ed

=] [=]

1)

[ [
I I
| |
[ [
[ [
| |
| |
[ [
| |
%) ls) [9,)
Reprenons les calculs dans ce cas :

« Initialisation. |yp) =[0.0.0) - [1) = |0) - [1).
o Transformation de Hadamard.

Y1) =310+ 1).(0+1).(0+ 1)) [0—1)
= 1(0.0.0) +10.0.1) +]0.1.0) +[0.1.1) +|1.0.0) +]1.0.1) +|1.1.0) +|1.1.1) ) |0 — 1)
=z([0)+[1)+]2)+[3)+[4) +[5) +]6) +|7) ) lo—1)

e Oracle. Comme f(5) = 1 alors nous avons vu que l'oracle fait apparaitre un signe « — » devant le
terme correspond a |§> =|1.0.1).

[v5) = £(10.0.0) +10.0.1) +0.1.0) +[0.1.1) +[1.0.0) —[1.0.1) +|1.1.0) +[1.1.1) ) |0 — 1)
=3([0)+ 1) +[2)+[3) +[4)—[3) +]6) +|7) ) Io—1)

« Bilan. On trouve bien une somme des qubits de base avec un signe « —» au rang k, = 5 (on commence
a compter au rang 0).

3. Transformations géométriques

Le reste du chapitre est dédié a la détection du rang k. C’est une partie assez technique, mais on comprend
mieux les calculs a 'aide d'une interprétation géométrique un peu plus sophistiquée que celle de I'introduction
de ce chapitre.

3.1. Symétrie de I'oracle

Que fait I'oracle sur les n-qubits des n premieres lignes ? L'oracle change ‘k0> en — 'ko >, et laisse inchangé
|k> pour k # kg :

o) = ~[ko)
|@).O_f> k) sik# k.

k0> d’un c6té et regrouper tous les autres qubits de base, ainsi n’importe quel

On va isoler le qubit de base
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n-qubit |¢) s’écrit :

19) = alko)+ 3, e |k)
k#k,
L’action de l'oracle Of donne :

s 1) =—alko)+ 3 e k)
k#kg
Géométriquement cette transformation est une symétrie par rapport a 'axe formé des qubits de base autres

que ‘ko> que 'on regroupe schématiquement par I'axe |reste) ci-dessous. Sur la figure, la transformation est
représentée comme une symétrie par rapport a une droite (mais en réalité c’est une symétrie par rapport a
un hyperplan de dimension 2" — 1).

3.2. Symétrie S,

Considérons la transformation S, définie sur les n-qubits de la base canonique par :
{ 0)=> |o)
)2 —[k)  sik#£0
Cette fois c’est seulement le qubit de base | Q) qui reste inchangé.

Par exemple : pour n = 2, on a S, |0.0) = |0.0) alors que S;]0.1) = —[0.1), S;]0.1) = —[0.1), Sy |1.1) =
—|1.1). Comme d’habitude on étend S, par linéarité a tous les n-qubits. Ainsi :

So(a]0.0) +B10.1) +y|1.0) + 6 |1.1)) =a]0.0) — B |0.1) —y|1.0) — 6 |1.1) .
Géométriquement S, est une symétrie par rapport a 'axe | Q) (attention les axes ne sont pas les mémes que

dans la figure précédente).

|reste) ,

Voici I'écriture algébrique de S,.
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Lemme 1.

So=2[0)(0 -1

I désigne lapplication identité. Ainsi cette formule signifie que pour un qubit |¢p) on a :
Sold) =2[0)(0[¢)—19)
L'écriture | Q) (Q |¢>> est bien qubit car (g |q5> est un scalaire (i.e. un nombre complexe).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que cette formule est vraie pour les |¢) parcourant les qubits de base.
Pour |¢) = |Q>, alors

(20)(0] -1} |0) = 2[0)(0]0) —[0) = 2|0) - |0} = |0),
car <Q|Q> =1.
Pour |¢) vérifiant (Q |¢> =0, alors

(2]0)(o|—1)I1¢) =2]0){0|¢)— ) =2]0)-0—|p) =—|¢).
O

Notons que la matrice de S est une matrice diagonale, avec +1 comme premier élément et des —1 ailleurs.

1
-1
So == _1

Il est clair que cette matrice est unitaire.

3.3. Transformation Sﬂ,

Nous allons généraliser la transformation S,. Fixons un n-qubit |y)) de norme 1. Nous définissons la
transformation Sy, sur les n-qubits par la formule

Sy =2|Y) (Yl -1
Autrement dit, pour n’importe quel n-qubit |¢), on a :
Syle) =21y) (Yle)—I¢).
Cette transformation vérifie :
So
[Y) = [y)
So .
|p) — —|¢p) si|¢) est orthogonal a |1).

Rappelons que « |¢) est orthogonal a |v) » signifie « (Y|¢p) = 0 ».
Géométriquement S, est une symétrie par rapport a 'axe dirigé par [v)).

A
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3.4. Transformation Sw
H

Notons |¢;) le n-qubit formé par la somme de tous les qubits de la base canonique (normalisé de facon a

avoir une norme 1) :
an_1

pu) = @Z|

Ce qubit |1y) est aussi 'image du qubit |0...0) par la transformation de Hadamard :

Wpy) =H®"|0).

Proposition 1.
La transformation S, est définie par Uune des caractérisations équivalentes suivantes :

() Sy, =2 |wH> (Wul =1, Cest-dedire Sy, |9) = 213 1) (Wuld) —|$), pour tout qubit |).

|¢H) = |yy)

|¢) —|¢) si|¢) est orthogonal a | )
(iii) Sy, =H®"-So-H®"
(iv) SwH a pour matrice

(i)

1 1 1
2 . 1 . 1
—U—-1 ou U= € Mon
n : .. :

Nous prouverons cette proposition un peu plus loin. On retient que S, est une symétrie par rapport a l'axe
dirigé par [¢ ).

3.5. Transformation de Grover

La est 'application
G= SI/JH ] Of
Of Sy
lp) > Of |p) ———— Gl§) =S, (0f |4))
G

Nous allons voir quelle est 'action géométrique de G sur les qubits. Reprenons le qubit [1);) obtenu comme

la somme de tous les qubits de base :
211

map ]

lYu) =
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Dans cette somme nous mettons a part le qubit correspondant a I'indice kg, qui est le rang que I'on doit

déterminer :
A N—1 1
=\|— + — |k

1
N=2" et |)(>=—Zk.
VN—1/ 7k |_>
0
Nous récrivons maintenant y;; a ’aide d’une écriture trigonométrique :

) =cos (&) |x) +sin (%) ‘@>

ou

ou % est langle entre |y) et |Y ).

ko) 4

sin(g)|-------------2 [V)

Comme dans la pratique N = 2" est grand, alors I'angle % est petit. Pour plus de lisibilité le dessin ne refléte
pas a quel point % est petit. Ainsi % est 'angle défini par :
0 N-1 .0 1
cos(3 )=\ — et sin(3) =—.
( 2 ) N ( 2 ) ‘/ﬁ
Proposition 2.
La transformation de Grover est une rotation d’angle 6 (centrée a lorigine).

Autrement dit, pour tout qubit |¢), G |¢) est obtenu a partir de |¢ ), par une rotation d’angle 6 (encore une
fois I'angle O est en réalité beaucoup plus petit que sur le dessin ci-dessous).

ko),

Glp)

Démonstration. Un résultat géométrique dit que la composition de deux symétries axiales est une rotation,
I'angle O de cette rotation étant le double de I’angle entre les axes.
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Ici G est la composition de deux symétries :
o la symétrie Oy d’axe |y),
o la symétrie S, d’axe |[¢y),
 langle entre |y) et |[¢y) est %.
Ainsi G =S, 0Oy est la rotation d’angle 6 (centrée a l'origine).

ko) 4

| D

3.6. Idée de l'algorithme

Le but de I'algorithme de Grover est de déterminer le rang k,. Ce rang est repérable apres I'application de
loracle Of. En effet partons de

1> N—1 1
) = 210 =\ T o+ [k

0 ) = \| " 1) = = ko).

Mais attention ceci est une écriture quantique qui n’est pas mesurable. Souvenez-vous que nous n’avons pas

alors

acces aux coefficients d’'un qubit.

Voici la seule certitude qu’une mesure puisse nous donner : si je sais par avance qu’un qubit |¢) est un des
qubits de base |0...0.0), |0...0.1),..., |1...1.1), alors la mesure de ce n-qubit permet d’identifier ce qubit
de base |¢).

Prenons I'exemple des 1-qubits : si mon qubit |¢) est |0) ou |1), alors une mesure permet d’identifier
si on avait |¢) = |0) ou bien |¢) = |1). Noter que ceci ne fonctionnerait pas pour un état superposé
|¢) = a|0) + B |1). De méme avec un 2-qubit |¢) parmi |0.0), |0.1), |1.0), |1.1) par une double mesure.
La transformation de Grover va nous permettre de transformer le qubit |1);;) (obtenu par transformation de
Hadamard de |0...0.0)) en un qubit trés proche du qubit de base k0>. Il ne reste plus qu’a effectuer une

mesure pour obtenir (presque a coup siir) la valeur de k.
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Idée de l’algorithme de Grover.

« La transformation de Hadamard envoie I’état initial [0.0...0) sur [y ).

 On part du qubit [¢) qui est la superposition de tous les qubits de base.

o Ce qubit forme un angle % avec l'axe |y). (Uangle % est petit car N = 2" est grand.)

« La transformation de Grover est une rotation d’angle 0 et conduit donc au qubit G [¢j) qui forme un
angle %-4— 0 avec l'axe |y).

« On itére la transformation de Grover jusqu’a obtenir un qubit G' |4};) qui forme un angle d’environ 5
avec l'axe |y). (Ce nombre d’itérations £ est environ 2%.)

« Le qubit G |¢;) obtenu est proche de ’k0>.
» La mesure de ce qubit conduit trés probablement a k, (avec une probabilité d’erreur tres petite, d’ordre

5.

3.7. Portes quantiques

La transformation de Grover est la composition de I'oracle Oy et de la transformation S, . La transformation
de l'oracle est réalisable par un circuit quantique (voir le chapitre « Portes quantiques »). Nous montrons ici
comment réaliser le circuit pour la transformation S, , en nous limitant au cas des 2-qubits.

Porte Z. Tout d’abord rappelons 'action de la porte Z et sa matrice :

0 0 1 0
7 0}~ [0) ,_

11) — —|1) 0 —1

Porte CZ. La porte CZ (Controlled Z) fonctionne sur le méme principe qu'une porte CNOT : si I'entrée de
la premiére ligne est |0), alors la seconde ligne est inchangée, par contre si 'entrée de la premiére ligne est
|1), alors on fait agir une porte Z sur la seconde ligne.

10.0) — [0.0) 100 0
__T__ 0.1) — [0.1) cy_|0 100
e 11.0) — |1.0) 001 0
11.1) > —|1.1) 000 —1

Circuit pour S.
Voici un circuit qui permet de réaliser la transformation S, dans le cas des 2-qubits. Noter bien que la partie
droite du circuit est un porte CZ.

Iy |0.0) — |0.0) 1 0 0 O
|0.1) — —|0.1) s _|0-1 0 0
|1.0) — —|1.0) ° 1o 0o -1 o
At 11.1) — —|1.1) 0 0 0 -1

Circuit pour S, .
On sait par la proposition 1 que S, = H &n.S,-H®", il suffit juste d’appliquer la transformation de Hadamard
avant et apres le circuit précédent.

Sy _

o =

— — —H Z T H
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3.8. Preuve autour de la transformation Swn

Cette section peut étre passée lors d’'une premiere lecture. Il s’agit de prouver la proposition 1 énoncée
auparavant et que I'on rappelle ci-dessous.

Proposition 3.
La transformation S, est définie par Uune des caractérisations équivalentes suivantes :

(D Sy, =2|Yu) (Yul—1, cest-a-dire Sy, |¢) = 21ypy) (YulP) —|¢), pour tout qubit |¢).

i) 2 (o)

s
|®) NALN —|¢) si|¢) est orthogonal a | )
(iii) Sy, =H®"-Sq-H®"
(iv) SU,H a pour matrice

(i)

1 1 1
2 . 1 . 1
—U—-1 ou U= € Mon
n : .. :

1 --- 1 1

Démonstration. Définissons Sy, par Sy, = 2|¢y) (Y 5| —1I. On rappelle que [) est de norme 1.
e Preuve que (i) < (ii).
Onasy, [Yu) =21Y) (YulVu) — 1Y) =210h) —Yu) = [Pg) et Sy |¢) =21py) (Yuld)—I¢p) =

2|Yy)-0—|¢p) =—|¢) pour tout |¢) orthogonal a |y), c’est-a-dire (Y y|¢p) = 0.
Réciproquement si on compleéte le vecteur |1;) en une base orthogonale, alors la relation (ii) définit

une unique application linéaire, qui est donc S, .
e Preuve que (ii) < (iii).
Notons T = H®" - S, - H®". On va montrer que T = Sy, en vérifiant que T et Sy, vérifient les mémes
relations que celles vues en (ii).
On sait d’une part que | y) = H®" |Q>, mais H®" est unitaire alors (H®")™! = (H®")* = H®", d’'ou
{Q> = H®"|4)y). Ainsi :
T [Yy) =H®"-So-H®" |hpy)
— H®n . SO |g>
=H®" {Q> car S, |Q>= |Q>

= W’H)

Considérons maintenant un qubit |¢) orthogonal a |15), alors (¢ |¢) = 0 et comme H®" est unitaire
alors il préserve le produit scalaire, donc on a aussi < H®" |4 p) | H®"|¢p) ) =0, donc | Q> et H*" |¢) sont
orthogonaux. Ainsi
T|$)=H®"So(H®" |¢))
= H®" (—H®” |¢)) car |Q> et H®" |$) sont orthogonaux, donc Sy (H®"|¢)) = —H®"|¢)
— _H®n _H®n |¢)

=—|¢) car H®" - H®" = id parce que H®" est unitaire

Conclusion : T et S, vérifient la méme relation vue en (ii). Les applications sont donc égales : T =S, .
o Preuve que (i) <= (iv). Par construction I'état |v)) est la superposition de tous les états de la
1

base canonique, donc il s’écrit sous forme de vecteur | : | a un facteur de normalisation prés. Plus
1
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précisément :
r) = — done  (pyl=lp)' = —=(1 1 - 1)
v | /2
1
Ainsi :
1 1 1 1
1 |1 1 111 . 1 1
— X 1 1 P 1 = — :_U
Wl = = | [ % = e N
1 1 --- 1 1

Conclusion : S, = 2|y ) (Y| —I a pour matrice %U —I. (Réciproquement une matrice définit une
unique application linéaire.)
O

4. Etapes de I'algorithme de Grover

4.1. Circuit

On note G la transformation de Grover, elle prend en entrée un (n + 1)-qubit, et est formée par la porte Of
de l'oracle, suivie d’'une porte associée a la transformation S, . On représente cette porte G avec 2 lignes
seulement, la premieére ligne correspond a un n-qubit (ligne symbolisée avec « / »), la seconde a un 1-qubit.

/ S —
G - o)

Voici le circuit de I'algorithme de Grover.

|O>®n [ gen

7

|
|G| |G G
|

573
1H]

o) 1)

La porte G est itérée £ fois avec £ ~ %«/ﬁ ou N = 2", La complexité de I'algorithme est d’ordre £, donc
d’ordre O(+/N). La mesure finale est la mesure d’'un n-qubit (et correspond donc & n mesures de 1-qubits).
Le circuit renvoie donc un n-bit classique k avec 0 < k < 2". Nous allons justifier que cet entier est tres
probablement le rang k, cherché.

1)

4.2. Données

Soitn > 1 et N = 2". Supposons donné un entier k, vérifiant 0 < k; < N. On considere la fonction
f:Z|/NZ — Z/2Z, avec f (ko) =1 et f (k) = 0 pour tout k # k.

4.3. Initialisation et transformation de Hadamard

Le circuit quantique est initialisé par le (n + 1)-qubit

o) =10...0) 1) = |0)-]1).

Ensuite on applique la transformation de Hadamard pour obtenir le qubit
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Y1) =Ho ! [%0)
=H®"|0)-H|1)
1 2"—1 .
= @kzz(j)lm-ﬁum—u»
= [Yn) - 75 (10) = 11))

Dans la suite on oublie le dernier qubit et on s’intéresse seulement au n-qubit formé par les n premiéres
lignes.

Dans |;;) distinguons le qubit de base ‘ko

) = == Z k) =\ =L )+ \ko

que l'on récrit sous forme trigonométrique :
0 . (0
i) =cos(%)1x) +sin(%) ‘@>

ol % est l'angle entre |y) et |¢ ), également défini par la relation sin(%) =

=

o),

—_—T " Vi)

=

x)

2

4.4. Iltérations de la transformation de Grover

La transformation de Grover G =S, © Oy, est une rotation d’angle 6. Donc apres ¢ itérations on obtient le
n-qubit

G It} = cos(6,) ) +sin(8)) ko)

avec 6, = Q+€9

On veut 6, ~ 7, c’est-a- -dire ¢ 5 + 0 ~ 7. Ainsi { est défini comme l'entier le plus proche de 75 — %

kog V)

t

_2,

Gly)
)
%)

Donnons une approximation du nombre ¢ d’itérations nécessaires Pour cela nous considérons que N = 2"

est grand, et donc 9 est petit. Comme sin(%) = ‘/_ alors % o~ 1/__ (car pour x proche de 0, sin(x) ~ x). On

veut {0 =~ 5 donc { =~ 55 et ainsi
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4.5. Mesure

Apres ces { itérations nous avons 6, ~ 7, donc

G ) = cos(00) 1) +sin(8)) ko) = ko)

La mesure de ce n-qubit conduit donc probablement au n-bit k, et permet alors d’identifier le rang k. Les

détails des probabilités sont donnés ci-dessous.

5. Probabilités

Nous avons construit un qubit G¢ [p5) qui est proche de ‘k0>. Ce qubit a donc de grandes chances d’étre
mesuré en k, et donc on retrouve le rang cherché k,, mais ce n’est pas une certitude. Avec quelle probabilité
obtient-on le résultat correct ? Nous allons calculer cette probabilité d’obtenir le bon résultat.

Proposition 4.
Lalgorithme de Grover renvoie le rang correct ky avec une probabilité supérieure a 1 — 1%.

Ainsi la probabilité que 'algorithme renvoie un mauvais résultat est inférieure & +. Prenons par exemple
N

n =10, alors N = % = 1024 et I'algorithme fournit le résultat correct dans plus de 99, 6% des cas.

Démonstration.
 Le qubit final obtenu par 'algorithme de Grover est

G ) = cos(8,) 1) +sin(8) o) -

Dong, lors de la mesure, la probabilité d’obtenir la bonne réponse k, est p = | sin(6,)|>.

» Nous savons que la transformation de Grover G est une rotation?angle 0 et nous avons itéré cette
transformation £ fois de facon a construire un angle 6, = % + £0 le plus proche possible de I'angle 7.
Ainsi 'angle 6, est dans un intervalle d’amplitude 6 centré en 7 :

T 0 I
——— <6< -+
2 2 2 2
« Ainsi sin(6,) > sin (g — %) (voir la figure ci-dessous).
sin(x)
0 1
Sin(Z — 8y - 5 .
0 | I | J =X
0 5-§5 3 §+3 T
Donc :
in(0,) >sin(Z—2)= 6ysq_L(8 ’
sin( g)/51n(5—§)—cos(§)/1—§ 5) -

2
Pour la derniére inégalité on connait le développement limité cos(x) ~ 1 — 3 (pour x proche de 0),
2
mais on a en plus I'inégalité cos(x) > 1— % (figure de gauche ci-dessous).
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\H > X

L'angle 6 est défini avec la relation sin(Q) = L

3 - On sait que, pour x proche de 0, on a sin(x) ~ x,

mais on a en plus I'inégalité sin(x) > 5 (figure de droite ci-dessus). Ainsi, comme sin (%) = \/LN’ alors
2 e e
\%ﬁ > % donc ]% > (%) et alors en reprenant les inégalités ci-dessus :

162 2
sin(%))l——(—) >1——.

2\ 2 N

Enfin on a (1 —x)? = 1—2x +x2 > 1 —2x quel que soit x, donc

2)? 4
= |sin(60 22(1——) >1——.
p=1sin(6;)| ~ <



TROISIEME PARTIE

1.0

ALGORITHME DE SHOR

142



Arithmétique

Vidéo m partie 12.1. Eléments d’arithmétique
Vidéo WM partie 12.2. Cryptographie RSA

La sécurité des communications sur internet est basée sur Uarithmétique et en particulier sur le
systéme de cryptographie RSA qui repose sur la difficulté de factoriser de trés grands entiers avec un
ordinateur classique. Nous présentons dans ce chapitre les notions essentielles d’arithmétique afin de
comprendre plus tard Ualgorithme de Shor qui permet de factoriser rapidement un entier a Uaide
d’un ordinateur quantique.

1. Division et pgcd

1.1. Divisibilité
Définition.
Soient a, b € Z avec b non nul. On dit que b a s'il existe un entier k € Z tel que .
On note alors b|a. On dit aussi que a est divisible par b ou encore que b est un diviseur de a.
Par exemple :

e 3|12 (« 3 divise 12 » ou bien « 12 est divisible par 3 »).

 Plus généralement les diviseurs positifs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12.

e Quel que soit b € Z, non nul, on a b|O0.

1.2. Division euclidienne

La permet de généraliser la notion de divisibilité.
Soient a € Z et b € N\ {0}. Il existe des entiers g, r € Z, uniques, tels que

a=bgq+r et 0<r<b

o Lentier q est le et r estle

o Exemple:a=101,b=7alorsq=14etr =3 car 101 =7 x 14+ 3.

» Le reste est nul si et seulement si b divise a.

o On note aussi (de fagon un peu abusive) r = a (mod b).

« Avec Python on calcule le quotient par q = a//b (a noter la double barre de division) et le reste
r=ab% b


http://www.youtube.com/watch?v=qPgqcSA8dzc
http://www.youtube.com/watch?v=gBHNuFq5PpI
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1.3. Pgcd

Soient a, b € Z (non tous les deux nuls). Le de a et b est le plus grand entier qui divise a la fois a et b.
Par exemple avec a = 42 et b = 24, les diviseurs positifs communs a a et b sont {1,2,3,4,6}, donc
pged(42,24) =6.

1.4. Nombres premiers entre eux

Les entiers a et b sont si leur pged vaut 1.

Par exemple a = 20 et b = 33 sont premiers entre eux, car le seul diviseur positif de ces deux entiers est 1.
Autre exemple : deux entiers consécutifs sont toujours premiers entre eux. Preuve : sid > 0 divise a et a +1
alors d divise (a + 1) — a, donc d divise 1, donc d égal 1.

1.5. Théoreme de Bézout

Théoréme 1 (Théoréme de Bézout).
Soient a, b des entiers non nuls. Il existe des entiers u,v € Z tels que

au+ bv = pged(a, b)

On a méme une équivalence lorsque les entiers sont premiers entre eux :

Corollaire 1.
Soient a, b deux entiers non nuls. a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € Z tels que

au+bv=1

Exemples :
e a=42etb=24.0navupged(42,24) =6. Avecu=—1 et v =2, on obtient 42 x (—1) + 24 x 2 =6.
e a=20et b=33.0navupged(20,33)=1. Avecu =5 et v = —3, on obtient 20 x 5+ 33 x (—3) = 1.

1.6. Algorithme d’Euclide

L'algorithme d’Euclide est une méthode efficace pour calculer le pged et sa version étendue permet de
trouver des coefficients u, v du théoréme de Bézout.
Soient a, b € N*. Considérons la division euclidienne a = bg + r, ou r est le reste. Alors

pged(a, b) = pged(b, 1)

Pour en faire un algorithme on calcule des divisions euclidiennes successives. Le pgcd sera le dernier reste
non nul car on sait que pged(a,0) =a.

Exemple.
Calculons le pged d de a =11466 et b = 1656.
« Division euclidienne de a par b : 11466 = 6 x 1656 + 1530, donc le reste est r; = 1530. On utilise
alors d = pged(a, b) = pged(b, 1), donc pged(11466,1656) = pged(1656, 1530).
 Division euclidienne de b = 1656 par r; = 1530 : 1656 = 1 x 1530 + 126, donc le reste est r, = 126.
Notre pged d vaut maintenant pged(1530, 126).
 Division euclidienne de 1530 par 126 : 1530 = 12 x 126 + 18, donc le reste est r;3 = 18 et d =
pged(126,18).
« Division euclidienne de 128 par 18 : 126 = 7 x 18 + 0, donc le reste est nul. Or pged(18,0) = 18.
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o Le pged est le dernier reste non nul, ainsi pged(11466,1656) = 18.

Lalgorithme d’Euclide est 'un des plus anciens algorithmes mais il est cependant trés efficace ! Le nombre
d’étapes dans I'algorithme est assez faible : si a et b s’écrivent (en base 10) avec moins de n chiffres, alors il
y a au plus 5n étapes dans I'algorithme d’Euclide. Donc par exemple, avec des entiers a 100 chiffres, il y a
au plus 500 étapes.

1.7. Lemme de Gauss

Proposition 1 (Lemme de Gauss).
Soient a, b, c € Z (avec a non nul).

Si albc et pged(a,b)=1 alors alc

Exemple : si un entier a divise (a + 1)c alors alc (c’est le lemme de Gauss, sachant qu’on a toujours
pged(a,a+1) =1).

Attention aux hypotheses : 6 divise 4 x 9, mais 6 ne divise ni 4 ni 9. Cela ne contredit pas le lemme de Gauss
car 6 n’est premier ni avec 4, ni avec 9.

La preuve découle du théoréme de Bézout : comme par hypotheése pged(a, b) =1, il existe u, v € Z tels que
au+ bv = 1. On multiplie cette égalité par ¢ pour obtenir acu+ bcv = c. Mais alacu et par hypothese a|bcv
donc a divise acu + bcv =c.

2. Nombres premiers

2.1. Définition
Définition.
Un p est un entier supérieur ou égal a 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Exemples.
e 2,3,5,7,11,13,... sont des nombres premiers.
o Un théoréme d’Euclide nous dit qu’il y a une infinité de nombres premiers.
o Par définition, 1 n’est pas un nombre premier.

2.2. Décomposition en facteurs premiers

Théoreme 2.
Tout entier n > 2 se décompose en produit de facteurs premiers :

— % as a
n=p; Xpy"X:-=Xpr

ol les p; sont des nombres premiers, et les exposants a; > 1 sont des entiers. De plus, cette décomposition est
unique (a Uordre des facteurs preés).

2.3. Petit théoreme de Fermat

Théoréme 3 (Petit théoréme de Fermat).
Si p est un nombre premier ne divisant pas a alors

a7 =1 (mod p)
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Une variante : pour a un entier quelconque et p un nombre premier :

a’ =a (mod p)

Nous reviendrons sur les congruences dans la section suivante.

2.4. Algorithmes et nombres premiers

Nous allons discuter de plusieurs algorithmes qui permettent de décider si un entier n donné est un nombre
premier ou pas.

Tester les diviseurs un par un. On teste si d divise n pour d =2, d = 3, d = 4,... Cela se fait par un calcul
de division euclidienne. Si on obtient un diviseur strictement inférieur a n, alors n n’est pas premier. Si on
ne trouve pas de diviseur alors n est premier.

Améliorations possibles : on peut tester d = 2, et ensuite ne tester que des entiers d impairs; on peut aussi
limiter la recherche des diviseurs a ceux vérifiant d < 4/n (critére de Napoléon).

Crible d’Eratosthéne. On peut aussi dresser une longue liste de nombres premiers, au dela de l'entier n.
L'avantage est qu'’il suffit alors de vérifier si I'entier n est dans la liste pour savoir s’il est premier. Mais le
crible est une méthode lente et ne permet pas d’obtenir de trés grands nombres premiers.

Test probabiliste de Fermat. Le petit théoréme de Fermat nous dit que si p est un nombre premier et a est
un entier avec 1 < a < p alors P! =1 (mod p).

Pour tester si un entier n est premier, on fixe un entier 1 < a < n, on calcule a”! (mod n) (c’est trés facile
grace a 'exponentiation rapide, voir plus loin).

e Sia™ ! #1 (mod n) alors on est sfir que n n’est pas un nombre premier.

« Sia™ ! =1 (mod n) alors on dit que n valide le test de Fermat pour I'entier a et qu’il est probablement
premier. Cependant il existe des exceptions : certains entiers valident le test de Fermat mais ne sont pas
des nombres premiers. Par exemple parmi tous les entiers n < 1000000, tous ceux qui passent le test
de Fermat a la fois pour a =2, a = 3, a =5 et a = 7 sont des nombres premiers (il y en a 78498) a
I'exceptions de 19 entiers (le premier de la liste est n =29341 =13 x 37 x 61).

Le test de Fermat permet de produire des entiers trés grands qui sont probablement des nombres premiers :
on choisit un entier impair n au hasard, on effectue un test de Fermat, si le test est concluant alors n est
probablement un nombre premier, sinon on essaie 'entier n + 2...

Algorithmes modernes. Une amélioration du test de Fermat est I'algorithme de Miller-Rabin. Par ailleurs, il
a été récemment démontré par Agrawal-Kayal-Saxena que le test de primalité peut étre effectué en temps
polynomial (algorithme AKS). Méme si dans la pratique 'algorithme n’est pas tres utile, c’est une grande
avancée théorique. L'algorithme est basé sur le fait que si p est un nombre premier alors on a I'égalité
polynomiale : (X + 1)’ =X? +1 (mod p).

2.5. Algorithmes et factorisation

Tester si un entier est premier ou donner sa factorisation sont au final deux problemes distincts. On a vu,
grace au petit théoreme de Fermat, qu'on peut décider quun entier n’est pas premier sans lui avoir trouvé
de facteur. Le probleme de factoriser un entier n, ou au moins de trouver un facteur non trivial, est donc
plus difficile.

Tester les diviseurs un par un. Comme auparavant on peut tester les diviseurs un par un jusqu’a 4/n, la
complexité est en O(4/n). On peut bien siir ne tester que les diviseurs premiers (ce qui est plus rapide) mais
cela demande au préalable d’avoir une liste des premiers nombres premiers (ce qui est long). C’est donc
une méthode efficace uniquement pour trouver les petits diviseurs.
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Facteurs de Fermat. On peut essayer d’exprimer n comme différence de deux carrés, on obtient alors une
factorisation. En effet, si c’est le cas :

n=a?>—b%=(a—Db)(a+b).
Réciproquement tout entier impair non premier est la différence de deux carrés. En effet, si n = cd alors
2 _ 2 . . ) 1
n= (#) — (%) . Cela fournit un algorithme de recherche d’un facteur de n : prendre un entier a
(généralement proche de /1), calculer si b’ = n—a? est un carré de la forme b2, si c’est le cas, on obtient

une factorisation (a — b)(a + b), sinon on recommence avec a + 1. C’est une méthode efficace si les facteurs
premiers sont grands, donc cette méthode est complémentaire de la précédente.

Algorithmes modernes.

Aucun algorithme connu n’a de complexité polynomiale. Plus précisément, on ne connait pas d’algorithme
de factorisation ayant une complexité polynomiale, mais on ne sait pas non plus prouver qu'un tel algorithme
n’existe pas.

Le meilleur algorithme connu pour factoriser des grands entiers est 'algorithme GNFS (pour General Number
Field Sieve), sa complexité est environ O(n%) (c’est donc une complexité exponentielle par rapport a la taille
de n qui est d’ordre In(n)).

3. Congruence modulo n

3.1. Modulo n

Définition.

Soit n > 1 un entier. On dit a = b (mod n) s’il existe k € Z tel que a = kn + b, autrement dit si b —a est
divisible par n. On dira

Proposition 2.
Sia=b (mod n)eta’ = b’ (mod n) alors :

a+a’ =b+b" (modn) et a-a’=b-b" (mod n).
De plus a* = b* (mod n), quel que soit k € N.

Exemples.
e 33=3 (mod 15) car 33 =2 x 15+ 3.
e 1789 =105%17+4 donc 1789 =4 (mod 17), mais aussi 1789 = 104 x 17+ 21 et 1789 = 21 (mod 17).
» Un entier a est pair si et seulement si a = 0 (mod 2).
« Par conséquent si a est impair alors a¥

a¥=1%=1 (mod 2), donc a* est impair.

est impair. En effet a impair, implique a = 1 (mod 2), donc

3.2. Inverse modulo n

Définition.

Soit n > 1 un entier. On dit que a est modulo n, s'il existe b € Z tel que a- b =1 (mod n). On dit
alors que b est 'inverse de a modulo n.

Exemples.
e Avec n =15, a = 2 est inversible modulo 15, caravecb=8 ona-b=2x8=16=1 (mod 15).
o Avec n =15, a = 7 est inversible modulo 15, car avec b=13 ona-b=7x13=91=1 (mod 15).
e Avec n =15, a = 3 n’est pas inversible.

Proposition 3.
a est inversible modulo n si et seulement si pged(a,n) = 1.
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Démonstration.
pged(a,n)=1 < Ju,veZ au+nv=1 (par le théoréme de Bézout)
—3Ju,veZ au=1—nv
< 3JueZ au=1 (modn)

<= a est inversible modulo n.

O

La preuve justifie que I'on peut trouver I'inverse de a modulo n a I'aide des coefficients de Bézout u, v. Ces
coefficients se calculent a I'aide de I'algorithme d’Euclide étendu.

3.3. Groupes

Pour étre un peu plus théorique, on définit :
. (Z /nZ, +) le groupe additif des entiers modulo n. C’est un groupe commutatif (a + b = b + a (mod n)),
ayant n éléments. L'élément neutre pour I'addition est 0, I'inverse d’'un élément a est —a.
. ((Z /n7Z)*, x) le groupe des inversibles modulo n. C’est un groupe multiplicatif, commutatif (ax b = bxa
(mod n)). Son élément neutre est 1, 'inverse d’'un élément a est son inverse modulo n, noté b, tel que
ab =1 (mod n). Le groupe (Z/nZ)* possede ¢(n) éléments (ot ¢ (n) est défini juste apres).

3.4. Indicatrice d’Euler
Définition.
Soitn > 1.1 @(n) est le nombre d’entiers a premiers avec n, tels que 1 < a < n.
Une conséquence immédiate est que ¢(n) est le nombre d’éléments inversibles modulo n : ¢(n) =
Card(Z/nZ)*.
Exemples.
» Soit n = 15. Les entiers a premiers avec 15 sont {1,2,4,7,8,11,13,14}, donc ¢(n) =8.
« Si p est nombre premier alors ¢(p) = p—1 car tout entier a, avec 1 < a < p, est premier avec p.
La proposition suivante permet de calculer ¢(n) a partir de la décomposition de n en facteurs premiers.

Proposition 4.
e Sin=pq (avec p,q deux nombres premiers distincts) alors ¢(n) = (p —1)(g —1).
« Sn=pk (avec k > 1) alors p(n) = p*k —p*1.
o Formule générale. Sin = p?l . -p?" alors
: 1
<p(n)=nl_[(1——).
i=1 pi
Démonstration.
e Si n = pq alors les entiers a qui ne sont pas premiers avec n sont les p,2p,3p,...,(q — 1)p et les
q,2q,...,(p—1)getpq.llyaenadonc(q—1)+(p—1)+1=p+q—1. Les autres sont premiers avec
n et sont au nombre de pq—(p+q—1)=(p—1)(q—1).
« Sin = pk alors les entiers qui ne sont pas premiers avec n sont les multiples de p de la forme ap avec
1<a<pc'. IlyenadoncpcT,
« Nous admettons la formule générale qui se prouve par récurrence a partir de la formule ¢(ab) =
p(a)- ¢(b) lorsque a et b sont premiers entre eux.
O
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3.5. Théoreme d’Euler

Le théoreme d’Euler est une version généralisée du petit théoréme de Fermat.

Théoréme 4 (Théoréme d’Euler).
Si a et n sont premiers entre eux alors :

a?™ =1 (mod n)

On pourrait déduire ce résultat du théoreme de Lagrange appliqué au groupe fini (Z/nZ)* de cardinal ¢(n).
Nous allons en donner une autre démonstration.

Démonstration. Fixons n et fixons a premier avec n. Notons A = {a;,ay, ..., a,,} 'ensemble des entiers
inférieurs a n et premiers avec n (notre entier a est 'un de ces éléments et en fait A = (Z/nZ)*). Considérons
I'application f : A — A, définie par f(a;) = a - a; (mod n). Comme a est inversible modulo n, alors f
est bijective (sa bijection réciproque est f ~!(a;) = b-a; (mod n) ot b est 'inverse de a modulo n). Ainsi
A'={a-aj,a-ay,...,a-a,qu} contient les mémes termes que notre ensemble A = {ay,...,d,(,} (mais
les éléments sont permutés) : A’ = A. Comme ces ensembles sont égaux, alors le produit des éléments de
A’ est égal au produit des éléments de A :

»(n) v(n)
l_[(a -q;) = l_[ai (mod n)
i=1 i=1
donc
v(n) ¢(n)
a?™ l_[ a; = l_[ a; (mod n),
i=1 i=1
et comme les a; sont inversibles modulo n, alors a?™ =1 (mod n). O

3.6. Exponentiation

Fixons n > 1 et a € Z. 1l s’agit de calculer ak (mod n), pour un entier k > 0.

Exponentiation classique. Si on a besoin de connaitre tous les a (mod n) pour k = 1,2,3, ... alors on les

calcule successivement en utilisant la relation a**! = a* - a.
Exemple.
Calcul des 2% (mod 25).
2°=1 (mod 25) 2°=2x16=7 (mod 25)
21'=2 (mod 25) 20=2x7=14 (mod 25)
22=2x2=4 (mod 25) 27=2x14=28=3 (mod 25)
22=2x4=8 (mod 25) 22=2x3=6 (mod 25)

2*=2x8=16 (mod 25)
Noter que chaque calcul est une simple multiplication par a du résultat précédent et qu'on réduit immé-
diatement modulo n afin que les entiers en jeu restent de petite taille.

Exponentiation rapide. Si on a besoin de connaitre un seul a® (mod n), alors on nest pas obligé de calculer
toutes les puissances précédentes, mais seulement celles dont 'exposant k est une puissance de 2.

Exemple.
On souhaite calculer 3%' (mod 31).
» On décompose I'exposant 21 en base 2 : 21 =16+ 4+ 1.
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« On calcule successivement 3!, 32, 3% 38, .. en utilisant que 3% = (3¥)2. De plus tous les calculs se
font modulo n = 31.
31'=3 (mod 31)
32=9 (mod 31)
3*=(32)2=92=81=19 (mod 31)
38=(3%)%2=192=361=20 (mod 31)
316 =(38)2 =20%2 =400 =28 (mod 31)
e On combine les résultats :

321 = 316+4+1 — 316 34« 31 =28 x 19 x 3=1596 =15 (mod 31).

4. Cryptographie RSA

4.1. Chiffrement a clé secrete

Jusqu’a récemment pour que Bob envoie un message a Alice, sans que personne ne puisse prendre connais-
sance du contenu, on utilisait un . Une méthode (tres basique) consiste par exemple
a décaler chaque lettre d’un certain rang C. Par exemple si C = 3, Bob chiffre son message BAC en EDF.
Alice peut facilement déchiffrer le message si elle connait la clé C.

On représente ce protocole ainsi : Bob dépose son message dans un coffre fort pour Alice, Alice et Bob étant
les seuls a posséder la clé du coffre.

@LL'

BOB

ALICE

La grande difficulté est que Alice et Bob doivent d’abord se communiquer la clé.

BOB ALICE

Clé C

Message M / \ Message M
Message chiffré X /

Chiffrement (|  s—) | Déchiffrement D |

4.2. Chiffrement a clé publique

Le chiffrement a clé publique est une petite révolution : n’importe qui peut envoyer un message chiffré a
Alice en utilisant la clé publique d’Alice, mais seule Alice peut déchiffrer le message a I'aide d’une clé secrete
qu’elle est la seule a connaitre.

De facon imagée, si Bob veut envoyer un message a Alice, il dépose son message dans la boite aux lettres
d’Alice, seule Alice pourra ouvrir sa boite et consulter le message. Ici la clé publique est symbolisée par la
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boite aux lettres, tout le monde peut y déposer un message, la clé qui ouvre la boite aux lettres est la clé
privée d’Alice.

m
] —

BOB e

ALICE

Si Bob veut envoyer un message secret a Alice, le processus se décompose ainsi :

1.
2.
3.

Alice prépare une clé publique et une clé privée,
Bob utilise la clé publique d’Alice pour chiffrer son message,

Alice recoit le message chiffré et le déchiffre grace a sa clé privée.

BOB ALICE
Clé publique
Message M Clé privée Message M

\’ Message chiffré X

Chiffrement (| ~ se—) | Déchiffrement D |

Pour chiffrer un message, on commence par le transformer en un —ou plusieurs— nombres. Dans toute la
suite le message que Bob envoie est un entier.

4.3. Principe du chiffrement RSA

Voici en résumé le protocole RSA.

On choisit deux nombres premiers p et g que 'on garde secrets et on pose n = p X q. Le principe étant
que méme connaissant n il est tres difficile de retrouver p et q.

La clé secréte et la clé publique se déterminent a I'aide de I'algorithme d’Euclide et des coefficients de
Bézout.

Les calculs de chiffrement se feront modulo n.

Le déchiffrement fonctionne grace au théoréme d’Euler.

Et voici un schéma qui présente le chiffrement et le déchiffrement :

n, e forment la clé publique d’Alice

d est la clé privée d’Alice,

m est le message secret que Bob souhaite transmettre a Alice,

x est le message chiffré que Bob calcule a partir de la clé publique d’Alice et qu'il lui transmet,
seule Alice peut retrouver m par un calcul a partir de x et de sa clé privée.
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=
o
Qu

x =m°® (mod n)

m ——- C D —— m=x‘ (mod n)

Bob Alice

4.4. Protocole du chiffrement RSA

Choix de deux nombres premiers

Alice effectue, une fois pour toutes, les opérations suivantes (en secret) :
« elle choisit deux nombres premiers distincts p et g (dans la pratique ce sont de trés grands nombres,
jusqu’a des centaines de chiffres),
e elle calculen=p xq,
o elle calcule p(n)=(p—1) x (g —1).
Vous noterez que le calcul de ¢ (n) n’est possible que si la décomposition de n sous la forme p x g est connue.
D’ot le caractere secret de ¢ (n) méme si n est connu de tous.

Choix d’un exposant et calcul de son inverse

Alice continue :
« elle choisit un exposant e tel que pged(e, ¢(n)) =1,
« elle calcule I'inverse d de e modulo ¢(n) : d x e = 1 (mod ¢(n)). Ce calcul se fait par I'algorithme
d’Euclide étendu.

Clé publique/clé privée

La d’Alice est constituée des deux nombres :

Et comme son nom I'indique, Alice communique sa clé publique au monde entier.
Alice garde pour elle sa

Noter que le calcul de d nécessite (1), qu’Alice est la seule a connaitre. Alice peut détruire p, g et p(n)
qui ne sont plus utiles. Elle ne conserve secrétement que sa clé privée.
Message chiffré

Le message est un entier m, tel que 0 < m < n.
Bob récupere la clé publique d’Alice, n et e, avec laquelle il calcule :

x =m® (mod n)

Il transmet ce message x a Alice.
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Déchiffrement du message

Alice recoit le message x chiffré par Bob, elle le déchiffre a I'aide de sa clé privée d, par 'opération :

m = x? (mod n)

Nous allons prouver dans le lemme 1 que cette opération permet a Alice de retrouver le message original m
de Bob.

4.5. Exemple

Mise en place par Alice.
e Alice choisit p =5 et ¢ = 11, elle calcule n = p x ¢ = 55.
Elle calcule aussi p(n) =(p—1)(g—1) =4 x 10 = 40.
o Alice choisit par exemple I’'entier e = 3 qui est bien premier avec ¢ (n).
Alice calcule d, I'inverse de e modulo ¢ (n), ici elle trouve d = 27 car 3 x 27 =81 =1 (mod 40).
La clé publique d’Alice est (n,e) = (55, 3), sa clé privée est d = 27.

Envoi du message de Bob a Alice.
» Bob souhaite envoyer le message m = 41 a Alice.
e Bob calcule x = m® (mod n) a l'aide de la clé publique d’Alice. Ici

x=m®=41>=68921=6 (mod 55).

» Bob transmet x = 6 a Alice.
« Seule Alice peut déchiffrer le message a l'aide de sa clé secréte d, en effet le calcul de x¢ (mod n)
redonne le message original m. Ici

x1=6=41 (mod 55).

Ainsi Alice obtient bien le message m = 41. (Pour le calcul de 6% (mod 55) on utilise les techniques
d’exponentiation vues précédemment).

4.6. Lemme de déchiffrement

Le principe de déchiffrement repose sur le théoreme d’Euler.

Lemme 1.
Soit d linverse de e modulo ¢(n).

Si x =m® (mod n) alors m = x¢ (mod n).

Ce lemme prouve bien que le message original m de Bob, chiffré a I’aide de la clé publique d’Alice (e, n) en
le message x, peut-étre retrouvé par Alice a I'aide de sa clé secréte d.

Démonstration.
» Que d soit I'inverse de e modulo ¢(n) signifie d -e =1 (mod ¢(n)). Autrement dit, il existe k € Z tel
qued-e=1+k-@(n).
« On rappelle que, par le théoreme d’Euler, lorsque m et n sont premiers entre eux
m?™ =1 (mod n).

» Supposons pged(m,n) = 1.
Notons x = m® (mod n) et calculons x

x4 =m®)d = m¢? = mthe) = ok = g (WY = m - (D =m  (mod n).

d.
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» On admet que si m et n ne sont pas premiers entre eux, le résultat reste vrai (il faut adapter les arguments

précédents).
O

Note. Certains passages de ce chapitre sont extraits du chapitre « Arithmétique » du livre « Algebre » d’Exo7.
La section sur le chiffrement RSA est tirée du cours « Cryptographie » écrit avec Francois Recher.



Algorithme de Shor

Vidéo M partie 13.1. Arithmétique pour 1l’algorithme de Shor
Vidéo M partie 13.2. Début de 1l’algorithme de Shor
Vidéo M partie 13.3. Transformée de Fourier discréte (pour Shor)
Vidéo M partie 13.4. Fin de 1’algorithme de Shor
Nous détaillons le circuit et les calculs qui permettent une factorisation rapide des entiers a Uaide
d’un ordinateur quantique.

1. Arithmétique pour I'algorithme de Shor

1.1. Objectif : factoriser N

. . . . 7 . . a a: Q.
Soit N un entier. Nous aimerions décomposer N en produit de facteurs premiers : N = p, ! pz2 ---ps°. Pour

cela il suffit de trouver un algorithme qui fournit un facteur d de N, avec 1 < d < N. Ensuite pour obtenir
la factorisation compleéte, il suffit d’appliquer itérativement cet algorithme a d et a %’. Par exemple dans le
cas N = pq de la cryptographie RSA, il n’y a qu’une seule étape.
Au début de l'algorithme, on commence par choisir au hasard un entier a avec 1 < a < N. On calcule le
pged de a et de N par 'algorithme d’Euclide (c’est une étape tres rapide).
o Sipged(a,N) # 1 alors d = pged(a, N) est un facteur non-trivial de N et I'algorithme est terminé! (Par
exemple dans le cas N = pq, cette situation est rare, car il faudrait choisir a un multiple de p ou de q.)
o Sipged(a,N) =1, alors a € (Z/NZ)*, cest-a-dire a est inversible modulo N. En particulier il existe un
entier k > 0, tel que ak =1 (mod N).

1.2. Ordre
Définition.
On appelle d’un entier a modulo N, le plus petit entier r strictement positif tel que a” =1 (mod N) :
r =min{k> 0|la*=1 (rnodN)}.
Le théoréme de Lagrange pour le groupe (Z/NZ)* de cardinal ¢(N) donne une borne sur r.
Proposition 1.
Si ¢(N) est Uindicatrice d’Euler et a est un nombre premier avec N, alors
a?™M =1 (mod N)
et lordre de a modulo n divise ¢ (N).
Mais attention, ni 'ordre r, ni 'indicatrice ¢ (N) ne sont faciles a calculer. Par exemple dans le cas N = pq,

alors ¢(N) = (p —1)(q — 1) et on ne peut pas calculer ¢(N) sans connaitre les facteurs p et g (que I'on ne
connait pas car c’est ce que I'on veut calculer).


http://www.youtube.com/watch?v=rcalVwNwvgw
http://www.youtube.com/watch?v=sfwpg_uCXOU
http://www.youtube.com/watch?v=clviP2j4ojQ
http://www.youtube.com/watch?v=b7wsWcQ94nU
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1.3. Période

Proposition 2.

Lordre r de Uentier a modulo N est la plus petite période de la fonction k i a® (mod N).

Démonstration.
« Par définition de I'ordre r, on sait a” =1 (mod N) et a“ # 1 (mod N) pour 0 < k < r.
» 1 est une période :
dtr =gk gt =dk (@) =d 1P =a* (mod N),
donc f(k +£4r) = f (k).

o 1 est la plus petite période : par I'absurde si s < r était une période plus petite, alors f(s) = f(0) donc
a®* =a® =1 (mod N). Mais par définition, r est le plus petit entier tel que a” =1 (mod N), doncs > r
et nous avons une contradiction.

O

1.4. Facteurs de N

Nous allons faire plusieurs hypotheses au cours de ce chapitre. Nous discuterons plus tard de leur pertinence.

Hypotheése 1. Lordre r de a modulo N est pair.

Nous verrons dans le chapitre suivant « Compléments d’arithmétique » que c’est le cas pour plus de la moitié
des entiers a choisis au départ. Si r n’est pas pair, alors on arréte I'algorithme et on choisit une nouvelle
valeur de a. Si r est pair, a 'aide de I'identité a®? — b? = (a — b)(a + b) et sachant que a” —1 =0 (mod N),
on obtient alors

(@2 =1)(a@’?>+1) =0 (mod N)

Cette décomposition est la clé pour une factorisation de N.

r/2

Hypotheése 2. a’/“ 4+ 1 n’est pas divisible par N.

Encore une fois nous verrons dans le chapitre suivant que c’est la cas pour une majorité des entiers a choisis
au départ.

Proposition 3.
Avec les hypothéses 1 et 2, les entiers

d = pged(a’/?—1,N) et d’ =pged(a’/? +1,N)

sont des facteurs non triviaux de N.

Lemme 1.
Siab =0 (mod N) avec a # 0 (mod N) et b Z 0 (mod N) alors pged(a,N) et pged(b, N) sont des diviseurs
non triviaux de N.

Remarque.

L'anneau des entiers Z est intégre, cela signifie qui si un produit ab est nul alors 'un des facteurs a ou b
est nul. Ici ce n’est pas le cas, car si N n’est pas un nombre premier 'anneau Z/NZ n’est pas intégre. Par
exemple avec N =6 on a 2 x 3 =0 (mod 6).

Preuve du lemme. Supposons ab =0 (mod N), c’est-a-dire N divise ab.
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o Sion avait pged(a,N) =1, comme N|ab, par le lemme de Gauss on a N|b, donc b =0 (mod N), ce qui
donnerait une contradiction.
« Bien stir d = pged(a, N) est plus petit que N, et d’autre part d # N car sinon a =0 (mod N).
Ainsi d = pged(a, N) est un diviseur de N avec 1 < d < N, de méme pour d’ = pged(b,N). O]

Preuve de la proposition.
« Tout d’abord a’/?> —1 # 0 (mod N), car sinon a"/? = 1 (mod N) ce qui contredirait que r est le plus
petit entier tel que a” =1 (mod N).
« Lhypothése 2 dit exactement que a’/? +1 # 0 (mod N).
e Par le lemme d = pged(a™/? —1,N) et d’ = pged(a™/? + 1,N) sont des facteurs non triviaux de N.
O

1.5. Exemplede N =15

Prenons N = 15.

o Silentier a est choisi parmi {3, 5, 6,9, 10, 12}, alors a n’est pas premier avec N. Dans ce cas d = pgcd(a, N)
donne un diviseur strict de N et c’est terminé. Par exemple si a = 9, alors d = pged(9,15) = 3 est un
facteur de N = 15.

o Silentier a € {2,4,7,8,11,13, 14} alors pged(a,N) = 1. Il faut maintenant calculer 'ordre de a.

« Prenons I'exemple de a = 2. Alors 'ordre de 2 modulo 15 est r = 4, car 2* =16 =1 (mod 15).

— a"/?—1=22—1=3ainsi d = 3 = pged(3, 15) est un facteur de N.
— a"?4+1=22+1=5ainsi d’ = 5 = pged(5, 15) est aussi un facteur de N.
— Dans ce cas nous avons factorisé 15 =3 x 5.

o Prenons 'exemple de a = 7. Alors 'ordre de 7 modulo 15 est encore r = 4, car 7* = 2401 =1 (mod 15).
— a"/?—1=7%—1=48 ainsi d = pged(48, 15) = 3 est un facteur de N.

— a"?+1=72+41=50ainsi d’ = pged(50,15) = 5 est aussi un facteur de N.
— Dans ce cas nous avons factorisé 15 =3 x 5.

Voici une table qui résume les différents cas pour N =15 :

a | a premier avec N ? (et ordre) facteurs

2 oui r=4 d = pged(2¥/? —1,15) =3 et d’ = pged(2*? +1,15) =5
3 non d =pged(3,15)=3

4 oui r=2 d =pged(4*/2—1,15) =3 et d’ = pged(4*/? +1,15) =5
5 non d =pged(5,15)=5

6 non d =pged(6,15) =3

7 oui r=4 d = pged(742 —1,15) =3 et d’ = pged(74/%2 +1,15) =5
8 oui r=4 d = pged(842—1,15) =3 et d’ = pged(84/2 +1,15) =5
9 non d =pged(9,15) =3

10 non d =pged(10,15) =5

11 oui r=2 d = pged(11%/2—1,15) =5 et d’ = pged(11%2 +1,15) = 3
12 non d =pged(12,15)=3

13 oui r=4% d =pged(1342—1,15) =3 et d’ = pged(134/2+1,15) =5
14 oui r=2 I'’hypothése 2 n’est pas vérifiée, échec

1.6. Exemple de N =21

Fixons N = 21.
e Lesa€{3,6,7,9,12,14,15, 18} ne sont pas premiers avec N. Dans ce cas d = pgcd(a, N) donne un
diviseur strict de N et c’est terminé.
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e Les éléments a de {8,13} sont d’ordre r = 2; ceux de {2,10,11, 19} sont d’ordre r = 6. Dans ces deux
situations on obtient les facteurs d et d’ égaux a 3 et 7.
» Les éléments a = 4 et a = 16 sont d’ordre r = 3 impair. Lhypothése 1 n’est pas vérifiée et 'algorithme
échoue.
« Pour a = 5,a = 17 ou a = 20, l'entier N = 21 divise a"/? + 1. Lhypothése 2 n’est pas vérifiée et
I'algorithme échoue.
Exemple. Prenons a = 2. Son ordre est r = 6, car 2° = 64 = 1 (mod 21), lordre est pair; d = pged(2%/2 —
1,21) = pged(7,21) = 7 et d’ = pged(2%/% + 1,21) = pged(9, 21) = 3 sont les facteurs de N = 21.

Exercice. Faire un tableau qui détaille tous les cas pour N = 21 (comme ci-dessus pour N = 15).

1.7. Calcul de I’ordre sur un ordinateur classique

Comme mentionné précédemment, il n’y a pas de formule pour calculer directement r ou ¢(N) si on ne
connait pas déja les facteurs de N. Ainsi un algorithme d’informatique classique pour calculer 'ordre d'un
élément a modulo N nécessiterait de calculer successivement a',a?,a?,... modulo N, jusqu’a trouver 'ordre
r caractérisé par a” =1 (mod N). Il y a donc au total environ O(N) calculs du type a* (mod N).

k

C’est 1a qu’intervient la magie de I'informatique quantique qui permet d’évaluer tous les a“ en méme temps.

2. Début de I'algorithme de Shor

Pour un entier a fixé, le but est de calculer tous les ak modulo N pour k variant de 0 & N —1 afin de trouver
l'ordre r pour lequel a” = 1 (mod N). On rappelle que cet ordre r est aussi la plus petite période de la
fonction k — a* (mod N).

2.1. Ordre

Fixons un entier a. Considérons la fonction f définie par

f:z — Z/NZ
k +— da* (modN).
Ainsi f(1) = a (mod N), f(2) = a? (mod N), f(3) = a® (mod N),...
On rappelle qu’a une fonction f : x — y on associe l'oracle F : (x,y) — (x,y ® f(x)). Donc l'oracle associé

a notre fonction f : k — a* (mod N) est F : (k, y) — (k, y ® a* (mod N)), mais notre circuit sera toujours
initialisé avec y = 0, donc dans notre situation nous considérerons F : (k,0) — (k,a* (mod N)).

Exemple.
Pour N=15eta=2:
(0,0) — (0,1)
(1,0) &5 (1,2)
(2,00 & (2,4)
(3,00 & (3,8)
(4,0) > (41) car16=1 (mod 15)
(5,0) <5 (5,2) car32=2 (mod 15)
(6,0) > (6,4) car64=4 (mod 15)
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Choisissons un entier n tel que 2" > N. (Ce sera suffisant pour le cas étudié dans ce chapitre, mais dans le
cas général il faut en fait avoir 2" > N2, voir le chapitre « Compléments d’arithmétique ».)

On peut alors coder n’importe quel entier plus petit que 2" a 'aide d’'un n-bit : pour 0 < x < 2", on note
X = X,_1...X1.Xg son écriture binaire sur n bits.

ko ko

premier registre k

second registre 0 ——— Y a* (mod N)

—_—

Le circuit de l'oracle est composé de deux , en entrée le premier registre recoit 'entier k, codé sur
n bits, donc a l'aide de n lignes quantiques, méme chose pour le second registre qui correspond a 0. Nous
avons également deux registres en sortie, le premier renvoie k et le second a® (mod N). Loracle a bien
pour action (k,0) — (k,a* (mod N)). En termes de qubits, si I'entrée de I'oracle est | @ ® ’ Q> alors la sortie

|k> ® ’ak (mod N)>.

2.2. Début du circuit

0) —H]
premier registre |0) @ |1ﬁ3>
0) (]
Oy —
|0) A
. — mesure du
second registre 10) - second registre
|0) A

« Initialisation. Le circuit est initialisé par des qubits tous égaux a |0).
) =10...0) ®]0...0) = |0)*" ® |0)*" = |0) ® |0).
» Transformation de Hadamard. On applique une transformation de Hadamard, mais seulement sur le

premier registre (donc sur les n premieres lignes).
2n—1

=5 () o)== 31 I oo} =1 oo

» Oracle. On a vu que 'oracle envoie | @) ® |Q> sur | k) ® \a_k>, donc

2"—1

_ 1 k
|¢2>—@§|k>®|a_>-

Remarque. Les calculs dans le second registre se font modulo N. On raccourcit 'écriture

).

a® (mod N)> en
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Nous allons maintenant récrire |1),) en utilisant le fait que la fonction k — a* (mod N) est périodique de
période r.

Hypothese 3. L'ordre r divise 2".

C’est une hypothese qui sert a simplifier la suite des calculs. Contrairement aux hypotheses 1 et 2, ce n’est
pas une hypothése vraie en général. Quand cette hypothese est fausse les calculs qui suivent doivent étre
adaptés et sont un petit peu plus compliqués, mais le principe reste le méme (voir le chapitre suivant).

Sous 'hypothese 3, pour 0 < k < 2", écrivons la division euclidienne de k par r :
n

2
k=ar+p avecO0<a<—et0<P<r
r

Ainsi le qubit | @) ® | ak ) s’écrit aussi |ar + /5> ® | af ) car on rappelle que modulo N :

ak=aq* P =q%.qP = (@) - aP =1%*-aP =aP (modN).

Ainsi :

r—12"/r—1 1 r—1 (2"/r—1
= g 3 e} olert= 55 o) olet)

p=0 a=0

2.3. Mesure du second registre

Apreés 'oracle, on effectue une mesure du second registre, c’est-a-dire des n dernieres lignes du circuit. On
obtient pour ce second registre la mesure d'un |a/3°> pour un certain entier 0 < f; < r. Apres cette mesure

le qubit du premier registre est :
2”/r 1

|T/)3 ar+fo).
«/_
Le qubit complet en sortie de circuit est donc
[3) = [1P3) ® [a)

(en supposant ici que la mesure du second registre a_ﬁo , fige le second registre en le n-qubit | a_ﬁo )).

2.4. Que donnerait la mesure du premier registre ?

n . . . . .
27 — 1. Si on mesurait ensuite le premier registre,

2

Le qubit ’1/33> est une somme de ‘ar +/50>, a=0,...

C’est-a-dire le qubit |1/33> alors on obtiendrait I'un des états

ar + [50> pour un certain 0 < a < 2"/r,
ou plus exactement, un n-bit ar + f3,, c’est-a-dire 'un des entiers
ar + By pour un certain 0 < a < 2"/r.

En plus, ces entiers ar + f3; sont tous équiprobables.

Voici schématiquement ce que donne la mesure du premier registre : parmi toutes les possibilités |Q> a
| 2"—1 >, la mesure donne I'un des ar + f3; ol B, est un entier fixé (donné par la mesure du second registre)
et r est la période.

probabilité
r
e E——
|/50> r+ /50> ar + /50> premier registre




ALGORITHME DE SHOR 161

Le but est de trouver r, mais on ne connait ni a, ni f3;, donc connaitre I'un des ar + f3,, ne permet pas de
retrouver r.

Par exemple, pour N =15, 3, = 1, la mesure donne |'un des entiers 1, 5, 9 ou 13. L'écart entre ces entiers
donne la période cherchée r = 4, mais la connaissance d’'un seul de ces entiers ne permet pas de retrouver
r. Malheureusement on ne peut pas refaire 'expérience pour obtenir un autre entier de la liste, car lors de
la nouvelle expérience on n’obtiendra pas nécessairement le méme f3,.

Il va falloir compléter le circuit pour obtenir r. Cela va nous demander pas mal d’efforts et tout le reste de
ce chapitre.

2.5. Exemple de N =15

Essayons de factoriser N = 15. On prend alors n = 4, car 2* = 16 > N. Le circuit est donc composé de deux
registres de 4-bits (donc 8 lignes en tout).
On fixe un entier a premier avec N. Pour un exemple concret on prendra a = 2.

o Initialisation.

l4ho) =10.0.0.0) ®0.0.0.0) = |0) ® |0).
e Transformation de Hadamard.

1) =1 [0) @ [0) = 7 ([0} +[1) +[2)+---+[15)) o]0).

e Oracle.

ah =7 (10 [a%) +]2)-]a") +[2)-[a?) + -+ +[15)[a'%))

Souvenons-nous que les termes des seconds facteurs sont calculés modulo N. Considérons le choix de
a = 2, alors 'ordre que 'on veut déterminer est r =4 :

2°=1 (mod15) 2'=2 (mod15) 22=4 (mod15) 2°=8 (mod 15)

2*=16=1 (mod15) 2°=32=2 (mod 15)
Donc

o) = 3([0)[2) + [2)]2) +[2) |4) +[3) [8)
+[4)[1)+[5)[2) +[6) [4) +|7) 8)
+[8)[1)+19)[2) + [10)[4) + |11)[8)
+[12)|1) + [13)[2) + [14) |4) + [15)[8) )
On peut regrouper les termes selon le second facteur :
k) =5([0) +[4)+ [8) + [12)) 1)

+3([1)+[5)+|9)+[13)) [2)
+3([2)+6) + [10) + |14) ) |4)
+3([3)+|7) + [11) + |15) ) |8)

* Mesure du second registre.
Une mesure sur le second registre renvoie de fagcon équiprobable :

1 ou 2 ou 4 ou 8

Le qubit |1/_)3> du premier registre dépend alors de cette mesure :
— si la mesure du second registre est 1 alors |1/33> = %( |Q> + \4_1> + |§> + |Q> ),
— si la mesure du second registre est 2 alors |1ﬁ3> = %( |1> + \§> + |2> + |§> ),
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— si la mesure du second registre est 4 alors |1ﬁ3> = %
— si la mesure du second registre est 8 alors |1,l_13> = %(
» Mesure du premier registre.
On effectue ensuite une mesure sur le premier registre. Par exemple, plagons-nous dans le cas ot le
second registre a donné la mesure 2, alors le qubit |1/33> = %( \l> + \§> + ~2> + \E)) se mesure de facon
équiprobable en :
1 ou 5 ou 9 ou 13

probabilité

e

0) [1) [2) [3) [4) [5) |e) [7) [8) |9) |10) [11) [12) [13) |14) [15)

La mesure donne donc un entier parmi 1,5,9, 13, qui ont un écart entre eux de r =4 (la période que
I'on veut trouver), mais comme on n’obtient qu'un seul de ces entiers cela ne permet pas de retrouver ce

premier registre

r.
Autre exemple : si le second registre a donné la mesure 8, alors la mesure du premier registre donne
I'un des entiers 3, 7, 11 ou bien 15, mais ne permet pas de retrouver r.

3. Transformée de Fourier discrete

3.1. Préambule sur les nombres complexes

Rappelons quelques résultats sur I'écriture trigonométrique des nombres complexes :
 tout nombre complexe z € C s’écrit z = re® our>0etfe R,
. un nombre complexe de module 1 sécrit z = el ot 6 € R,
o 27 =1,
. (616 Y =719 ot z* désigne le conjugué de z.
Lemme 2 (Somme d’une suite géométrique).
Soit z € C. Soit n > 0. Alors

_ n siz=1
T+z+22+-+2"1={ | . ’
—, Sinon.

; : -1 \ . .
Démonstration. Notons S, = ZZ:O 2z 1a somme a calculer. Si z = 1 alors S,, est la somme de n termes égaux
a 1. Sinon en développant (1—2)-S, =S, —z-S,, =1 —2" car presque tous les termes se télescopent. []

Le lemme suivant est le point-clé de la transformée de Fourier discrete que I'on étudiera plus loin.

Lemme 3 (Lemme crucial).
Soient n € N* et j € Z.

1 Z ezm_ . si - est un entier,
n sinon.

2im rrj 1
Noter que si on pose w =en etz =w/ =en alors la somme 2 calculer est simplement %, = & Zn zk.
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Démonstration. Par la remarque précédente il s’agit de calculer la somme d’une suite géométrique (au

facteur % prés) : 3, = = >0 L zk,

2inj 2

Si j/n est un entier alors z = e n =e*'" =1 et par le premier cas du lemme 2, alors 2, = 1.

Sinon, z # 1 et a 'aide du second cas du lemme 2 :
n—1 n
ok —

k=0

:l’—‘
:Ir—l

N

Mais 2" = (e n ) = e?™ =1 et ainsi %, = 0.
O

Voici l'interprétation géométrique de ce lemme. Notons de nouveau w = e = , c’est une racine n-ieme de

Tunité. Alors les w* forment les sommets d’un polygone régulier i n cotés. Le barycentre de ces points a
. -1 . . . .

pour coordonnées % ZZ:O wk = 0 par le lemme, c’est donc bien l'origine ! D’un point de vue physique on

parle d’interférence destructive.

w = e2im/3 i i w = e2in/5
w2 = e4in/5
0 w’=1 0 w’=1
wS — e6ir:/5
wz __ ,4in/3 C1)4 e8in/5
2in 2im
n=3,w=es3 n=5w=es
3.2. Transformée de Fourier
Fixons un entier n > 1. La F transforme un n-qubit de base en une somme

de n-qubits de base selon la formule :

2"—1

1/12_’126 inkl

j=0

j)

Si on note w = e2" alors la formule s’écrit aussi :

A

Flk

! 21 il
J—Ej;(”)@

Ensuite F est étendue par linéarité & n’importe quel n-qubit |v). Si |¢) = Zi:_ol ay | k) alors

2"—1

Fly) = Z aF |k).
k=0
Commencons par des exemples avec de petites valeurs de n.

Exemple.
2im :
Fixons n = 1. Les deux 1-qubits de base sont |0) et |[1). Ona alors 2" =2 et w =e2 =" =—1.
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Pour k = 0, les coefficients seront (w®)° =1 et (w®)! = 1, donc :
1

Flo) = 0) +11)).
|0) 7 (10) +11))
Pour k = 1, les coefficients seront (w')? =1 et (w!)! = —1, donc :
A 1
Fl|1)=—(|0)—]1)).
1) 7 (10)—11))
Résumons les coefficients par le tableau des valeurs (ew*)/, avec ici w = —1.
|j=0 j=1 |j=0 j=1
k=0 | (0" (! k=0]| 1 1
k=1|(0")? (! k=1]| 1 -1

Pour un qubit |¢)) = a|0) + B |1) alors
Flp) =F(al0) + B 1)) = aF |0) + BF|1)

= izauo) +1)+ %/3 (10) —11))

V2 V2
1 1
= E(o¢+/5)|o) + E(a—/a)m

Noter qu'au final pour n = 1, F est égale a la porte de Hadamard H.

Exemple.
Fixons n = 2. Les 2-qubits de base sont |Q> =10.0), {l) =10.1),
2”=4etw=em7n =elZ =i.
Les coefficients de F | k) sont les (w*)/.
e Pour k = 0, les coefficients sont tous 1,

g) =]1.0) et |§> =|1.1). On a alors

e Pour k = 1, les coefficients sont les i/,

« Pour k = 2, les coefficients sont les (—1)/,

« Pour k = 3, les coefficients sont les (—i).
Voici le tableau des coefficients (w*)’ avec w = i.

j=0 j=1 j=2 j=3 j=0 j=1 j=2 j=3
k=0 (0w (0! (w°)? (w°)?3 k=0| 1 1 1 1
k=1](0w") (0w (w')? (w')? k=1 1 i -1 —i
k=2|(0?)? (0! (w?)? (w?)? k=2 1 -1 1 -1
k=3|(0?)? () (0?)? (w®)? k=3 1 —i -1 i
Ainsi :

. 1

Flo) =3 (o) +[1)+[2)+]3))

. 1 .

Fl1y=2 (o) +if1)- |2)-1s))

R 1

Fl2)= 2 (|o)=[1)+[2)-[3))

. 1 .

#lg)=1 (|0)-if)- |2)+is))
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2im

De facon générale pour n quelconque et w = e 27, alors voici comment s'organise le tableau des (w*)’.

j=0 j=1 j=2 j=3
k=0 1 1 1 1
k=1 1 w w? w3
k=2 1 w?  (w?)? (w?)?
k=3 1 P (w?)? (w®)?
k=4 1 w?

3.3. La transformée de Fourier discréete est unitaire

Proposition 4.
La transformation de Fourier discréte est une application unitaire.
Commencons par le vérifier sur des exemples.

« Pour n =1, notons |),) = F|0) = % (oY + 1) et yp;) =F|1) = f (J0) —1)). Alors la base (|0), 1))
est envoyée sur la base (|vyy), |1;)). Comme une base orthonormale est envoyée sur une base orthonor-
male, £ est une transformation unitaire.

e Pour n = 2, notons de méme |¢);) |k> pour k =0,1,2,3 que I'on a calculé auparavant. On vérifie
que les |1;) forment une base orthonormale. Par exemple, montrons que [1;) et |y,) sont orthogonaux.
Tout d’abord

al =) = 2 (o] = i(1] — (2] +i(3])

Donc :
¢1|wz=—(0\—1 1| —(2]+i(3])- (jo)—]1) +|2)—[3))

On développe tout, et on utilise que p‘q =0sip#qet p)p —
(Y1lypo) = 0|0 +i(1]1)—(2]2) —i(33) )_—(1+1— —i)=o0.

Démonstration. Nous allons montrer que la base canonique des | @} s’envoie sur une base orthonormale
l). Ainsi F envoie une base orthonormale sur une base orthonormale et est donc une transformation
unitaire (voir le chapitre « Portes quantiques »).
Notons |Y;) = |k> pour 0 <k <2"—1.

Fle)

(Welpe) = (£ |k))"

1 —2in &P 1 2im 4k
- @Ze 2n<1_,‘ : @;e #1q)

2"—12"—1

217'521,3 2in 5 Le
Z Z #(pa)

— LS e ) car (pla)=0sip 26
p=0

= 2i Z n (G car <B‘[_J>= 1
p=0

Sik = ¢ alors e?™ 20 = % = 1, et ainsi (Y |p;) = 1. Si k # ¢, alors £2nk n’est pas un entier, et par le
lemme crucial 3, (1, |v,) = 0. Ainsi les |v);) forment une base orthonormée et F est une transformation
unitaire. O
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3.4. Transformée de Fourier inverse

Comme F est unitaire alors F est inversible et F~! = F*. Ainsi la formule de F~! | k > est celle de F | k) mais
avec un signe moins dans I'exponentielle :

1 2"—-1
P = = > )
= /—2n £
j=0
. 2in —2in
Si on note w = e2" alors w* =e2" et ainsi
2"—1

P )= Z(w*")] -

Exemple.
Fixonsn=1, w*=—1.
=110y = L -111) = (10} —
F |0)—ﬁ(|0)+|1)) et F[1) ﬁ(IO) 1))
Dans ce cas F~1 = F.
Exemple.
Fixons n = 2, w* = —i.
A 1
Fo) =2 ([0} + (1) +[2)+13))
Al 1
FH1) =2 (0)=i|1)—[2) +i[3))
a_ 1
F2) =2 (j0)— 1) +[2)—[3))
A 1
F73) =3 (jo)+i[1)—|2)=i[3)

4. Fin de l'algorithme de Shor

4.1. Fin du circuit

Apres l'oracle, nous en étions restés a une mesure du second registre, et nous avions vu que la mesure du
premier registre ne permettait pas de conclure. Aprés la mesure du second registre, nous allons faire agir
sur le premier registre la transformée de Fourier discréte inverse F~!.
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0) —H] A
o —@—— =
0) — (] 0 A
10) A
10) A
10) A

4.2. Calculs

On se souvient que la mesure du second registre a donné a® (on peut aussi considérer que I'état quantique
du second registre s’est effondré a \ abo >). Alors le qubit du premier registre est :

2”/r 1
|hs) = Z ar + ﬁo>
Calculons le qubit \1134) obtenu apres I'action de la transformée de Fourier inverse :
[a) =" [1h3)
2" /r—1
a1 VT
= ‘ar +
7 2 [artho)
2" /r—1
\/F Z A1
= F7 |lar + By
2" 4o —>
/ —

r — et |
- Z j)
~o
2" [r—
Z —2ingify | g-2in Y

i)

Pour la derniére égalité nous avons interverti les deux sommes et utilisé que r divise 2". Calculons le
coefficient qui intervient dans cette somme a I'aide du lemme crucial 3 :

2" /r—1 . . .
1 Z 6—2”Tzn/r _ 1 si 77y €St un entier,
0 sinon.
2"
r/
2

Pour la derniere égalité, nous avons juste changé la notation des indices en posant j = =-=.

a=0
Ainsi

=7 X e
ﬁ j=0,...,2"—1
avec an 7r entier

#1j)= Lrie—zmﬁoé
T =0

Qu’avons-nous gagné avec l'action de la transformée de Fourier ? Tout d’abord la constante 3, n’apparait

que dans les coefficients des qubits et n’intervient plus aprés mesure. Ensuite la période r que 'on veut

. 7 . . . n
déterminer est au dénominateur dans I'expression de I'entier ¥
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4.3. Mesure du premier registre

La mesure du premier registre donne un entier Z—r[
2%
r
contre { n’est pas connu (on sait 0 < £ <r—1).

2::e> du qubit |1/34>.

et nous voulons en déduire la période r. Lentier n est connu, par

, correspondant a I'un des états

Nous obtenons donc un entier m =

Commencons par diviser par 2" (valeur connue) pour obtenir le rationnel x = 3 = %

e Si x est entier alors on n’obtient aucune information sur r. C’est le cas si £ = 0, ou bien si r divise £.
Dans ce cas notre méthode échoue. Il faut recommencer I'exécution du circuit quantique. Noter que ce
cas se produit assez rarement.

» Sipged(¢,r) =1 alors d’'une part x = 3; est connu et son écriture sous la forme de fraction irréductible
est % Donc en réduisant la fraction x = % en une fraction irréductible, on obtient r (et £). Par exemple
six = %6 alors I'écriture irréductible est % doncr=4etf=13.

o Sipged(¢,r)# 1, alors I'écriture irréductible de x = 37 est f—: On a

m U !
S Te T

Ainsi r’{ = r{’, donc r’ divise r¢’, mais comme pged(r’,£’) = 1 alors par le lemme de Gauss r’ divise r.

X

\Y vé A1 r mai r r. es !
Nous n’avons pas trouvé la période r mais un facteur r’ de r. C’est un progrés! On recommence notre
. . / . . Yo
algorithme avec le choix de a” au lieu de a. En effet, comme la fonction a — a* est de période r, alors
. / YR . .
la fonction k — (a” ) est de période r/r’. Nous sommes certains que ce processus se termine car r n’a
qu'un nombre fini de facteurs.

4.4. Exemple

Voyons la fin de 'algorithme sur 'exemple N = 15.
e Siae{3,5,6,9,10,12}, alors a n’est pas premier avec N et d = pgcd(a, N) > 1 est un diviseur strict de
N et C’est terminé.
 Les entiers a € {4,11, 14} sont d’ordre r = 2, mais par contre a = 14 ne vérifie pas 'hypothese 2.
Etudions les cas a = 4 et a = 11. La mesure finale du circuit fournit m = 2rﬂ, on calcule x = 57 = % avec
0<{<r—1,donciciavecr =2, x = % avec { = 0 ou £ = 1. On rappelle que 'on connait la valeur de
X, mais qu’il s’agit d’obtenir r et £.
— Dans le cas £ = 0 alors on a la connaissance de x = 0, mais on n’obtient aucune information sur r. Il
faut recommencer l'algorithme.
— Dans le cas £ =1 alors on a la connaissance de x = % Comme x = % est une fraction irréductible, la
connaissance de x permet de retrouver { =1 et r = 2. Nous avons obtenu la période r = 2.
e Lesentiers a € {2,7,8,13} sont d’ordre r = 4.
La mesure finale du circuit fournit m = #, on calcule x = 57 = % avec 0 < £ < r—1, donc ici avec
r=4,x= % avec { € {0,1,2,3}.

— Dans le cas £ = 0, la connaissance de x = 0 ne permet pas de trouver r. Il faut recommencer
I'algorithme.

— Danslecas{ =1,onax = %. Comme x = % est une fraction irréductible, la connaissance de x
permet de retrouver £ = 1 et r = 4. Nous avons obtenu la période r = 4.

— Danslecas/{ =2onax= % Nous obtenons la fraction irréductible x = f—i avec ' =1letr =2.
Lentier r’ = 2 n’est pas la période (C’est facile a vérifier) mais on sait que r’ = 2 divise r. On avait
choisi un entier a au début de I'algorithme, on recommence maintenant l'algorithme avec le choix
de a? qui a pour période r/2. En un nombre fini d’itérations de I'algorithme on obtiendra r.

— Dans le cas £ = 3, la connaissance de x = % permet de retrouver £ =3 et r = 4.

Nous verrons dans le chapitre suivant un exemple dans lequel I'ordre r n’est pas une puissance de 2.
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Vidéo M partie 14.1. Fractions continues
Vidéo M partie 14.2. Algorithme de Shor pour n’importe quel ordre
Vidéo M partie 14.3. L’algorithme de Shor fonctionne au moins une fois sur deux
Nous apportons des compléments a Ualgorithme de Shor vu lors du chapitre précédent en étudiant
chacune des hypotheéses.

Dans ce chapitre il n’y a pas d’informatique quantique mais beaucoup de mathématiques! Certaines
parties sont assez techniques et d’un niveau un peu plus élevé que les chapitres précédents.

1. Fractions continues

1.1. Motivation

Dans le chapitre précédent nous avons fait une hypotheése simplificatrice : 'ordre r divise 2". Ce n’est pas
vrai en général, mais I'algorithme de Shor reste valide moyennant quelques adaptations.
Reprenons la fin du circuit de I'algorithme de Shor qui permet de calculer 'ordre r d’un élément.
o Sir divise 2" alors la mesure du premier registre conduit a un nombre rationnel x = 3 qui est aussi
égal a % Ainsi x est un multiple de % et permet de retrouver r (ou au moins un facteur de r).
« Sir ne divise pas 2" alors la mesure du premier registre conduit & un nombre rationnel x = 3; qui est
proche d’un multiple de % (mais n’est pas exactement un multiple). Comment retrouver r a partir de x ?
Voici 'exemple que I'on étudiera en détails dans la section suivante afin de factoriser N = 21 a I'aide du
choix a = 2. Imaginons qu'une mesure conduise a x = ‘5%. Comment retrouver 'ordre r ? On pourrait aussi
426 428

=15 ou bien x = z75. On voit que x est proche de g. Mais est-ce que 5 est vraiment la période ?

obtenir x = =15

1.2. Fractions continues

Une est une fraction

a0+

a1+ L

1
1

a2+

ol ag > 0 et a; > 0 (pour i > 0). On note cette fraction par la liste [ag, ay, ..., a,].
On note éﬁ ’écriture irréductible du rationnel [ag, a4, ..., a,].
n

Exemple.
Décriture en fraction continue [5, 2, 1,4] représente le nombre rationnel :
1 5
x=5+—— =22 _53571428...
24— 14

1+Z


http://www.youtube.com/watch?v=lTRK4CEh7nc
http://www.youtube.com/watch?v=7m2HBBf8QPw
http://www.youtube.com/watch?v=OWanCeO3Hqo
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Prendre les sous-listes de la fraction continue permet d’obtenir des approximations de x de plus en plus
précises :

e Sous liste [5], alors 5_8 =05.

e Sous liste [5, 2] alors % = 12—1 =5.5.

« Sous liste [5,2,1] alors Iﬁ = 13—6 =5.33...

e Liste complete [5,2,1, 4] alors Z—Z = Xx.

1.3. Approximations par les fractions continues

Les fractions continues prennent tout leur intérét pour approcher des réels (ou des rationnels) par des
fractions simples. Prenons 'exemple de . Comment approcher 7 par une fraction avec un dénominateur
pas trop grand (disons avec moins de trois chiffres) ? L'idée la plus simple est d’utiliser I'écriture décimale
m=3.1415.. i’(l)g Mais peut-on faire mieux?

Calculons pour commencer la fraction continue de x = f(l)g Cela se fait par des divisions euclidiennes
successives : 314 =3 x 100 + 14 donc

314 14 1
— =3+ —=3+-—,
100 100 %
puis 100 =7 x 14+ 2, donc
314 1 1
00 tooz 3T
7+ 14 7+ 7
Ainsi
314 ~3 122
100 7 7
Nous avons donc approché 7 par = 3.1428... ce qui est aussi bien que % mais avec un dénominateur
beaucoup plus petit.
314159

Bien évidemment on peut pousser les calculs plus loin : 7 &~ 355555 On calcule la fraction continue de 7

(ou de fégégg) et on obtient (3, 7 15,1,...]. Cela fournit les approximations successives :

« Sous liste [3,7], alors & q =% =3.1428..

 Sous liste [3,7,15], alors q— i’gg 3.141509..
» Sous liste [3,7,15,1], alors 2 = = 3% =3.14159292...
Ainsi avec des fractions dont les dénominateurs restent petits, on trouve de tres bonnes approximations de

7. En un sens les fractions continues donnent les meilleures approximations possibles d’'un réel x par des

rationnels.

1.4. Exemple

Reprenons 'exemple de la factorisation de N = 21 a l'aide du choix a = 2. Supposons que le circuit de Shor

nous donne la valeur x = gf;, comment obtenir 'ordre r ?

La mauvaise idée est d’utiliser I'écriture décimale pour dire x = % ~ % z donc le dénominateur naturel
(qui donne T'ordre r) serait 5. Ce n’est pas vrai.
La bonne méthode est de calculer le développement en fraction continue de x :

427

=227 _10,1,5,42,2] =0+
x=55 =1 ]

Ce qui fournit les approximations successives :
o Sous liste [0,1] =0+ %, alors % = % =1.
i = 1 3
Sous liste [0,1,5] =0+ LI 6
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o Sous liste [0,1,5,42] =0+ Hl;l =753
5+47

427
e Sous liste [0,1,5,42,2] = £35.
Les dénominateurs sont les candidats pour I'ordre r, mais on sait que I'ordre r cherché est inférieur a I'entier
N = 21. Donc ici, la meilleure fraction ayant un dénominateur inférieur a N est %, on trouve ainsi r = 6. 11
est facile de vérifier que 'ordre de a = 2 modulo N = 21 est bien r = 6.

Lors de la mesure on peut aussi obtenir des valeurs légérement différentes par exemple x’ = gfg ou bien
= ‘5‘%3 Que se passe-t-il alors?

e Six' = ;‘%g’ [0,1,4,1,20,2], les fractions successives sont %, %, %, %, %}52 La meilleure fraction ayant

un dénominateur inférieur a N est g, on retrouve ainsi r = 6
e Six" = % =1[0,1,5,10,2], les fractlons successives sont 1, 2, 2%, igg La meilleure fraction ayant un
dénominateur inférieur a N est encore g et on retrouve r = 6.

Conclusion : la méthode des fractions continues permet de retrouver 'ordre r.

2. Algorithme de Shor pour n’importe quel ordre pair

2.1. Fin du circuit

» Cas du chapitre précédent. Si r divise 2" alors la mesure du premier registre conduit a la mesure d'un
état ‘2—:[> et donne donc un entier m = g On définit alors le rationnel x = 3 qui est aussi égal a é
et qui permet de retrouver r (ou au moins un facteur de r). Noter que comme r divise 2", m est un
multiple de % Autrement dit, x est un multiple (avec un facteur entier) de %

 Cas considéré maintenant. Si r ne divise pas 2" alors la mesure du premier registre conduit a un entier

m. Cet entier m est proche de 2 2% (pour un certain entier £) mais la fraction 2 Ze

n’est plus un entier.
Autrement dit on obtient un nombre rationnel x = 3 qui est proche d’un multlple de % (mais n’est pas

exactement un multiple).

2.2. Lexemple N = 21 : début

Soit N I'entier a factoriser. Dans toute la suite on considérera I'exemple de N = 21. Dans le cas ou r divise 2",
il suffisait de choisir I'entier n tel que N < 2". Dans le cas général on choisit n de sorte a avoir les inégalités
N2 < 2" < 2N?. Pour N = 21, on a N? = 441, donc avec n = 9 on a bien N* < 2" =512 < 2N2.
Reprenons les calculs du circuit de Shor :
» Initialisation.
o) =10)*" ®[0)"
» Transformation de Hadamard.

2"—1
) =| = Z|k)

2"—1

[p,) = Z k) ® |a¥).

e Oracle.

2.3. Lexemple N = 21 : milieu

Choisissons ensuite un entier a inversible modulo N. Prenons simplement a = 2 qui est bien premier avec
N = 21. Nous devons retrouver I'ordre de a modulo N qui est ici r = 6.

Réordonnons les éléments de |,) en regroupant les termes selon le second facteur qui est I'un des | a_k >
pour k variantde0ar—1=>5.
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) =725 (0)+]6)+ - +[504) + |510) ) 1)
As([1)+]2)+--+]505) + |511) ) |2)
75([2)+[8)+ - +|506) ) |4)
a5 ([3)+]9)+---+]507) ) |8)
—2(]4)+]10) + -+ |508) ) |16)
s ([8)+[11)+--- +[509) ) [11)

Bien noter la différence avec le cas ol r était une puissance de 2. Ici on n’obtient pas un tableau rectangulaire.
Les deux premieres lignes contiennent une somme de 86 termes alors que les suivantes en ont seulement
85.

On effectue ensuite une mesure du second registre et on obtient 'un des | ak ) Dans la suite on suppose par
exemple qu’on obtient | g), alors le premier registre, une fois normalisé, contient le qubit :

[¥s) = 7= ([1) +|7) + [13) + - + |505) + [511) ).

2.4. Lexemple N = 21 : fin

La derniere étape est d’appliquer la transformée de Fourier inverse et d’effectuer une mesure sur le premier
registre.

|ba)

I
w>

“aps)
8
— 1
(fz
85
1
%27
a=0
—2in 8 S5 ) 2175541.2

511 (
6aj

85
Z(]) = ‘/% Z —2imgy,

est un nombre complexe qui peut prendre des valeurs autres que O et 1.
La mesure du premier registre conduit a la valeur j avec la probabilité :

p;= 51202,

Ces probabilités sont presque nulles sauf pour les valeurs de j proches des réels # (qui ne sont pas des

[l
3

)

(6a+1)j
—2inm 515

j)

i)

Cette fois la somme

entiers) avec £ =0, 1,...,r — 1. Nous avons ici
2" 512
— =—=285.33...
r 6

n
Les valeurs ¥ pour £ =0,...,5 sont les réels :

0 85.33... 170.66... 256 341.33... 426.66...
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Donc ici les probabilités sont presque nulles, sauf autour de entiers :
j=0, j =285, j=171, j =256, j =341, j=427.

Voici le diagramme des probabilités p;, pour 0 < j < 512. Les 6 pics sont nettement visibles.

0.150 +

0.125 4

0.100

0.075 +

0.050 +

0.025 +

N N i Jil

0.000

T T T T T
0 100 200 300 400 500

Voici le tableau des valeurs autour du pic a j = 427.

J Pj
422 | 0.00062...
423 | 0.00099...
424 | 0.00186...
425 | 0.00469...
426 | 0.02888...
427 | 0.11389...
428 | 0.00702...
429 | 0.00226...
430 | 0.00109...
431 | 0.00063...

On note la probabilité élevée en j = 427, une probabilité plus faible en j = 426 (qui s’explique car pour
=5, zrﬂ = % =426.66...), pour les valeurs plus éloignées les probabilités sont presque nulles.

2.5. Ordre

On obtient 'ordre r, ou l'un de ses facteurs, a partir du développement en fractions continues comme
expliqué précédemment. A part cela, les conclusions sont similaires aux cas du chapitre « Algorithme de
Shor » :
 Si la mesure donne un entier j proche de 0, alors on n’obtient aucune information sur l'ordre r, il faut
recommencer.
 Si la mesure donne un entier j proche de 85 ou proche de 427, alors le développement en fraction
continue de 513 donne l'ordre r = 6.
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« Sila mesure donne un entier proche j proche de 171 ou 341 alors on n’obtient pas r mais le facteur
r’ = 3; si la mesure donne un entier j proche de 256 alors on n’obtient pas r mais le facteur r” = 2.
Dans ces cas on relance 'algorithme pour obtenir la factorisation complete.

2.6. Conclusion

Il nous reste a justifier que 'approximation du pic conduit au bon résultat.

Théoréme 1 (Hardy — Wright).
Soit x € R. Soit une fraction fl—) telle que :

P 1
q| 2¢*
Alors g—) est obtenu comme Uune des fractions du développement en fractions continues de X.
Dans notre situation nous considérons 'entier m le plus proche de 2r_€ Donc ‘m - ¥‘ < % En posant x = 3;

1
2r2
s’obtient comme I'une des fractions du développement en fractions continues de x, comme on l'avait

on obtient |x - %\ < ﬁ Par notre choix de n on a 2" > N2 > r2, donc |x - %l < Par le théoréme,

4
r
expliqué dans la premiére section.

Le reste du chapitre est consacré a la théorie des groupes afin de justifier la pertinence des hypothéses 1 et 2 de
Ualgorithme de Shor.

3. Ordre d’un élément

3.1. Définition

Soit (G, x) un groupe commutatif ayant pour élément neutre e. L’ de x € G, noté ord(x), est le plus
petit entier r > 0, tel que x" =e.
Voici quelques propriétés de I'ordre :

« si k est un entier tel que x* = e alors ord(x) divise k;

o ord(x¥) divise ord(x).
Le théoreme de Lagrange pour un groupe fini G de cardinal n affirme que x" = e quel que soit x. Ainsi
ord(x) divise n, quel que soit I’élément x. En particulier, tout élément admet un ordre fini.

3.2. Plus grand ordre

Proposition 1.
Soit G un groupe fini et m le plus grand ordre parmi tous les x € G, alors pour tout x € G, ord(x) divise m.

Une formulation équivalente est la suivante : soit £ le plus petit entier tel que pour tout x € G on ait x* =,
alors il existe x, € G tel que ord(x,) = /.
Pour la preuve nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 1.
Soient deux éléments x et y d’ordres m = ord(x) et n = ord(y) premiers entre eux, alors ord(x - y) = mn.

Démonstration. Notons r = ord(xy). Il s’agit de montrer r = mn en prouvant que r|mn puis que mn|r.
Tout d’abord (xy)™ = x™" - y™ = (x™)" - (y")™ = e, donc r|mn. Réciproquement, on sait que (xy)" =e
donc x” - y" = e, autrement dit g = x" = y~". D’une part 2™ = (x")™ ™) = e, donc ord(z)|m, de
méme z" = (y")" = e, donc ord(z)|n. Comme m et n sont premiers entre eux, alors ord(z) = 1, c’est-a-dire
gz =e. Ainsi x" = e, donc m = ord(x)|r et y" = e donc n = ord(y)|r, ainsi mn|r. O

=x""=(x
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Preuve de la proposition. Soit m le plus grand ordre parmi les éléments de G, il existe donc y d’ordre m.
Fixons x un élément quelconque de G et notons n son ordre. Il s’agit de montrer que n|m. Par I'absurde
on suppose que n ne divise pas m. On va obtenir une contradiction en construisant un élément z avec
ord(z) > m. Par exemple si m et n sont premiers entre eux, alors z = xy est d’ordre mn > m, ce qui donne
la contradiction. Si m et n ne sont pas premiers entre eux, soit p un facteur premier commun a m et n tel
que p¢|n, pf |m avec e > f les plus grands possibles (un tel p existe car n ne divise pas m). Soient y’ = ypf
et x’ = x™P°, Alors y’ a pour ordre m’ = m/p/ et x’ a pour ordre n’ = p®. Les entiers m’ et n’ sont premiers
entre eux (car m’ n’est pas divisible par p). Ainsi z = x’y’ a pour ordre m'n’ = pﬂf p¢ =mp*f > m. On
obtient bien la contradiction cherchée. O

4. Le groupe (Z/pZ)*

Dans toute la suite nous allons étudier en détails le groupe (Z/nZ)* qui est I'ensemble des éléments
inversibles modulo n. Nous commencons par le cas d'un nombre premier p. Nous savons déja que

Card(Z/pZ)" = ¢(p)=p—1

mais nous souhaitons aller plus loin en étudiant la structure de (Z/pZ)*.

4.1. Isomorphisme

Théoréme 2.
Le groupe ((Z/pZ)*, x) est isomorphe au groupe (Z/(p —1)Z, +).
Pour la preuve nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 2.
Un polynéme P € Z/pZ[X ] de degré d posséde au plus d racines, c’est-a-dire des éléments x € Z/pZ tels que
P(x) =0 (mod p).

Idée de la preuve de la proposition. C’est un fait général : sur un corps k un polynéme P € k[X ] de degré
d a au plus d racines. En effet, a € k est une racine si et seulement si X — a est un facteur de P(X). Si
{ai,...,a;} est Pensemble des racines de P(X) alors (X —a;)(X —a,)--- (X —a;) divise P(X) et donc en
comparant les degrés : degP > k. O

Preuve du théoréme. Lensemble (Z/pZ)* ={1,2,...,p—1} esten bijection avec Z/(p—1)Z = {0,1...,p—2}.
Mais on veut plus : on veut que les structures de groupes, avec la loi « x » pour (Z/pZ)* et « + » pour
Z/(p — 1)Z, soient préservées. Nous allons trouver un élément a d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)* ce qui va nous
permettre de construire I'isomorphisme :
¢: Z/(p—1)Z —  (Z/pZ)
k — a* (mod p).

Cette application ¢ est bien définie car ¢ (k + £(p — 1)) = a*P~D = gk = ¢ (k) et est un morphisme car
P (k+k") = ¢ (k) x ¢ (k). De plus ¢ est bijective, car elle est surjective (puisque les {a*} sont p—1 éléments
distincts, ils forment ’ensemble d’arrivée) et les ensembles de départ et d’arrivée ont le méme nombre
d’éléments.

Pour montrer qu'’il existe un élément d’ordre p — 1, remarquons d’abord que pour tout élément x € (Z/pZ)*
on a ord(x)|p — 1. En effet, par le petit théoréme de Fermat, x?~! =1 (mod p). Soit m le plus grand des
ordres des éléments de (Z/pZ)*. On vient de voir que m|p — 1, donc m < p — 1. Par la proposition 1, on sait
que pour tout x € (Z/pZ)*, ord(x) divise m, c’est-a-dire x™ =1 (mod p). Considérons le polynéme défini
par P(X) = X™ —1. Alors pour tout x € (Z/pZ)*, P(x) = x™—1 = 0 (mod p). Nous avons donc trouvé
p — 1 racines au polyndéme P de degré m, donc p—1 < m. Conclusion : m = p — 1, donc par définition de m
il existe un élément a d’ordre p — 1. O
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Remarque : la preuve n’est pas constructive, pour trouver a d’ordre p — 1 il n’y a pas d’autres moyens que

de tester différentes valeurs de a et de calculer a chaque fois a, a?,ad, ...

4.2. Eléments d’ordre pair

Proposition 3.
Dans (Z/pZ)*, avec p > 3, la moitié au moins des éléments sont d’ordre pair.

Démonstration. Notons ) : (Z/pZ)* — Z/(p — 1)Z I'isomorphisme de groupes. Alors 'ordre d’'un élément
x de (Z/pZ)* est égal a 'ordre de I'élément v(x) dans Z/(p — 1)Z.

L'ordre d’un élément y dans le groupe additif Z/(p — 1)Z est le plus petit entier r > O tel que r- y =0

p—1
g

effet sir-(2k+1) =0 (mod p —1) alors r(2k + 1) = £(p — 1). Comme £(p — 1) est pair (car p est premier
et supérieur a 3) et que 2k + 1 est impair, r est nécessairement pair. Ainsi la moitié au moins des éléments
de Z/(p — 1)Z sont d’ordre pair. Par isomorphie, il en est de méme pour (Z/pZ)*. O

(mod p —1). Considérons les entiers impairs y =2k + 1, k=0,1,.. . Ces y ont des ordres pairs : en

4.3. Racines carrées de 1

Le point-clé initial de I'algorithme de Shor est la factorisation x?—1 = (x —1)(x + 1). Dans (Z/nZ)* trouver
un élément tel que x2 — 1 = 0 peut permettre une factorisation de n a I'aide de (x —1)(x + 1).
Définition.

On appelle tout élément x de Z/nZ tel que

x?2=1 (mod n)

Une telle racine carrée est en fait nécessairement un élément de (Z/nZ)*. Attention ! Léquation X2—1=0
est une équation polynomiale de degré 2. Elle peut avoir plus de deux solutions dans (Z/nZ)* qui n’est pas
toujours un corps, nous y reviendrons. Revenons au cas oll n = p est un nombre premier, pour lequel Z/pZ
est un corps. Il y a dans ce cas effectivement deux solutions.

Proposition 4.
Il y a exactement deux racines carrées modulo p (ot p > 3 est un nombre premier) : +1 et —1.

Encore une fois, ceci n’est valable que modulo un nombre premier.
Apres I'application de I'isomorphisme v : (Z/pZ)* — Z/(p — 1)Z, les deux racines carrées sont 1(1) =0 et
P(=1) = p%l (en effet I'identité (—1)? = 1 (mod p) devient 2 x pz;l =0 (mod p —1)).

Démonstration. Pour x = +1 on a bien sfir x? = 1. Lécriture x = —1 est une autre facon d’écrire x =p — 1
(car x = p—1=—1 (mod p)) et bien stir x> = (—1)? =1.

Pour justifier qu'il n’y a pas d’autres racines : si x est une racine carrée de 1 alors x2—1 =0 (mod p) donc
(x—1)(x+1) =0 (mod p). Comme Z/pZ est un corps, un produit est nul si et seulement si un des facteur
est nul, donc x —1 =0 (mod p) ou x + 1 =0 (mod p), c’est-a-dire x = +1 ou x = —1 (modulo p).

Un autre argument serait de dire que +1 et —1 sont racines du polynéme P(X) = X2 — 1, et comme
degP(X) = 2, il n’y a pas d’autres solutions par la proposition 2. O

Cependant le point clé de I'algorithme de Shor est un peu plus délicat, il s’agit de trouver un entier r pair
tel que x” =1 (mod n), ce qui donne la factorisation (x™/? —1)(x"/2 4+ 1) = 0 (mod n) et peut conduire
A une factorisation de n & partir de la factorisation (x"/? —1)(x"/? + 1). 1l faut supposer que x"/> +1 £ 0
(mod n) pour que la procédure fonctionne, voir ’hypothése 2 du chapitre « Algorithme de Shor ».

Faisons le point : pour l'algorithme de Shor, on cherche un entier pair r tel que x'/2
de 1, en excluant le cas olt x"/2 =1 (mod n) (pour lequel I'ordre serait r/2 et pas r) et x"/2 = —1 (mod n)
(qui ne permet pas toujours d’obtenir une factorisation).

soit une racine carrée
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Dans le cas d'un nombre premier : une telle racine carrée n’existe pas, car on a vu que les deux seules
racines carrées de 1 sont +1 et —1 qui sont justement les deux cas a éviter.

Ainsi :

Proposition 5.

Lorsque p est un nombre premier, Uhypothése 1 ou Uhypotheése 2 de Ualgorithme de Shor n’est pas vérifiée.

Noter que ce résultat négatif n’a pas d’incidence pour I'algorithme de Shor pour lequel il s’agit de factoriser
un entier qui n’est pas premier. Nous avons déja expliqué pourquoi cette proposition est vraie, nous le
justifions de nouveau de maniere plus condensée.

Démonstration. Soit x € (Z/pZ)*. Supposons que 'hypothése 1 soit vraie, c’est-a-dire que I'ordre r de x
est pair. Comme x" —1 = 0 (mod p) alors (x"2—1)(x"2 +1) = 0 (mod p). Mais x"2—1% 0 (mod p)

r/2_1 # 0 est inversible. Si y

car sinon l'ordre serait < r/2. Comme p est un nombre premier alors x
désigne son inverse, alors en multipliant par cet inverse on obtient y(x" 12_1)(x"?+1)=0 (mod p), donc

x™2+1=0 (mod p) et ainsi x"/> =—1 (mod p) ce qui empéche I'hypotheése 2 d’étre valide. O]

5. Le groupe (Z/p*Z)*

L'étape suivante est d’étudier le groupe des éléments inversibles modulo une puissance d'un nombre premier.

5.1. Isomorphisme

On sait déja que Card(Z/p*Z)* = ¢(p%) = p* —p*~! = p® (1 — %), mais nous allons aller plus loin en
montrant que (Z/p®Z)* est un groupe cyclique (pour p > 3), c’est-a-dire qu’il peut étre engendré par un
seul élément.

5.2. Isomorphisme

Théoreme 3.
Si p > 3 est un nombre premier alors le groupe (Z/p®Z)* est isomorphe au groupe Z/(p —1)Z x Z/p* ' Z et
C’est un groupe cyclique. Pour p = 2, (Z/2*Z)* est isomorphe au groupe Z/27 x 7./ 2% 2Z.

Démonstration. Nous nous limitons a p > 3, situation de I'algorithme de Shor. Nous allons construire dans
(Z/p*Z)* un élément a d’ordre p — 1 et un élément b d’ordre p*~! ce qui conduira a 'isomorphisme :
¢: Z/(p—-1ZxZ/p*'Z —  (Z/p*Z)*
(k,0) — a*b’ (mod p?).

Tout d’abord soit a’ un élément d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)* (un tel élément existe par le théoréme 2), donc

T —

a’?! =1 (mod p). Considérons a’ comme élément de (Z/p®Z)*, et notons r = ord(a’) de sorte que a’” =
(mod p?%). Ainsi a’” — 1 est divisible par p%, donc a fortiori par p, donc a” =1 (mod p). Ainsi 'ordre de a’
dans (Z/pz)* divise r : c’est-a-dire p—1|r. Notons a = a’77. C’est un élément d’ordre p—1dans (Z/p*Z)* :
en effet aP~! = a’” =1 (mod p?) et par définition de l'ordre r, il ne peut exister d’entier plus petit.
Notons b = 1+ p alors par le lemme ci-dessous pr = (1+ p)Pm_1 =1 (mod p?%), donc en particulier, 'ordre
de b divise p*~!, mais toujours par ce lemme, pour k < a—1, b # 1 (mod p%). Ainsi ord(b) = p*~ 1.
Nous avons donc trouvé a avec ord(a) = p—1 et b avec ord(b) = p*~!. Ces deux ordres sont premiers entre
eux (car p—1 et p le sont) donc par le lemme 1, I'élément ab est d’ordre (p — 1)p*~!.

On a donc montré en plus que (Z/p®Z)* est engendré par le seul élément ab, c’est donc un groupe

cyclique. O

Voici I'énoncé du lemme utilisé dans la preuve.
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Lemme 2.
Soient k > 0 et p > 3 un nombre premier, alors :
(1 +p)pk =1+p! (mod p*2).

La preuve de ce lemme peut étre omise en premiére lecture. Elle se fait par récurrence sur k et reste assez
technique. C’est une version améliorée de I'exercice classique suivant : (x + y )’ = xP + y? (mod p). Les
ingrédients sont les mémes dans la preuve qui nous concerne : il faut utiliser la formule du binéme de
Newton et utiliser que le coefficient (‘: ) est divisible par p, lorsque 0 <i < p.

Nous aurons besoin pour la preuve de la variante suivante : si x = y (mod p*) avec k > 1, alors x? = y?
(mod p**1). 11 suffit d’écrire x = y + Ap* puis d’utiliser la formule du bindme de Newton, x? = (y +Ap*)P =
yP +--- ot les termes de la somme omis sont tous divisibles par p**! (car de nouveau (Il’ ) est divisible par

p).

Preuve du lemme. La démonstration se fait par récurrence. Pour k = 0, 'assertion est vraie : (1+p)! =1+p
(mod p?). Supposons I’assertion vraie au rang k > 0 et prouvons-la au rang k-+1. Par hypothése de récurrence
(1+p)F =1+p* (mod pk*2),

donc par la variante rappelée ci-dessus :
1+py" =(@+p)) = (14 (mod pt3).
selon la formule du binéme de Newton :

(1+p5 1Y =14p-pF*l 4.

Développons (1 + p**1)"

Les termes omis dans les points de suspension sont tous divisibles par p**> donc (1 + pk“)p =1+ pk+2
(mod p**3), ce qui conduit au résultat souhaité. O

5.3. Eléments d’ordre pair

Proposition 6.
Dans (Z/p®*Z)*, avec p > 3, la moitié au moins des éléments sont d’ordre pair.

Démonstration. Le preuve est similaire a celle de la proposition 3. L'ordre de (2k + 1,£) est pair dans
Z/(p—1)Z x Z/p* ' Z, quel que soit I'entier impair 2k + 1 et quel que soit £. Donc la moitié au moins des
éléments de Z/(p — 1)Z x Z/p® ' Z sont d’ordre pair. Par isomorphisme du théoréme 3, il en est de méme
pour (Z/p®Z)*. O

5.4. Racines carrées de 1

On rappelle qu’une racine carrée de 1 modulo p® est un élément x tel que x> =1 (mod p%).

Proposition 7.
Iy a exactement deux racines carrées modulo p* (ot p > 3 est un nombre premier) : +1 et —1.

Attention cette fois Z/p®Z n’est pas un corps, il pourrait donc y avoir a priori plus de deux racines carrées
de 1. Par l'isomorphisme, dans Z/(p — 1)Z x Z/p® ' Z ces deux racines carrées sont (1,0) et (p%l, 0).

Démonstration. Notons 1) : (Z/p*Z)* — Z/(p —1)Z x Z/p* ' Z lisomorphisme de groupes du théoréme 3.
Si (x) = (a, b) alors y(x¥) = (ka, kb) et 1p(1) = (0,0) (Pélément neutre du groupe multiplicatif s’envoie
sur 'élément neutre du groupe additif). Donc x? = 1 (mod p*) équivaut a (2a,2b) = (0,0), ou plus
précisément 2a =0 (mod p—1) et 2b =0 (mod p®~!). Comme pged(2, p) = 1 alors 2 est inversible modulo
p%®! la seconde équation donne donc b = 0 (mod p*~!). En revanche, comme p — 1 est pair, 'équation
2a =0 (mod p — 1) admet deux solutionsa =0 eta = p%l.

Bilan : nous avons obtenu deux solutions (0,0) et (p%l, 0) qui par l'isomorphisme donnent les deux seules

racines carrées 1 et —1. OJ



COMPLEMENTS D’ARITHMETIQUE 179

Nous n’allons pas étudier I'équation x"/2+1 = 0 (mod p%), d’une part le cas n = p® est étudié spécifiquement
dans l'algorithme de Shor, d’autre part on étudiera plus tard cette équation dans le cas plus général d'un n
quelconque.

6. Le théoreme des restes chinois

6.1. Cas simple

Théoreme 4.
Soient p et q deux nombres premiers entre eux alors Z/pqZ est isomorphe a Z/pZ x Z/qZ.

Par exemple Z/6Z est isomorphe a Z/27Z x 7/3Z. Attention! Z/4Z n’est pas isomorphe a Z/27Z x Z[27.

Démonstration. Notons ¢ : Z/pqZ — Z/pZ x Z/qZ, Papplication définie par

¢(x) = (x,%)
ol x est la réduction de x modulo p, et X est la réduction de x modulo q.
Cette application ¢ est bien définie et c’est un morphisme de groupes. De plus elle est injective : si
¢(x) = (0,0) alors x = 0 (mod p) et x = 0 (mod q), donc p divise x et q divise x ; ainsi p et q étant
premiers entre eux, le produit pq divise x, donc x = 0 (mod pq). Comme les ensembles de départ et
d’arrivée ont le méme cardinal pq alors ¢ est bijective. O

Corollaire 1.
Soient p et q deux nombres premiers entre eux. Soient a, b € Z. Il existe x € Z tel que :
X a (mod p)
{ x b (modq) °

6.2. Version générale

Théoreme 5.
Soit p?l X pgz X oo X p?z la décomposition d’un entier n en produit de facteurs premiers. Alors Z/nZ est
isomorphe au groupe Z/p™7Z x - -+ X 7./ p* Z.

La preuve est une récurrence a partir du cas pq.

7. Le groupe (Z/nZ)*

7.1. Groupe produit

Si A et B sont deux groupes, alors le A x B est défini par la loi (a, b) x (a’, b’) = (aa’, bb")
et ’élément neutre est (ey,ep) formé a partir des éléments neutres de chaque groupe. En particulier
(a,b)* = (a*,b¥) et (a,b)™' = (a1, b"). Lordre de (a, b) est le plus petit multiple commun des ordres de
aetb:

ord(a, b) = ppcm(ord(a), ord(b)).

7.2. Isomorphisme
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Proposition 8.
Soient p et q deux nombres premiers entre eux alors (Z/pqZ)* est isomorphe a (Z/pZ)* x (Z/qZ)*.

Démonstration. C’est le théoréme des restes chinois (cas pq) avec le fait que x est premier avec pq si et
seulement si x est premier avec p et avec q. O

La version générale est la suivante :

Théoreme 6.
Soit p‘fl X pgz X eee X p;“ la décomposition d’un entier n en produit de facteurs premiers. Alors (Z/nZ)* est
isomorphe au groupe (Z/p*1Z)* x -+ x (Z/p™Z)*.

7.3. Eléments d’ordre pair

Proposition 9.
Soitn = ]_[f=1 p?i la décomposition de n en produits de { facteurs, avec p; > 3. La proportion d’éléments d’ordre
pair de (Z/nZ)* est supérieure a 1 — %

Démonstration. Par le théoréme des restes chinois pour les éléments inversibles (théoreme 6), chaque
élément x € (Z/nZ)* est en correspondance avec un élément (xq,...,x;) ot x; € (Z/p*Z)*. Lordre de
x est le ppcm des ordres des x;, donc ord(x) est pair si et seulement si 'un au moins des ord(x;) est pair.
Autrement dit ord(x) est impair si et seulement si tous les ord(x;) sont impairs. Par la proposition 6, pour
chaque i, la proportion de x; d’ordre impair est strictement inférieure a %, donc la proportion de £-uplets

(x1,...,x,) dont tous les éléments sont d’ordre impair est strictement inférieure a (%) . Par complément la

proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)* est supérieure a 1 — (%) . O

7.4. Racines carrées de 1

Proposition 10.
Soit n = ]—[f:l p?i la décomposition de n en produit de { facteurs, avec p; > 3. Il y a exactement 2 racines
carrées de 1 modulo n.

Démonstration. Par le théoreme des restes chinois pour les éléments inversibles (théoréme 6), un élément
x € (Z/nZ)* est en correspondance avec un élément (xy,...,x;) ol x; € (Z/p*%Z)*. Alors x vérifie x> =1
(mod n) si et seulement si xl.2 =1 (mod pf‘i), pour touti =1,...,¢. Par la proposition 7, il existe deux racines
carrées pour chaque i : x; = +1 ou x; = —1, ce qui donne au total 2¢ solutions (X15eeerxp) =(F1,£1,...,£1),
donc 2¢ racines carrées dans (Z/nZ)*. O

8. Les hypotheses de I'algorithme de Shor

8.1. Préalable de I’algorithme de Shor

L'algorithme de Shor a pour but de factoriser un entier n. Plus précisément on souhaite trouver un facteur k
de n (autre que 1 et n). On pourra ensuite relancer I'algorithme avec g et avec k.
Au préalable on exclut certaines situations :
« n n’est pas un entier pair. Il est trés facile de tester si n est pair en vérifiant si n = 0 (mod 2). Si n est
pair, alors il est divisible par 2 et c’est terminé.
» n n’est pas un nombre premier p. Il existe des tests performants pour savoir si un entier n est premier ou
pas sans calculer sa factorisation (voir le chapitre « Arithmétique »).
« n n’est pas une puissance p* d’'un nombre premier. Un test simple repose sur le fait que si n = p* alors
a =log,(n) < log,(n). Il suffit donc de tester si n* est un entier pour un k parmi 2, 3,... jusqu'a log,(n).
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Dans la suite on considere donc un entier n impair, ayant au moins deux facteurs premiers distincts. On
s . " 4 a; . .
écrit sa décompositionn=[]._, p; ' en produit de £ facteurs, avec p; > 3 premiers.

8.2. Lalgorithme de Shor fonctionne au moins une fois sur deux

Hypotheése 1. Lordre r de a modulo n est pair.

Hypothese 2. a’/? + 1 n’est pas divisible par n.

Théoréme 7.
Soit n = ]_[le p?i la décomposition de n en produit de { facteurs, avec p; premier et p; > 3. Alors la probabilité
1

qu’un entier a € (Z/nZ)* vérifie Thypothése 1 et Uhypothése 2 est supérieure a 1 — 5.

Remarques.
 Le pire cas se produit lorsqu’il y a seulement £ = 2 facteurs premiers, comme dans le protocole RSA ot
n = pq. Dans ce cas au moins 50% des a conviennent.
« On peut énoncer un résultat combinatoire : le nombre d’éléments a satisfaisant les hypothéses 1 et 2 est
supérieur a (1— 2,w#_l)c,o(n) parmi tous les ¢(n) éléments de (Z/nZ)*.
» La preuve n’est pas constructive, il n’existe pas de moyen simple de calculer 'ordre de a (c’est d’ailleurs
le but de 'algorithme de Shor).

8.3. Préliminaires

On connait déja la proportion d’éléments a qui vérifient I’hypothése 1. Par la proposition 9, la proportion
d’éléments d’ordre pair est supérieure a 1 — zl@

On rappelle que I'objectif de I'algorithme de Shor est de trouver la période r d’'un élément a et si r est pair
d’écrire I’égalité a” =1 (mod n) sous la forme d’une factorisation :

(@”?=1)(a’?>+1)=0 (mod n).

Cela permet de trouver un facteur de n a condition que les termes de la factorisation ci-dessus soient non
nuls.
Nous allons étudier en détails les racines carrées non-triviales de 1. Pourquoi ?
« Tout d’abord, par définition de l'ordre r, on ne peut pas avoir a’/?> = 1 (mod n). Ainsi a’™/> —1 # 0
(mod n) et le premier terme de la factorisation est non nul.
« Supposons que 'hypothése 2 soit vraie, c’est-a-dire a’/? + 1 n’est pas divisible par n. Alors a”™/? +1 # 0
(mod n) et ainsi le second terme est non nul. Dans ce cas on a a”/? # —1 (mod n).
« Enfin, comme r est Pordre de a, alors (a’/?)? = +1 (mod n) et avec les hypothéses 1 et 2, a™/? est une
racine carrée non-triviale de 1.

Notons R I'ensemble des racines carrées de 1 modulo n :
R= {x €Z/nZ|x*=1 (mod n)}.
On rappelle que :
« Une racine carrée est nécessairement inversible (son inverse est elle-méme), donc R C (Z/nZ)*.
e 1 et —1 sont les deux racines carrées évidentes.

o 11y a exactement 2¢ racines carrées : Card R = 2¢, ot1 £ est le nombre de facteurs premiers distincts de
n. Etil y a donc 2¢ — 2 racines carrées non triviales.

8.4. Deux lemmes

Lemme 3.
Soits > 1 et soit y € (Z/nZ)*. Léquation x* = y* (mod n), d'inconnue x, posséde toujours le méme nombre
de solutions quel que soit y.
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Démonstration. Notons S = {ay,...,a,} 'ensemble des solutions de x* =1 (mod n). Alors

S
x*=y* (modn) < (i) =1 (modn) fGS & x=gq;ypourunie{l,...,d}.
y y

Les solutions de x* = y* sont donc les d éléments {a;y,...,azy}. O
Lemme 4.
S’il existe xo € (Z/nZ)* tel que x3 = —1 (mod n) alors toute racine carrée z dans R peut s’écrire sous la forme

2z = y*, pour un certain y € (Z/nZ)*.

Démonstration. Le théoréme des restes chinois fournit un isomorphisme entre (Z/nZ)* et (Z/ p?Z)* X e X
(z/ p?ZZ)*. De plus, la proposition 10 donne la correspondance entre une racine carrée z € R C (Z/nZ)* et
un élément (2;,...,2,) = (£1,+£1,...,%1) dans le produit des (Z/pf‘iZ)*.

Le théoréme des restes chinois fait correspondre x, a un élément (x;,...,x,) et =1 a (—1,...,—1). Lhypo-
thése xj = —1 (mod n) se traduit donc en x; = —1 (mod p?").
Siz; = +1, alors on pose y; = +1, si z; = —1 alors on pose y; = x;. Dans les deux cas on a y; = z; (mod p?i)

et par isomorphisme I'élément (y,..., y,) du groupe produit correspond a y € (Z/nZ)* tel que y* =z. O

8.5. Puissance qui est une racine carrée

On ne veut pas compter les racines carrées mais le nombre d’éléments x tel que x* soit une racine carrée.
On rappelle que dans tous les cas on exclut la racine carrée 1 (qui n’a pas le bon ordre). Mais par contre
parmi les x tel que x* soit une racine carrée on veut distinguer la racine carrée —1 (qui est celle a éviter
pour avoir 'hypothese 2).

Lemme 5.
Soit s > 1. Notons
S, ={xe@/nz)" | x* e R\ {1}}

et
S/ ={xe(@/nz)" | x* € R\ {1,-1}}.
Alors
Card S, 1
>1———-.
Card S; 2t—1
Démonstration. Dans le cas ot 'équation x* = —1 (mod n) n’a pas de solution, les deux ensembles S; et S;

Card S/
Card S;
Supposons qu’il existe x, tel que xj; = —1 (mod n). Soit z € R, alors par le lemme 4, 'équation x° = z

(mod n) est équivalente a ’équation x* = y* (mod n) (pour un certain y). Par le lemme 3, cette équation
possede toujours le méme nombre d de solutions (quel que soit ¥ et donc aussi quel que soit z € R). Sachant
que Card R = 2¢ alors

=1 et I'assertion est vraie.

sont égaux, donc

CardS! =d x Card(R\ {1,—1}) =d x (2* —2).
De méme
CardS, =d x Card(R \ {1}) =d x (2' —1).

CardS; ol 9 1

Donc rgs = o1 = 1 — 3 -
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8.6. Cas favorables

Nous terminons la preuve du théoréme 7.

Preuve du théoréme 7. Nous avons déja estimé dans la proposition 9, le nombre d’éléments d’ordre pair, que
I’on note P(Z/nZ)* :
CardP(Z/nZ)" _ . 1 _ 2t-1
Card(Z/nz)* =~ = 2t 2t
Nous allons maintenant déterminer la proportion d’éléments vérifiant I’hypothése 2 parmi les éléments
d’ordre pair. Pour tout ordre pair r, on note s = 5. Ainsi si un élément x est d’ordre pair r, on a (x*)?=1
(mod n), avec x* # 1 (mod n). Autrement dit x* € R\ {1}, c’est-a-dire x € S,. Ainsi 'ensemble des éléments

d’ordre pair P(Z/nZ)* (c’est-a-dire satisfaisant 'hypothese 1) est I'union des S, (pour 1 < s < “0(2")). De

plus, 'ordre étant unique, ces ensembles sont disjoints.
Notons I'ensemble des cas favorables F(Z/nZ)*, c’est-a-dire les éléments satisfaisant ’hypothese 1 et
hypothese 2. F(Z/nZ)* est simplement 'union disjointe des S.
Par le lemme 5, on a pour chaque s :
Card S; 1 )
=>1— = .
Card S, 20—1 20—1
Comme cette inégalité est vraie pour les ensembles indexés par s, on obtient également pour I'union :
CardF(Z/nZ)* < 2t —2
Card P(Z/nZ): ~ 2t —1"

Conclusion :
CardF(Z/nZ)* _ Card F(Z/nZ)* y Card P(Z/nZ)* N 2t —2 5 20-1_2-2 1
Card(Z/nZ)*  CardP(Z/nZ)*  Card(Z/nZ)+ ~ 2{—1 200 20 7 o1

Notes. Lexplication du cas dans lequel 'ordre n’est pas une puissance de 2 est basée sur I'article Shor’s
algorithm for factoring large integers par C. Lavor, L.R.U. Manssur, R. Portugal. Il n’est pas facile de trouver
une référence exacte et compléte pour le comptage des cas favorables (théoréme 7). La preuve donnée ici est
reprise de « Introduction a l'informatique quantique » par Y. Leroyer et G. Sénizergues a ’Enseirb-Matmeca.



Transformée de Fourier discrete

Vidéo M partie 15. Transformée de Fourier discréte (par des dessins)

Nous revenons sur Uoutil principal de Ualgorithme de Shor : la transformée de Fourier. Nous expliquons
comment elle est construite, comment la réaliser par un circuit quantique et quelles sont ses autres
applications.

1. Comprendre la transformée de Fourier

La transformée de Fourier, c’est la magie de pouvoir récupérer chacune des couleurs qu’on a mélangées
dans un pot de peinture !

1.1. Les transformées de Fourier

Fonction f

3.5 4
3.0 4
2.5 1
2.0+

15+

1.0 -

0 5 10 15 20 25

Composantes

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVE

REAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYS

0 5 10 15 20 25

Voici un exemple : on prend trois fonctions sinusoidales f;, fo, f3 (figure du bas) que 'on additionne pour
obtenir une fonction compliquée f (x) = f;(x) + fo(x) + f3(x) (figure du haut). Alors la transformée de
Fourier permet de retrouver chacune des composantes fi, f,, f3 a partir de f.

Le monde de Fourier est assez vaste, voici un petit lexique :
« la transformée de Fourier concerne une fonction quelconque, elle se calcule a I'aide d’une intégrale,
* les séries de Fourier s’appliquent a des fonctions périodiques (comme ci-dessus),


http://www.youtube.com/watch?v=6h0c2jMuHUg
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o la transformée de Fourier discréte s’applique a une liste de nombres réels ou complexes,
« la transformée de Fourier discrete quantique est une variante de la précédente et transforme un qubit en
un autre qubit.

1.2. La transformée de Fourier discréte classique

Nous allons expliquer le principe de la transformée de Fourier discrete (non quantique) et justifier comment
elle permet de retrouver les périodes.

Voici la définition de la transformée de Fourier discrete. Soit (xq,...,X,_;) une suite de n nombres (ils
peuvent étre complexes mais pour nos exemples ce seront des réels). La transformée de Fourier discrete de
(xg,--.,Xx,—1) est la liste de nombres complexes (X, ...,X,_;) ou chaque X, est défini par :

1 n—1 y
i Xl

Xk=—§ xje 2w,
1/71].:0

2im

. 2in « _2in

Sionnote w=en et w*=e" n,alors
1
— k-0 k-1 k-(n—1
X = (xo(co*) +x7(0") S+ x i (WF) (n )).
vn

La formule n’est donc pas si difficile a comprendre. Mais pourquoi vouloir transformer une suite de nombres
par une opération aussi compliquée ?

1.3. Construction de la transformée de Fourier discréte

Lidée de la construction de la transformée de Fourier est trés simple ! Nous avons des données x; (pour
nous x; € R). Nous représentons traditionnellement x; sous la forme d’un point (ou 'ordonnée du point
est la valeur x;, les points étant placés de gauche a droite). Mais on peut aussi utiliser une représentation
circulaire : chaque point est a une distance x; de l'origine, et les points sont répartis dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Graphe linéaire

4.0 ~ [ ]

3.5 1

3.0 4 ° Graphe circulaire

2.5 1

2.0 ~ ]

1.5 4

1.0 1 0 2 4

0.5 4

0.0

0 1 2 3
Les données sont (xq, X1, X5, x3) = (1.5,4,2,3).
Figure de gauche : les données sont présentées sous la forme de points (j, x;).
Figure de droite les mémes données sous forme d’écriture polaire : Uangle est
proportionnel a j et le rayon est x;.
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Le point clé de la représentation circulaire est qu’on peut répartir les données sur un angle plus ou moins
2nt

o
Comment est calculée cette représentation circulaire ? La donnée x; correspond au point du plan situé a

distance x; de l'origine et faisant un angle —% x j avec I'horizontale : c’est donc le nombre complexe

grand. Notons 27tt 'angle total d’étalement, alors plus précisément 'angle entre deux données est

1 t . " Y& . . 7 .
Z; =X je_Z”THJ . On voit apparaitre le terme de la définition de la transformée de Fourier.
Voici différents étalements possibles, ils correspondent a différentes valeurs du parametre t. Pour t = %f les
données sont réparties sur un quart de cercle, pour t = % un demi-cercle, pour t = 1 le cercle entier et pour

t > 1 les données s’enroulent plusieurs fois autour du cercle.

Graphe linéaire

S
& K

Figure de dessus : les données sont sous la forme de points (j, x;).
Figures du dessous : les mémes données sous forme circulaire avec t = }P t= %,
t=1lett>1.

1.4. Enroulements particuliers

On remplace 'étude d’une fonction f : [a, b] — R par I'étude de valeurs x; = f(a;) pour une subdivision
(a;) de I'intervalle [a, b]. Pour avoir une meilleure précision, il suffit d’augmenter le nombre n de points
dans la subdivision. On relie les points de ces données pour approcher le graphe de f.
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Fonction f(x) =1+ cos(3x) sur lintervalle [0,27].
Les données sont les x; = f(a;) avec une subdivision de n = 15 points a gauche,
n = 30 au centre, n = 100 a droite.

On peut aussi relier les points du graphe circulaire. GEéométriquement on a ainsi enroulé le graphe de la
fonction f, sur le cercle.

S

Les mémes données sur le graphe circulaire avec n = 15 points a gauche,
n = 30 au centre, n = 100 a droite.

Regardons maintenant les différents enroulements selon le parameétre d’étalement t. Tout d’abord on exclut
les t avec t < 1 car le graphe ne s’enroule pas totalement autour du cercle. Pour la plupart des parametres
on obtient une jolie figure symétrique autour de l'origine, mais il y a des exceptions. Pour t = 3 on obtient
une figure complétement décalée a droite. Que se passe-t-il en t = 3? Le graphe de f est périodique et pour
cette valeur de t la courbe enroulée vient se superposer a elle-méme lors des enroulements successifs.

A A

t=0.25 t=0.5 t=0.75

S &

t=1.25 t=1.50 t=2 t=2.5
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ERCNC!

t=3 t=4 t=4.5 t=5
Graphe de f(x) =1+ cos(3x) sur lUintervalle [0, 27]
enroulé sur le cercle pour différentes valeurs de t.

Pour t = 3 la figure n’est plus symétrique par rapport a lUorigine.
La petite croix orange désigne le centre de graviteé.

Ce cas particulier t = 3 est le cas qui nous intéresse! Le parametre t = 3 correspond a la période de notre
fonction. En effet, la fonction f(x) = 1 + cos(3x) est 2?“ périodique et le parameétre spécial est t = 3. Pour
une fonction f(x) =1+ cos(ax), la période est %” et le parameétre spécial est t = a (en fait t correspond a
la fréquence qui est I'inverse de la période).

1.5. Centre de gravité

Est-ce que cette technique permet d’obtenir les différentes périodes d'un signal obtenu par superposition
(comme dans 'exemple du tout début de ce chapitre) ? La réponse est oui! Voyons comment repérer ces
parameétres particuliers qui correspondent a des périodes. Pour la plupart des parameétres les figures obtenues
sont symétriques par rapport a l'origine, donc le centre de gravité est proche de I'origine (en physique
on parle d’interférence destructive). Par contre, pour certains parameétres particuliers, le centre de gravité
s’éloigne de l'origine. Nous obtenons donc un critere numérique simple.

Le centre de gravité des points se calcule comme une moyenne des points :

1 n—1 iy
—ointd
th—ije AmS
Vn 4
j=0

Quelques remarques :

 Sur les dessins précédents ce centre de gravité était représenté par une petite croix orange.

» Nous préférons le choix du coefficient % (au lieu du coefficient % du vrai centre de gravité).

* Pour t = k la formule est exactement celle de la transformée de Fourier discrete des (x;).
Comment évolue X, en fonction de t et comment repérer les parameétres particuliers ? Le nombre X, est un
nombre complexe, on se contente de regarder sa partie réelle Re(X,). La fonction t — Re(X,) mesure donc
I'abscisse du centre de gravité.
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0.54
0.4+
0.34

0.24

A,\ /\/\/\/\/\/\
VAY \/\/\/\/\/vv

2 6 é l‘D
Graphe de la fonction t — Re(X,) qui mesure Uabscisse du centre de gravité de
Uenroulement de la fonction f(x) =1+ cos(3x) sur Uintervalle [0,27] pour différentes

valeurs de t. Le pic a t = 3 marque la rupture de symétrie.
Pour la plupart des valeurs de t, Re(X,) est proche de 0, les pics correspondent & la rupture de symétrie
centrale et déterminent les périodes des composantes de la fonction.
1.6. Autre exemple

Soient f;(x) = 1+ cos(3x) et fo(x) = %(1 + cos(5x)) et leur somme f(x) = f;(x) + f5(x) définie sur
lintervalle [0,27]. A partir de f, nous souhaitons retrouver les périodes ZT” et ZT” de ses deux composantes.

Fonction f

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Composantes
2.0
1.5
1.0
0.5 -
0.0
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Le graphe de la fonction f(x) = f1(x) + fo(x) sur [0,27]
avec f1(x) =1+ cos(3x) et fo(x) = %(1 + cos(5x)).

On enroule le graphe de f sur un cercle, selon différentes valeurs de t.

= )

t=1 t=2 t=3 t=4
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ORON)

t=5 t=6 t=7
Enroulement du graphe de f pour différentes valeurs de t.
Noter le décalage du centre de gravité (la croix orange) ent =3 et t = 5.

Le centre de gravité se calcule selon la formule de la transformée de Fourier discréte, pour nos parametres
t=1,t=2,...

1 n—1 y
oiptd

th—ije AmS
Vi

0.5+
0.4+

0.3

NI /\/\A/\/\/\

0.

<
|
|
<
<
7
J

Graphe de la fonction t — Re(X,) qui mesure Uabscisse du centre de gravité de
Uenroulement de la fonction f (x) sur Uintervalle [0, 27] pour différentes valeurs de t.
On remarque des picsent =3 et t = 5.

1.7. Linverse de la transformée de Fourier discréete

On a donc vu l'intérét de la transformée de Fourier : elle permet de retrouver les caractéristiques d'une
fonction (ou d’'une série de données). Mais de plus cette transformation ne perd pas d’information. D’un
point de vue mathématique la transformation est bijective. On peut retrouver les (x;) connaissant les (X;)
par une formule similaire (seul le signe de I'exponentielle change) :

1 n—1 i
ki
X = — E Xetimw
n j
Jj=0
Conclusion : la transformée de Fourier discréte transforme une liste de n nombres en une autre liste de n

nombres. Cette transformation est bijective et permet en particulier de déterminer la période d’un signal
périodique.
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1.8. La transformée de Fourier discréete quantique

La transformée de Fourier discréte quantique est par définition cette variante de la transformée de Fourier

i)

 Par convention on choisit un signe « + » pour I'exposant de la transformée quantique (comme pour la
transformée de Fourier discrete inverse classique).

o Les données sont remplacées par les qubits de bases | Q), l),. ..

» En conséquence le nombre total de données est une puissance de 2. Pour les n-qubits, il y a 2™ qubits de
base |g),. - 2”_—1)

« La fonction F s’étend par linéarité & n’importe quel n-qubit. Si [1)) = a, \Q) + a4 |1) +--- alors Fly) =
agk |Q> +aF \l) +-e-

discrete :

F

_ 1 = Zirrk—g
@‘ﬁ;e 2

Les différences sont les suivantes :

2. Ecritures de la transformée de Fourier

2.1. Définition de la transformée de Fourier

On rappelle la définition de la transformée de Fourier discréte quantique pour un n-qubit de base | @) :
2"—1
. ke
Flk)=—= 3 et
K o 4
j=0
Dans toute la suite du chapitre la notion de « transformée de Fourier » désigne la transformée de Fourier
discréte quantique. On renvoie au chapitre « Algorithme de Shor » pour les détails et les premiéres propriétés.

i)- M

2.2. Factorisation de la transformée de Fourier

Voici le résultat fondamental de ce chapitre qui permettra de réaliser le circuit quantique de la transformée
de Fourier.

Théoréme 1.

A 1 L 2im K
Flk)= (O+em2f1)
) @éﬂ') I

Notation : on note le produit sous la forme ngzl afin de ne pas effrayer le lecteur, alors qu’en toute rigueur

il s’agit d’'un produit tensoriel :
n

K) = =@ (10 + ¥ ).

n
=1

A

F

De facon développée la factorisation s’écrit :

1 irk 2in X Lk
k)= —= (100 + 2" 1)) © (10} +¢*™22 1) ) 0 -+ @ (j0) + 274 1))
k)=—I0) ))e | lo) ) (lo) )

A

F

Exemple.
N - _k
e Pour n = 1 le produit est réduit a un seul élément, F @) = % (IO) + 2172 |1)). Ainsi pour k = 0,
E |Q> = % (|0) + 1)) et pour k =1, '™ = —1 donc F |l> = % (J0) —1)). On retrouve bien que pour

n =1, la transformée de Fourier correspond a la porte de Hadamard H.
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;. ik ink . . ;.
« Pour n = 2, on écrit pour £ = 1, 272 = (—1)¥ et pour £ = 2, e?imaz = ik, 1a factorisation s'écrit donc

k) = %(|0> + (D)) (10) +i¢(1)).

A

F

2im

iT[ . . 7 .
e Pour n =3, notons w = e 23 = ¢4, la factorisation s’écrit :

A\ L _1k -k k
Flk) = —= (100 + (=1 1))(10) +i12)) (10) + & [1))..
Mais comme w? =1i et w* = —1, on peut aussi I'écrire :
£ k) = == (10) + w2 * 1)) (10) + w?* 1)) (I0) + ¥ [1))

V8

La preuve du théoreme repose sur I’écriture binaire des entiers. Prenons j un entier (avec 0 < j < 2™) et
écrivons sa décomposition suivant les puissances de 2 :

n—1
=D ie2 = e 2 gy 2Py 24 g
=0
avec jy,=0ou j, =1, pour £ =0,...,n—1 et notons comme d’habitude j = j,_;...j,.j1.jo I'écriture binaire
de j.
Par définition :
5 = lincr - daodnedo) = linca) -+ 1) ) - L)
Démonstration. Nous partons du produit
n
sk
[ 1(100+e 1)) @
=1

que nous allons développer. Nous allons montrer que le coefficient devant le terme ‘ j> est le méme que
celui de la définition (1) de la transformée de Fourier.
Récrivons le produit (2) sous une forme plus explicite :

(10 + 227 1) )
x (10} + e 1) )
x (|o) gL |1>)

X oo

(3

Lorsque I'on développe cette expression, on obtient des termes qui résultent du choix pour chaque ligne de
(3) d’un des deux éléments |0) ou ezmz% [1).

Par exemple, si on choisit |0) & chaque ligne de (3), alors on obtient le terme [0) - |0) - --[0) = ]0.0...0) = |Q>
avec comme coefficient 1, exactement comme le coefficient \ Q> de l'expression (1).

Revenons au cas général. Pour la premiere ligne de (3), soit on choisit le facteur |0) et alors on va obtenir

k

2' _ .
37 |1) et on va obtenir un terme

un terme qui commence par |0) : ‘ j> =10...), soit on choisit le facteur e
qui commence par |1) : ’ j> =|1...). On peut regrouper ces deux cas en une seule formule : notons j,_; un

bit (qui vaut 0 ou 1) alors le facteur de la premiére ligne s’écrit ezmkan_l_l lj,—1). En effet si j,_; = 0 alors
ce facteur vaut 270 |0), c’est donc |0), et si j,_; = 1 Clest s |1). Ce facteur va produire un terme qui
commence par le bit j,_; : |j > = |j,—1...). Ainsi le choix du facteur de la premieére ligne correspond au
premier bit de j (celui le plus_ a gauche).

. kin_g
Plus généralement, le facteur de la ligne £ de (3) s’écrit X"l |jn—¢)- En effet, si j,_, = 0 alors c’est |0) et

ink . . . .
si j,_¢ =1 alors c’est bien et |1). Ce facteur va produire un terme avec le bit j,_, : ]> = Jpg )
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Ainsi le terme qui correspond au qubit ' j > dans le développement de (3) est le produit des facteurs

. kg
2 n . .
e 20 |j,_,) pour chacune des lignes. Calculons ce terme :

n - Kag ) n . kjpg . . e .
l_[(ezm 2! IJn—e>)=(l_[ezm 8 )ljn_1--~J2~Jl~JO)

=1 =1
)

. n Jn—t
_ eka-Z[:l %

.k . _
— 6217-[2_”.2?:1 Jn—e2" t

j)

. -1 . 4
— o2im g X v?! ‘l>

irk.il.
:ezmzn J ‘l>

Ainsi le coefficient de ‘ j > du développement de la formule (2) est e2imarj qui est exactement celui du

coefficient de j> dans la définition de la transformée de Fourier (1).

Ceci étant vrai quel que soit le qubit j>, on a donc bien :

=

F

2n—1
1 o 1 2in X
k)= E e2iman ]>= (|0)+e o |1)).
vanr o - v2r iy

2.3. Variante

Commencons par introduire ’écriture binaire pour un nombre 0 < x < 1.

. . . n .
o..jl.jz...jn:%+%+-~-+% =Hé—‘;.
La notation est 0..j;.j, . .. j,, : les points séparent les bits, le double point symbolise la virgule car en écriture
décimale le nombre s’écrit O.abc...
Par exemple x = 0.625 (en écriture décimale) s’écrit en écriture binaire x = 0..1.0.1 car 0.625 = % + % + %.
Nous reformulons le théoréme 1 de factorisation en jouant sur le passage de I'écriture binaire de l'entier k a

I'écriture binaire d'un nombre a virgule.

Corollaire 1.
Si|k) = lkny .. ky.ko)

n

k> — (|0> + eZiﬂ:O..kg_l...kO |1>) )

Autrement dit

Flk)= !

Voo

Démonstration. Notons tout d’abord que pour n’importe quel entier p, %™ = 1.

(lo) + eZiTCO..kO |1>) ® (|O> + eZiTEO..kl.ko |1>) R - ® (lo) + eZiTL’O..kn,l...kl.kO |1>) X
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Alors
k _ kn_12n_1 + et + k222 + k12 + kO
20 20
ko1 ko
=kp 2" Rt e
partie enticre partie décimale
=p + 0"k€—1 ...kO
Ainsi
ezmz% — 2n(p+0.ky_1.ko) — p2im0. k1Ko

Par exemple :
o pOUI’K =1, eZITEz — eZmO..ko;

.k .
N pOUI'K =2, 621711 — eZan..kl.ko;

.k .
e et poure — n, ezl’[fz—n — ezlﬁo..knfl...kl.k().

Le théoréme 1 donne alors la formule voulue.

3. Circuit de la transformation Fourier

Nous allons construire un circuit quantique qui réalise la transformée de Fourier.

3.1. Porte R,

Soit Ry € M,(C) la matrice unitaire suivante :

R 1 0
k_Oezzl_’?'

Notons aussi R, la porte quantique correspondante :

Ry

e Pourn=0, T =1 donc Ry =1 : la transformation est l'identité.
2in

e« Pourn=1,e2 =—1 donc la transformation est R, = Z (|0) — |0), |1) — —|1)).
2in

« Pourn=2,e# =i, la porte R, est aussi appelée porte S (|0) — [0), [1) —i|1)).

e Pourn=3, e’ = e, la porte Ry est aussi appelée porte T (|0) — |0), 1) — €7 |1)).

Ro=1=(" %) Rmi=z=('° Ry=s=(' %] Ry=T=
77701 | 2770 i T

3.2. Controle des portes

1 0

in

0 e+

)

194

Chaque porte R va étre « contrOlée » par un autre qubit qui déterminera si on applique ou non la porte R.

Si le premier qubit est |0), on ne change pas le second qubit, si le premier qubit est |1), on applique la porte

R au second qubit restant.

0) 0) 1) 1)
W — T
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3.3. Circuit

|k0> Py @ |0> + eZinO..kO |1>
k) . H |0) + 2im0.k1 ko 1)

|ky—2) * HHR, ---—|Rn_1 |0>+6211r0..ku,2.‘.k1.k0|1>
ucs) Ro[-{R; ﬁj

|0) + eZiTEO..kn_l...kl.kO |1)

Justifions que ce circuit convient en regardant les exemples avec peu de lignes.
Cas n = 1. Le circuit est simplement réduit a une seule ligne contenant la seule porte H :

|k0) W’o)
Donc [y) = H |kg). Ainsi [1po) = |0) +|1) si ko =0, et [1py) = |0) —|1) si ko, = 1 (aux coefficients +/2 pres).
On résume cela en une seule formule pour les deux cas :
. ky .
o) = 10) + (=10 [1) = [0) +€*™ 2 1) = |0) +€*™*-Fo [1),

.k
2im-2

car on rappelle que e?™0-ko = @273 — eimho — (—1)k0 qui vaut +1 si kg = 0 et —1 si ky = 1.

Casn=2.
ko) [H— I1o)

k1) Y1)

Il est clair que |¢)() est le méme qubit que dans le cas n = 1 ci-dessus.
Calculons le qubit |v);). Si |ky) = |0) alors la seconde ligne est juste une porte H car la porte R, n’est pas
activée. Donc si kg = 0, on a comme ci-dessus pour lecasn=1:

1) = H [ky) = [0) + €27% |1) )

Par contre si ky = 1 la porte R, est activée et la seconde ligne devient :

k1) [91)

Ainsi :
[4)1) =Ry (H |kq))
=R, ([0)+ 2% 1))

Ky (5)
=R,[0) + TR, 1)
— |O> + eZiﬂ:le . e2in% |1>
On peut regrouper les cas kg =0 et kg = 1 des équations (4) et (5) en une seule équation :
.k .k
1) = [0) + €72 - 274 1) ©)

ott I'on a utilisé que ™% vaut 1 si ky = 0 et 277 si ko = 1.

. ik ko ; . .
Mais comme 2172 . 2177 = 2in0-ki-ko op obtient bien :

w)l) — |0) + e2in0..k1.k0 |1> .

Cas n=3.
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lko) [H}F— Iio)
ky) @—@—> Y1)
k2) )

Les calculs s’effectuent sur le méme principe : [) et |y)1) sont les mémes que précédemment et

.k .k .k .
|w2> — |O> + 6217572 . 6217171 . 62171?0 |1) — |0> + 6217'[0..](2.](1.’(0 |1> )

Le calcul pour un n quelconque se fait par récurrence et prouve que le circuit calcule la transformée de
Fourier.

3.4. Porte SWAP

Il faut faire une petite modification au circuit de la transformée de Fourier qui, en effet, ne respecte pas
notre convention habituelle sur 'ordre d’écriture des qubits. Dans notre circuit le qubit en entrée est
ko) ® |kq) ® -+ - ® |k,,_1). Mais si 'écriture binaire de k est k,,_; ...k;.kq alors |k> = |kp_1) ® -+ |ky) ® |kq)-
Pour obtenir I’écriture voulue il suffit de renverser les qubits. Cela se fait avec une porte SWAP que l'on a
vue lors du chapitre « Portes quantiques ».

Ainsi le circuit complet pour 'exemple de n = 3 devient :

ko) — [H] Vo)
k1) — SwaP [HHR J—— Iv1)
ko) — )

En incluant une porte SWAP, nous avons construit un circuit qui réalise la transformée de Fourier :

k) F k)

4. Estimation de phase

La derniére application de la transformée de Fourier que nous allons voir est « I'estimation de phase », c’est
le nom physique utilisé pour parler de la détermination d’'une valeur propre d'une matrice unitaire. Cette
section ne revient pas sur les détails et les motivations concernant les valeurs propres : on renvoie pour cela
a un cours d’algebre sur la réduction des endomorphismes.

4.1. Valeur propre

Définition.

Soit A € M,,(C) une matrice. Le scalaire A € C est une associée au X,siX
n’est pas le vecteur nul et :

AX =X

Les valeurs propres et les vecteurs propres jouent un role fondamental dans I’étude des matrices. Rappelons
juste ici qu'une matrice unitaire (c’est-a-dire vérifiant A*A = I) est diagonalisable, c’est-a-dire équivalente a
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une matrice diagonale :

A4 O -~ 0
0 2, :
. .0
0 0 An

ol justement les éléments A; sont les valeurs propres de A.
Mettons en avant deux propriétés des valeurs propres.

Lemme 1.
Soit A une matrice. Si A est une valeur propre associée au vecteur propre X alors A"X = A"X.

Autrement dit A" est une valeur propre de A™.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence en se calquant sur le modele suivantou n =2 :

A’X = A(AX) = A(AX) = M(AX) = A(AX) = A%X.

Voici le second résultat qui concerne uniquement les matrices unitaires.

Lemme 2.
Soit A € M,,(C) une matrice unitaire. Si A est une valeur propre alors |A| = 1.

270 et 1a valeur propre est déterminé par sa « phase » 6 (la phase étant le nom

Ainsi on peut écrire A =e¢
donné par les physiciens a 'argument). Pour comprendre la preuve, rappelons quelques propriétés (voir le
chapitre « Portes quantiques ») :

A unitaire signifie A*A=1.

 Le produit scalaire est anti-linéaire a gauche et linéaire a droite, donc pour A € C :

(Aulv) = A" (ulv) et (ulAv)=A(ulv)

et permet de calculer la norme : ||ul|® = (ulu).
 Une matrice unitaire préserve le produit scalaire : (AulAv) = (u|v).

Démonstration. Soit A une valeur propre associée au vecteur propre X.

(AXIAX) = (X|X) = (AX|AX) = (X|X)
= A" ({X|AX) = (X|X)
=  AAXX) = (X|X)
= AP X1 = x|
= AP =1
= |Al=1

On a utilisé les propriétés rappelées précédemment ainsi que le fait qu'un vecteur propre est non nul (donc
X1l # 0). O

4.2. Probleme de I'estimation de la phase

D’un point de vue mathématique le probléme est le suivant. On nous donne une matrice M € My (C) unitaire
et un vecteur propre X,. Il s’agit de calculer la valeur propre A, = e%7% associée a ce vecteur propre. Dans
notre situation informatique, on a N = 2" et A € M,,(C) est une matrice unitaire. Le vecteur propre est écrit
sous la forme d’un n-qubit |v)). Le but reste toujours de déterminer la valeur propre A, en calculant 6.
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4.3. Porte cA

Nous généralisons la porte CNOT, qui est une porte cX, c’est-a-dire une porte X conditionnelle. Soit A un
matrice unitaire de M, (C), a laquelle on associe une porte également notée A.

La barre oblique « / » devant et apres la porte A signifie que plusieurs lignes quantiques sont représentées
en une seule. Ici 'entrée et la sortie sont des n-qubits. La porte cA (pour controlled A) est une porte ayant en
entrée un 1-qubit supplémentaire, qui détermine si on applique ou non la porte A.

Si le premier qubit est |0), on ne change pas le n-qubit restant, si le premier qubit est |1), on applique la
porte A au n-qubit restant.

|0) |0) 1) 1)
[y) [y) 1Y) A|¢>
4.4. Porte cA et valeurs propres

Calculons 'action de la porte cA lorsque le n-qubit est le vecteur propre |),) associé a la valeur propre
A’O — eZiTEQO.

o Silentrée est |0) ® |¢),) alors la sortie est |0) ® |¢)).
o Silentrée est |1) ® |¢),) alors la sortie est :

1) ® Alo) = 11) ® Ag Iyho) = €2 1) ® |3h) .

w)o $ |1o) I% IAI% = 2o |¢o)

Si le 1-qubit de la premiére ligne est a|0) + 8 |1) alors calculons le (n + 1)-qubit de sortie :
cA
alo)+p11) —— al0)®[yo) +f11) ®A)o)
=a0) ® |Yo) + B2 1) ® [1o)
= a|0) ® 1)) +e*™ [ [1) ® [1),)

Ainsi le qubit de sortie s’écrit :

(alo) + €% B 1)) ® 1)

Remarquons qu’aprés la factorisation par |1, le premier qubit de sortie est écrit a|0) + e27%f |1). Cela
peut sembler contradictoire avec le fait que la porte cA laisse inchangé le premier qubit qui devrait donc
étre a|0) + 8 |1), mais ici on inclut le coefficient provenant de la valeur propre ; mathématiquement on a
simplement utilisé la bilinéarité u ® (Av) = (Au) ® v.
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4.5. Bloc pour I’estimation de phase

La brique de base du circuit va étre ce bloc :

3500 +11) ——p——
1Y) —— A%
La phase 0, est un réel qui vérifie 0 < 6, < 1. Supposons qu’il admette I'écriture binaire :
jl j2 jn

0p=0.J1.Jy. jn="7+ et —.
0 J1-J2++-Jn 5 T 92 on

Lemme 3.
Le qubit de sortie du bloc précédent est :
1
V2

, . . ¢ .
Démonstration. Par le lemme 1 la valeur propre de la matrice A2 associée au vecteur propre |1),) est

(|0> + eZinO..j“l...jn |1>) ® W"O) )

Agl — o2im2'6y
Or
2(90:25(-]_1+J_2+...+]_n)
2 22 2n
] 2€—1+,_.+ 7 +jf_+1+'“+j_n
=1 Je 2 2n—€

partie décimale

partie entiere

= k+ 0..j(+1 .o .jn

2imk

Mais pour tout entier k, e =1 donc

AS@ _ ezinzfeo — 20 o1

Maintenant, la porte cA appliquée a |0) ® |y,) a pour sortie |0) ® [1),) et appliquée a |1) ® 1)) elle a pour
sortie }ng |1) ® [4). Donc pour 'entrée du bloc %uo) +|1))®|y,) la sortie est % (IO) + 2170 Jes1Jn |1)) ®
Vo) O

4.6. Circuit d’estimation de phase

0 [H| 270..j3...ji
premier registre < 10) L] 0) +e 1)
\ |0> @ |O> +62irt0..j1...jn |1>
second registre { Vo) ————a2° A2 HAZ — - — A2 = |Yo)

Le qubit de sortie de ce circuit est présenté sous la forme factorisée par le vecteur propre |v),) (voir le lemme
3). Les coefficients % sont omis.
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Proposition 1.
Le qubit de sortie du circuit d’estimation de phase est |¢p) ® |1) ot :

|¢> — ‘/% (|0> _+_eZirrO..jn |1>) ® (|0> +eZi1‘rO..jn_1jn |1>) Q- ® (|O> + eZiﬂ:O..jl...jn |1>) )

Ainsi le premier registre de sortie est égal & F |j;.j5 . .. j,). Donc en composant le circuit & Uaide du circuit
inverse de F (C’est-a-dire le circuit de F~1), on obtient le qubit |j;.j, ... j,), donc les « décimales » jy, jy, - .., jn
de Uécriture binaire de 6.

Démonstration. Une porte de Hadamard H transforme l'entrée |0) des premiéres lignes en % (Jo) +[1)).

Ainsi le circuit est composé de blocs de type cA2' comme étudiés précédemment. Chacune de ces portes
transforme le qubit % (10) +11)) ® |yp) en % (]0) + e2i0-Jes1-Jn | 1)) ® [a). Ce qui conduit au résultat.
Par le circuit de la section 3 qui réalise la transformée de Fourier, on vérifie immédiatement que la sortie P
du premier registre est £ |j;.j, ... j,). Ainsi |j;.jo ... j,) = F~(P). Nous savons réaliser un circuit quantique
pour F. Comment réaliser un circuit pour ¥~ ? Tout simplement en reprenant le circuit de F et en le lisant
de droite a gauche (au lieu de la lecture habituelle de gauche a droite). Cette opération est possible car
toutes les portes quantiques sont inversibles : donc obtenir la porte A™!, c’est lire 'action dune porte A de
droite a gauche.

Nous obtenons donc I'état quantique de base |j;.js ... j,) dont la mesure donne les bits ji, jy, ..., j, qui
permettent ainsi de retrouver la phase 6, = 171 + sz +--- et donc la valeur propre A. O
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Cryptographie quantique

Vidéo M partie 16. Cryptographie quantique
Nous étudions le protocole BB84 qui permet le partage d’un secret commun entre deux personnes
grdce a la physique quantique.

1. Le chiffrement parfait existe

Commencons par comprendre qu'un secret commun entre deux personnes permet une communication
parfaitement stire. C’est d’ailleurs ce protocole qui était utilisé par le « téléphone rouge » reliant les USA et
I'URSS pendant la guerre froide.

1.1. Masque jetable

ALICE BOB

Masque jetable

Chiffrement —

 Alice veut envoyer un message a Bob. Ce message est composé de O et de 1 (par exemple pour un
nombre, on utiliserait son écriture binaire : 14 serait codé 1.1.1.0; pour une lettre on utiliserait le code
ASCII : « A » serait codé 1.0.0.0.0.0.1).
Exemple : le message est x =1.0.1.1.0.1.1.

 Alice et Bob s’étaient au préalable partagé un « masque jetable », qui est une suite secréte et aléatoire de
Oetdel.
Exemple : le masque est m = 0.0.1.0.1.1.1.

Alice N Bob

e 7 .. , .
chiffrement y = x @ m transmission déchiffrement x =y ®m

A 4

> X

» Alice envoie le message chiffré y obtenu par addition bit a bit (sans retenue) y = x & m (c’est un « ou
exclusif » bit a bit).
1.0.1.1.0.1.1

® 0.0.1.0.1.1.1

1.0.0.1.1.0.0


http://www.youtube.com/watch?v=9c86mzofHAk
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Exemple : y =x ®m =1.0.0.1.1.0.0.
« Bob déchiffre le message en ajoutant de nouveau le masque m a y : il obtient x. En effet y @ m =
xeomodm=x (car0®0=0etl1®1=0).
Exemple: y ®m =1.0.1.1.0.1.1 = x.
1.0.0.1.1.0.0

® 0.0.1.0.1.1.1

1.0.1.1.0.1.1

Voici les conditions que doit respecter le masque jetable m :
« il doit étre un choix aléatoire,
« il doit rester secret,
« il doit étre de la méme longueur que le message,
« il ne doit servir qu'une seule fois.

1.2. Avantages et inconvénients

Avantages. Ce chiffrement est parfaitement s{ir : un espion qui intercepterait le message chiffré y sans
connaitre le masque jetable m ne serait pas capable ici de décrypter le message. En effet, un 0 du message
Yy peut correspondre aussi bien a 0 ou 1 du message original, de méme pour un 1.

[ [m=0ln=1]
x=0 0 1
x=1 1 0

Un espion n’a pas de meilleure méthode que de deviner au hasard si le message original contenait O ou 1.
Si le message est de longueur n alors la probabilité qu’il décrypte le message complet est % (ce qui revient
a tirer au hasard un message parmi les 2" messages possibles).

Inconvénients.

Tout d’abord il faut respecter scrupuleusement les consignes pour l'utilisation du masque jetable (choix
aléatoire, usage unique,...). Une difficulté réside dans le fait qu’il faut que le masque reste un secret
uniquement connu d’Alice et Bob : la méthode la plus simple est qu’Alice et Bob puissent se rencontrer
physiquement pour déterminer ensemble le masque jetable. Pour le « téléphone rouge », les masques jetables
étaient des listes de nombres transmis réguliérement via une valise diplomatique. Cet échange de masque
est un probléme pratique majeur puisqu’il nécessite une rencontre entre Alice et Bob. C’est pourquoi d’autres
protocoles cryptographiques sont utilisés, comme par exemple RSA, pour permettre des communications
chiffrées sans aucune rencontre physique, mais ils ne sont pas parfaitement stirs.

2. BB84 : un secret commun

Nous présentons maintenant le protocole BB84 (d{i a Bennett et Brassard en 1984) qui n’est pas vraiment
un protocole cryptographique mais qui permet la création d’un secret commun sous la forme d’une suite de
0 et de 1. Cette suite peut ensuite, par exemple, étre utilisée comme masque jetable pour un chiffrement
parfait. Ce secret commun peut se construire a distance et on peut étre slir avec une forte probabilité que
personne n’a intercepté le secret.
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2.1. Deux bases

Alice souhaite envoyer a Bob une information 0 ou 1. Pour réaliser cela, elle va lui envoyer un qubit. Elle a
le choix de deux codages différents.

Premiére base d’envoi « & ».

Dans cette base deux qubits sont possibles : |T) et |—).
* |T) =|0) représente l'information 0,
e |—) =11) représente l'information 1.

Seconde base d’envoi « ® ».
Dans cette base deux qubits sont possibles : | /) et |\,).

o | /)= %(lO) +|1)) représente I'information 0,

e I\ = i2(|0) —|1)) représente I'information 1.

D’un point de vue physique ces qubits correspondent a des polarisations de photons : la polarisation a 90°
pour la base « @ » et la polarisation a 45° pour la base « ® ». Selon le choix de base et selon I'information
0/1, Alice envoie un des quatre qubits [T}, |—), |/}, |\\)-

On retrouve aussi ces deux mémes bases lors de la réception qui correspond a une mesure.

Premiere base de mesure « @ ».
Voici I'information que Bob obtient lorsqu’il mesure le qubit recu dans la base « & ».

qubit 7 | =) /) N
. . Ooul Ooul
information 0 1
(50% chaque) (50% chaque)

Seconde base de mesure « ® ».
Voici I'information que Bob obtient lorsqu’il mesure le qubit recu dans la base « ® ».

qubit ) |—) L7 ] IN)
information Ooul Ooul 0 1
(50% chaque) (50% chaque)

Conclusion. Si Bob effectue la mesure dans la méme base que celle d’envoi alors il obtient exactement
I'information 0 ou 1 envoyée par Alice. Par contre s’il mesure dans I'autre base que celle d’envoi, il obtient
alors un bit 0 ou 1 aléatoire qui n’a rien a voir avec I'information envoyée par Alice.

Circuits quantiques
Base « @ ». Pour I’envoi il n’y a rien a faire, le qubit est |0) ou |1). Pour la réception, il s’agit juste d’'une

On retrouve bien que, par exemple, | /) = —2(|O) +]1)) se mesure en 0 ou 1 avec chacun une probabilité %

mesure classique :

Base « ® ». Pour I'envoi, I'information O est codée par H |0) = | /) et I'information 1 est codée par H |1) = |\).

Pour la réception, le circuit est composé d’une porte H suivi d’'une mesure :

Par exemple si le qubit regu est |\) = %uo) —11)), alors la porte de Hadamard I’envoie sur |1) qui se
mesure en 1. (On pourrait aussi utiliser que H o H [¢) = [¢).)

Donc une porte H de Hadamard suffit.
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2.2. Protocole

Voici le protocole de partage d’'un secret commun.
1. Alice - envoi.
o Alice choisit des bits 0 ou 1 au hasard.
 Par chaque bit, elle choisit au hasard une base d’envoi ® ou ®.
» Pour chaque bit, elle a donc quatre situations et elle envoie le qubit correspondant :
bit/base || (0,®) | (1,®) | (0,®) | (1,®)
qubit m [ = A T IN)

2. Bob - réception.
» Bob recoit une liste de qubits.
» Pour chaque qubit il choisit au hasard une base de mesure ® ou ®.
« Bob mesure chaque qubit re¢u parmi |T), |—), | /), |\\) dans la base choisie & ou ®.

3. Alice & Bob — mise en commun.
Alice et Bob établissent la liste de leurs bases identiques (les deux ont choisi @ ou les deux ont choisi ®).

Cette discussion peut étre publique.

Alice et Bob ne conservent que les rangs ot les choix de base sont identiques. Les autres sont oubliés.
» Alice ne conserve que les bits correspondant a ces rangs.
o Pour chacun de ces rangs, Bob mesure dans la base (commune) et obtient le méme bit qu’Alice.

2.3. Exemple

Voici un exemple. A vous de terminer de compléter ce tableau.

Alice bit 1 0 0 1 1 1 0 1 0

Alice base ® ® ® ® ® @ ® ® ®
Qubit =) (LAY T IND | IND

Bob base ® ® ® ® @ ® ® ® ®

Base commune ? oui | non | oui | oui | non

Bit commun 1 0 1

Le message commun est 1.0.1...

2.4. Sirete

Pour l'instant Alice et Bob partagent un message commun. Mais celui-ci est-il secret ? Il faut s’assurer que le
message n'a pas été intercepté ou modifié en cours de transmission.

— 5

Alice Bob
interception

Eve

La sécurité repose sur le théoréme de non clonage quantique (voir le chapitre « Portes quantiques »). Eve ne
peut pas lire un qubit puis le renvoyer a Bob. En effet, toute mesure modifie irrémédiablement le qubit.

Expliquons sur un exemple : Alice envoie I'information 0 dans la base ®, c’est-a-dire qu’elle transmet le
qubit | 7). Eve doit choisir une base pour sa lecture (car elle ne connait pas la base d’envoi d’Alice).
« Si elle choisit la base ®, alors la mesure de | /) donne toujours 0, son interception est réussie ;
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« si elle choisit la base @, alors la mesure de | ") donne 0O (avec probabilité %, interception réussie) ou 1
(avec probabilité %, interception ratée).

Eve ne sait pas si elle a choisi la bonne base. Si elle a choisi la bonne base alors elle pourrait renvoyer le
bon qubit a Bob. Mais si elle a choisi la mauvaise base elle va renvoyer |T) ou |—) a Bob. Lorsque Bob va
vérifier avec Alice qu'’il a la bonne base, alors la lecture de |T) ou |—) dans la base ® va donner 0 ou 1, et le
bit sera faux dans la moitié des cas.
Bilan : Eve obtient la bonne information 0 /1 dans les % des cas (mais sans savoir quand c’est bon ou mauvais).
Mais surtout si Eve intervient lors de la transmission, alors Bob obtient un mauvais bit d’information avec
une probabilité %r (parmi les bits du message commun).

Voici donc la fin du protocole.
4. Alice & Bob - vérification de la sécurité.
« Alice et Bob se communiquent publiquement un échantillon de n bits du message commun (par exemple
les n premiers bits).
 Si les échantillons ne sont pas exactement les mémes alors un espion est intervenu, 'ensemble du
message est compromis et il faut tout recommencer.
« Siles échantillons sont exactement identiques, alors la transmission est considérée comme sfire (d’autant
plus siire que n est grand). Le reste du message constitue alors le secret commun.

0.1.0.1.0.0.1.0, 0.1.1.1.0.1.1.0.0.1.0.0.0.0.1.0,

échantillon secret commun

Détaillons les calculs de la sécurité de la transmission.

 Siaucun espion intervient, alors les échantillons d’Alice et Bob sont toujours identiques (probabilité 1,
quelle que soit la taille n de I'échantillon).

 Siun espion intervient entre Alice et Bob alors, pour chaque bit, la probabilité qu’il parvienne correctement
aBobestde %. Donc les échantillons de n bits d’Alice et Bob sont completement identiques avec probabilité
(%)n. Si n est assez grand, alors cette probabilité est presque nulle. Ce qui signifie qu’on détecte presque
stirement la présence d’un espion.

 Voici des exemples :
— n=10: (%)10 = 0.0563, donc dans environ 95% des cas 'espion est repéré,

— n=20: (%)ZO = 0.003... donc dans 99.7% des cas I'espion est repéré,
— n=100: (%)100 ~ 3-107'3 donc I'espion est repéré sauf 1 fois sur 1000000 000 000.

Bilan.
« Alice et Bob partagent un secret commun,
« ils sont raisonnablement certains de ne pas avoir été espionnés,
 ce secret commun peut servir de masque jetable pour une communication chiffrée.

3. Alice et Bob divorcent : qui garde le chien?

Alice et Bob ne se font plus confiance, et ils doivent décider par téléphone qui garde le chien. L'un pourrait
tirer a pile ou face et annoncer le résultat a 'autre mais chacun pense que I'autre peut tricher. Comment
faire?

Nous allons voir la simulation d’un tirage a pile ou face a distance dans le monde quantique. Voici le
protocole expliqué simplement : Alice et Bob tirent chacun de leur c6té une piéce a pile ou face. S’ils
obtiennent tous les deux « pile » ou tous les deux « face » c’est Bob qui gagne, sinon c’est Alice. Le point
crucial est de se débrouiller pour qu’aucun des deux ne puisse mentir en annoncant son résultat.
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3.1. Protocole

1. Alice choisit une base d’envoi & ou ®.
e Alice décide au hasard d’une base d’envoi ® ou ® (c’est son tirage a pile ou face).
« Elle envoie une série aléatoire de bits, par exemple 0.0.1.0.1.1.
« Elle envoie les qubits correspondant dans la base qu’elle a choisie. Par exemple :
— sielle a choisi la base @ : |1), |T), |—), IT), |—), =),
— sielle a choisilabase ® : |,7), |.7), IN\), .7), I\, IN\)-

2. Bob choisit une base de mesure & ou Q.
» Bod décide au hasard d’'une base de mesure ® ou ® (c’est son tirage a pile ou face).
o 11 effectue la mesure des qubit recus dans la base qu’il a choisie.
« Il obtient une suite de mesures 0 ou 1.

3. Bob annonce la base qu’il a choisie pour la mesure.
4. Alice dévoile la base qu’elle avait choisie pour I’envoi ainsi que les bits transmis.
5. Gagnant : si les deux bases coincident Bob a gagné, sinon c’est Alice.

6. Vérification : Bob vérifie qu’Alice n’a pas menti. Bob a annoncé son choix avant Alice il doit donc
vérifier qu’Alice n’a pas triché, pour cela il compare sa mesure avec les bits d’Alice :
« s’il a trouvé la bonne base, alors sa mesure est exactement la méme que les bits d’Alice,
 s’il n’a pas trouvé la bonne base, alors il doit avoir en moyenne la moitié des bits corrects et la moitié
des bits faux.
Il sait donc s’il a trouvé la bonne base ou pas. Plus de détails sur la vérification sont donnés ci-dessous.

3.2. Vérifications

Tout d’abord Bob ne peut pas tricher, d'une part les mesures qu’il effectue ne permettent pas de déduire
quelle base d’envoi Alice avait choisie et d’autre part Bob annonce en premier sa base a Alice.

Voyons comment Bob vérifie le résultat annoncé par Alice.

Imaginons qu’Alice ait choisi la base & et les bits 0.0.1.0.1.1 elle transmet donc les qubits |1), |T), =), |T),
=), [=).

Si Bob a choisi de mesurer les qubits dans la méme base & alors il va obtenir apres mesure la méme suite de
bits 0.0.1.0.1.1. Donc dans le cas ot il gagne les bits d’Alice et de Bob sont identiques.

Si Bob a choisi l'autre base, ici ®, alors la mesure de |1), |—), conduit & 0 ou 1 aléatoirement. Il va donc,
en moyenne, avoir la moitié de bits faux et ’autre moitié corrects. La probabilité que les n bits de Bob
coincident exactement avec les n bits d’Alice est % et est donc tres faible (si n est assez grand).

Bilan : Bob sait s’il a choisi la méme base qu’Alice juste en comparant les bits mesurés avec les bits annoncés
par Alice.

Par contre, Alice pourrait essayer de tricher : si Bob choisit la base &, elle pourrait mentir pour faire perdre
Bob et dire « Javais choisi la base ® » ou inversement. Mais dans ce cas, elle va étre démasquée car elle a
déja envoyé les qubits qui ont déja été mesurés pars Bob et ne peut donc plus rien modifier. Or, comme on
I'a déja vu, la mesure des qubits |1), |T), |—), [T), |—), |—) dans la base ® a trés peu de chance de donner
exactement 0.0.1.0.1.1.

La cryptographie quantique n’en est encore qu’a ces débuts, c’est tout un domaine a découvrir !



Code correcteur

Vidéo M partie 17. Code correcteur

Lors de la transmission d’un qubit il peut y avoir des erreurs. Les codes correcteurs permettent de
détecter et corriger ces erreurs.

1. Un code correcteur classique

Lorsqu’on transmet un message électronique, le message recu peut étre différent du message envoyé a cause
d’erreurs (erreurs de lecture/écriture, interférences,...). Cela peut étre sans conséquence, par exemple
tout le monde comprend la phrase « UN PETLT PAS PQUR L'HOMNE » malgré les fautes de frappe, mais
pour envoyer un code d’identification du style « 562951413 » une erreur sur un seul chiffre compromet le
message.

On distingue deux taches : détecter s’il y a eu une erreur (si c’est le cas on pourrait envoyer a nouveau
le message), mais on peut aussi utiliser des techniques qui permettent de corriger directement certaines
erreurs.

1.1. Répétition

L'idée la plus simple pour sécuriser la transmission est de répéter chaque partie du message. Dans toute
cette section on considére que le message est composé de O et de 1 :

» chaque « 0 » est remplacé avant transmission par « 000 »,

» chaque « 1 » est remplacé par « 111 ».
S’il y a une erreur lors de la transmission, le décodage se fait selon le principe de la majorité :

« 000, 001, 010, 100 sont décodés en « 0 »,

e 111,110,101, 011 sont décodés en « 1 ».
Prenons 'exemple du message « 1.0.1 » :

 répétition de chaque bit : «111.000.111 »,

 le message est transmis mais des erreurs surviennent,

e le message recu est « 101.001.111 »,

« selon la regle de la majorité, le message décodé est bien le message original « 1.0.1 ».
Bien évidemment, s’il y a trop d’erreurs, par exemple « 000 » est altéré en « 101 », alors le message décodé
est erroné.


http://www.youtube.com/watch?v=qVVTfBZTiFc
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1.2. Efficacité

Nous allons comparer les erreurs suivant le codage utilisé. Considérons un message de n bits, chaque bit
transmis pouvant étre altéré avec une probabilité p.
Proposition 1.

o Sans utiliser de codage, le message transmis est entiérement correct avec probabilité (1 —p)".

 En utilisant le codage de répétition triple, le message décodé est entiérement correct avec probabilité (1 —p3)"

oit ps = p*(3 —2p).

Les tableaux suivants présentent les probabilités qu'un message de longueur n soit transmis parfaitement
correctement, selon différentes valeurs de p, avec ou sans répétition.

Casp=0.1 Casp=0.01 Cas p =0.001
(10% des bits sont altérés) (1% des bits sont altérés) (1 bit sur mille est altéré)
sans avec sans avec sans avec
n répétition répétition n répétition répétition n répétition répétition
10 35% 75% 10 90% 99.7% 10 99% 99.99%
100 0% 5% 100 36% 97% 100 90% 99.97%
1000 0% 0% 1000 0% 75% 1000 37% 99.7%

Conclusion : pour un message long, il est indispensable de mettre un place un systeme permettant de
détecter puis de corriger les erreurs.

Démonstration de la proposition 1.

 Sans utiliser de codage, un bit est transmis correctement avec probabilité 1 — p, pour que le message
recu soit identique au message initial, il faut que les n bits soient transmis sans étre altérés, ce qui arrive
avec probabilité (1 —p)".

» Pour le codage de répétition triple, prenons 'exemple de la transmission du bit « 0 ». Le message recu
est:
— «000 » avec probabilité (1 —p)? (trois bits corrects),
— «001 », «010 », « 100 », chacun avec probabilité p(1 — p)? (un bit faux, deux bits corrects),
— «110», « 101 », « 011 », chacun avec probabilité p%(1 — p) (deux bits faux, un bit correct),
— « 111 » avec probabilité p3 (trois bits faux).
Pour les deux premiers cas, la regle de la majorité conduit au bon décodage « 0 ». Pour les deux derniers
cas, le décodage donne « 1 » et le bit est mal décodé.
La probabilité d’erreur (deux derniers cas) est donc :

ps =3p*(1—p)+p° = p*(3—2p).
Chaque bit est donc transmis de facon correcte avec une probabilité 1 — p5 ; les n bits d’'une suite sont

tous transmis correctement avec probabilité (1 — p3)™.
O

Exercice.
Faire les calculs de la proposition 1 dans le cas d’une répétition de longueur 5 : 0 — 00000 et 1 — 11111.
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2. Correction d’erreurs en informatique quantique

2.1. Obstacles

Les ordinateurs quantiques sont encore balbutiants et commettent beaucoup d’erreurs. Les codes correcteurs
sont donc importants mais se confrontent a des problémes spécifiques a 'informatique quantique :

» on ne peut pas mesurer un qubit sans le perturber irrémédiablement (effondrement du paquet d’onde),

» on ne peut pas cloner un qubit (voir le théoréme de non-clonage quantique du chapitre « Portes quan-
tiques »),

« enfin un qubit @ |0) + f |1) peut prendre une infinité de valeurs (a, 8 étant des nombres complexes
quelconques) a la différence du cas classique dans lequel I'information est codée par seulement deux
valeurs O et 1.

Et pourtant, malgré toutes ces difficultés, il est possible de corriger des erreurs!
Dans toute la suite, on suppose que l'on souhaite transmettre un message formé par un qubit |y) =
al0) + ]1). On commence par expliquer deux idées importantes pour la suite.

2.2. Augmentation d’un qubit

Nous avons vu que le fait de répéter un bit permet de corriger certaines erreurs. Comment faire pour nos
qubits ? Nous allons généraliser une porte FANOUT (voir le chapitre « Portes quantiques ») a 'aide de deux
portes CNOT.

Le circuit suivant transforme le 1-qubit |¢y) = a|0) + B |1) en le 3-qubit |y)) = a]0.0.0) + B ]1.1.1).

[Yo) = al0) + B |1)
|0) — l¢) = @]0.0.0) + ]1.1.1)
0) ———b—

« Pour le circuit ci-dessus si |y),) = |0) alors |3p) =[0.0.0) et si |[3p) = |1) alors |3p) = |1.1.1). Par linéarité,
cela donne le résultat |¢) attendu pour |y)y) = a|0) + B |1).

» Noter qu’ici nous n’avons pas dupliqué les coefficients. Le théoréme de non-clonage quantique montre
qu’aucun circuit ne permettrait de réaliser le 3-qubit (a |0) + 5 ]1))(a|0) + B]1))(a|0) + B |1)).

» Noter aussi que si on considére le circuit inverse (de la droite vers la gauche) alors on effectue la
transformation inverse : on passe de |¢) = «|0.0.0) + 8 |1.1.1) a (a|0) + 3 ]1))|0) |0). Ainsi aprés une
mesure des deux derniers qubits, on obtiendrait sur la premiere ligne notre qubit |¢)y) = a|0) + B |1).

2.3. Décider si deux qubits de base sont égaux (sans les mesurer)

On considére ici un message composé de 1-qubits de base de la forme |0) ou |1). On souhaite vérifier sans
aucune mesure si deux qubits de base sont égaux.

Pour cela on utilise un circuit a trois lignes quantiques : les deux premieéres sont les entrées a comparer, la
troisieme ligne est une ligne auxiliaire dont la sortie va répondre a la question « Les deux qubits de base
sont-ils égaux? »

) ——— [¢)
) )
0) —&—D— Ix)
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Vérifier que :

* Si|$) =10) et [4p) = 0) alors |x) = |0).
« Si|p)=11)et[y)= |1> alors |y) =10).
* Si|$) =10) et [p) = [1) alors |x) = |1).
* Si|$)=11) et [p) =0) alors |x) = |1).

Noter que sur les deux premiéres lignes les qubits |¢) et |¢)) restent inchangés. La sortie |y ) vaut |0) si et
seulement si |¢) et |1)) sont les mémes qubits de base. La sortie |y ) vaut |1) si et seulement si |¢) et [¢))
sont des qubits de base différents.

Remarque : ce circuit permet de tester '’égalité de deux qubits de base, mais ne permet pas de comparer
deux 1-qubits quelconques.

3. Code correcteur pour le flip d’un qubit

3.1. Un circuit qui corrige les erreurs ?

On souhaite transmettre le qubit [1p3) = a|0) + B |1). On commence par augmenter le qubit en [¢) =
a]0.0.0) + 5 ]1.1.1) (on suppose que cette opération se fait sans erreur).

Lors de la transmission de ce 3-qubit il peut y avoir des erreurs. Commengcons par le cas ou 'erreur est un
« flip » d’un des qubits. Par exemple a|0.0.0) + |1.1.1) est mal transmis en «|0.0.1) + 3 |1.1.0).

Noter qu’un flip correspond a une porte X sur 'un des trois qubits, porte qui change |0) en |1) et récipro-

quement.

Comment détecter et corriger cette erreur ?

3.2. Circuit

Voici un circuit qui permet la transmission correct d'un qubit |,), méme si lors de la transmission une
erreur de type X se produit.

[%o) P— [v)
Erreur
N N
|O) U Xi U
0) SV SV,

X; désigne l'action d’'une porte X sur 'une des lignes i € {1, 2, 3}.

 Ou que soit cette erreur, la premiére ligne du circuit renvoie toujours le qubit original [)).

 Le circuit est composé de 4 portes CNOT et terminé par une porte de Toffoli.

On rappelle quune porte de Toffoli, est I'action d'une porte X (sur la ligne du « @ ») a condition que les
qubits des deux autres lignes soient tous les deux |1).

3.3. Calculs

Effectuons les calculs qui justifient que le qubit de sortie est bien le qubit original malgré I'erreur.
o Cas erreur X; (flip sur la premiére ligne).
— Cas |yy) = |0). Le 3-qubit avant I'erreur est |0.0.0). Alors le 3-qubit recu est |1.0.0), les deux portes
CNOT le transforment en |1.1.1) et la porte de Toffoli renvoie |0.1.1). Le premier qubit est bien |0).
— Cas |¢y) = |1). Le 3-qubit avant l'erreur est |1.1.1), mais le qubit recu est [0.1.1), les deux portes
CNOT ne le changent pas, et la porte de Toffoli renvoie |1.1.1). Le premier qubit est bien |1).
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— Cas |[¢y) = a|0) + B|1). Par linéarité, les calculs précédents donnent comme sortie a|0.1.1) +
B11.1.1) = (a]0) + B |1))|1.1). Si on ne retient que le premier qubit on obtient a|0) + 5 |1) qui est
bien notre qubit initial |1),).

» Cas erreur X, (flip sur la deuxieme ligne).

— Cas [yy) = |0). Avant l'erreur le 3-qubit est |0.0.0), apres erreur c’est |0.1.0), les deux portes CNOT
et la porte de Toffoli ne changent rien. On obtient |0.1.0).

— Cas |yy) = |1). Avant l'erreur le 3-qubit est |1.1.1), apres erreur cest |1.0.1), les deux portes CNOT
donnent |1.1.0), la porte de Toffoli ne change rien. On obtient |1.1.0).

— Cas |¢Yy) = a|0) + B |1). Par linéarité, la sortie vaut a|0.1.0) + $]1.1.0) = (a|0) + 1)) |1.0). Le
premier qubit est encore a|0) + 8 |1) qui est bien le qubit initial |)).

e Cas erreur X5 (flip sur la troisieme ligne).

Les calculs sont similaires. [15) = a|0)+ 3 |1) donne apres erreur a|0.0.1) +  |1.1.0), et la fin du circuit

renvoie a]0.0.1) + £ ]1.0.1) = (a«|0) + ]1))|0.1). Le premier qubit est de nouveau |).

4. Code correcteur pour l'inversion de phase d’un qubit

4.1. Circuit

Le flip n’est pas la seule erreur possible. Une autre erreur est 'inversion de phase qui est le changement de
a|0)+ B 1) en a|0) — B |1). Le changement de phase correspond & une porte Z.

On souhaite transmettre le qubit |¢,) = a|0) + B |1). On commence par augmenter le qubit en [y) =
a]0.0.0) + B ]1.1.1). Ensuite, lors de la transmission, on suppose que se produit un changement de phase
sur 'un des trois qubits. On se raméne a la situation précédente en notant qu'une porte X est équivalente a
une porte HZH, ou H est une porte de Hadamard :

—x= = AEHzHHE

Voici le circuit qui détecte et corrige cette erreur.

) [H] [H] B— [1o)
Jany (71 Erreur 7

0) —& H] Z, (H—®

0) &—H] [H] o

Z; désigne l'action d’'une porte Z sur 'une des lignes i € {1, 2, 3}.

4.2. Calculs

Nous n’avons pas a faire les calculs puisque ce sont les mémes que pour le flip. En effet, on a rappelé que
HZH =X, donc I'ensemble des portes de Hadamard et I'erreur Z; correspondent a une erreur X;.
Une autre facon de voir les calculs est d’utiliser la notation |+) et |—).
1 1
[+) =H0) = —(|0) + 1)) |-} =HI1) = —(10) — 1))
V2 V2

On a aussi réciproquement H |+) = |0) et H |—) = |1).
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Un changement de phase Z envoie a |0) + 8 |1) sur a|0) — 3 |1), et peut étre simplement défini par :
z z
[+)—— =) =) —+)
C’est donc une sorte de flip dans une autre base.
Si au départ |,) = |0) alors, aprés augmentation, on a |)) = ]0.0.0). Puis a I'aide des portes de Hadamard
le 3-qubit avant erreur est |+) |[+) |[+), que I'on note |+. + .+). Lerreur Z; change I'un des signes, par exemple

on obtient |—. + .+), les nouvelles portes de Hadamard le transforment en |1.0.0) (qui correspond bien a un
flip classique de |v)), qui est corrigé par la fin du circuit en |0.1.1) et ainsi le premier qubit est bien |0).

5. Détection d’un flip

Les circuits précédents font trés bien leur travail : ils détectent et corrigent les erreurs. Mais ils ne sont pas
tres pédagogiques car les deux tdches sont effectuées en méme temps. Nous allons modifier 1égeérement ces
circuits afin qu’ils détectent les erreurs et on expliquera ensuite comment les corriger.

5.1. Un circuit qui détecte les flips

Voici un circuit qui détecte un flip.

) )

P
| |
|¢0> I f
| |
E
0) —& : r}}j“"’ :
| |
0) e :
| |
0) >—
}Icﬁ)
0) O—D

Ce circuit se décompose en deux registres :

Premier registre. Les trois premiéres lignes correspondent au qubit augmenté |000) ou |111), lors de la
transmission survient une erreur qui est ici un flip sur une des trois lignes.

Second registre. Les deux dernieres lignes servent a détecter 'erreur. On parle de « lignes auxiliaires ».

5.2. Sortie

Notons |1/3> le 3-qubit du premier registre aprés transmission (juste apres 'erreur éventuelle). Notons |¢) le
2-qubit obtenu en sortie du second registre (a la fin du circuit).
» Pas d’erreur.
Si |Yy) = 10) et si 1[)) =0.0.0) alors |¢) = ]0.0). Il n’y a pas d’erreur donc rien a corriger. De méme,
si o) = 1) et |1/$ =]1.1.1) alors de nouveau |¢) = |0.0). Il n’y a toujours pas d’erreur donc rien a
corriger. Par linéarité, si [¢y) = a|0) + f |1) alors le 5-qubit final est (a]0.0.0) + £ ]1.1.1))|0.0).
 Flip du premier qubit.
Si ’1/3) =]1.0.0) (alors qu’on voulait transmettre |0.0.0)) alors |¢) = |1.1). Il y a une erreur et cette
erreur est sur la premiére ligne. On corrige 'erreur en rajoutant une porte X sur la premiére ligne. Ainsi
apres correction on obtient bien un premier registre qui vaut |0.0.0).
De méme si |1,l~)) =]0.1.1) (alors qu’on voulait transmettre |1.1.1)) alors de nouveau |¢) = |1.1). Et on
rajoute une porte X sur la premiére ligne.
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Ainsi un qubit 1) = ¢ |0.0.0) + 5 |1.1.1) qui serait mal transmis en |1ﬁ> = a|1.0.0)+ 3 ]0.1.1), donnerait
|¢) =|1.1) et serait bien corrigé en [1)).

 Flip du deuxiéme qubit.
Si |1ﬁ> = |0.1.0) + 3]1.0.1) (au lieu de «|0.0.0) + 3]1.1.1)) alors |¢) = |1.0) et on rajoute une porte
X sur la deuxieme ligne.

o Flip du troisiéme qubit. Si |1/3> = a]0.0.1) + ]1.1.0) alors |¢) = |0.1). On corrige l'erreur en rajoutant
une porte X sur la troisiéme.

Noter qu’on n’a jamais effectué de mesure sur le premier registre.

Bilan :
* si|¢p) =0.0) pas d’erreur,
o si|¢) =|1.1) erreur de flip sur la premiére ligne,
o si|¢) =1.0) erreur de flip sur la deuxiéme ligne,
e si|¢) =0.1) erreur de flip sur la troisieme ligne.

Une fois qu’on sait sur quelle ligne est 'erreur par mesure de |®), il est facile de la corriger en ajoutant une
porte X en fin de circuit sur la ligne correspondante.

5.3. Erreur par déformation

On souhaite envoyer I'information |0), augmentée en |0.0.0). On suppose que l'erreur est d'un type nouveau,
le qubit est 1égérement déformé. Prenons 'exemple d’une erreur qui, en sortie du premier registre, fournit :

|‘/;> =V 1-¢€2(0.0.0) +€]0.0.1),
ol € > 0 est un petit réel.

Le circuit suivant détecte ce type d’erreur. C’est le méme que le circuit précédent avec en plus la mesure du
second registre.

1Y) )
0) —& Erreur

|0) & \ 15)
0) O— A

0) &>——A—

On a vu que juste avant la mesure, si |1[J> =0.0.0) alors le 5-qubit de sortie est |®) = |0.0.0)]0.0); et si
|1ﬁ> =0.0.1) alors le 5-qubit de sortie est |®) = [0.0.1)|0.1).
Donc pour le qubit |1/3> = +/1—¢€2]0.0.0) + €10.0.1), la sortie est (avant mesure) :
|®) = v/1—¢€2]0.0.0)|0.0) + €]0.0.1)0.1)..

Que se passe-t-il lorsque I'on mesure le second registre ? Deux mesures seulement sont possibles 0.0 ou bien
0.1.

« Si on obtient la mesure 0.0, alors on sait qu’il n’y a rien a corriger. Effectivement, dans ce cas le premier

registre s’est effondré en [¥) =10.0.0), il n’y a pas d’erreur.
 Sion obtient la mesure 0.1, alors on sait qu’il y a une erreur qu’il faut corriger en ajoutant un flip sur

la troisieme ligne. Effectivement dans ce cas le premier registre s’est effondré en |¥) = [0.0.1). Apres
correction on obtient [0.0.0).
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Dans tous les cas on obtient, aprés correction éventuelle, le 3-qubit |0.0.0). Il s’est passé un phénomeéne
appelé discrétisation de Uerreur par la mesure : méme si 'erreur pouvait prendre une infinité de formes (car
il y a une infinité de € possibles), apreés mesure on se raméne a seulement deux possibilités.

Proposition 2.
Le circuit précédent détecte n‘importe quelle erreur du type E = al + bX.

I désigne l'identité et X un flip. Une erreur E = al + bX transforme un qubit |1)) = a|0) + |1) en

E|y) =(al +bX)yp) =alyp) +bX ).

Si lors de la transmission, sur une seule des trois premiéres lignes, un qubit subit une telle erreur, alors la
sortie du second permet de savoir comment corriger cette erreur.
La preuve est la généralisation des calculs faits pour 'exemple avec les « € ».

Démonstration. On note |Y,) = a|0) + B |1) et |3p) = a]0.0.0) + B |1.1.1). Si E = I, alors il n’y pas d’erreur
le qubit de sortie avant mesure est |®,) = [1)) |0.0).
Si E = X, alors on a déja vu que selon la ligne de l'erreur, le qubit de sortie avant mesure est I'un des

|[y1)11.1), [5) 11.0), [1P3)]0.1).

Silerreur est al + bX alors, par linéarité le qubit de sortie avant mesure est par exemple

8) = a1p)[0.0) + b |41 )]1.1)

(ou 'une des deux autres situations).
Lors de la mesure du second registre :
 Si on obtient 0.0, alors on sait qu’il n’y a rien a corriger. Effectivement dans ce cas le premier registre
s’est effondré en |v), il n’y a pas d’erreur.
 Sion obtient 1.1, alors on sait qu’il y a une erreur qu’il faut corriger en ajoutant un flip sur la premieére
ligne. Effectivement dans ce cas le premier registre s’est effondré en |1ﬁ1> = a|1.0.0) + 5 ]0.1.1). Apres
correction on obtient [¢) = @|0.0.0) + 5 |1.1.1).
» De méme pour les deux autres situations.

Exercice.
Réaliser un circuit qui détecte une inversion de phase et expliquer ensuite comment corriger I'éventuelle
erreur. Montrer que votre circuit détecte n’importe quelle erreur al + bZ sur une ligne.

6. Code correcteur de Shor

6.1. Circuit

Nous terminons avec un circuit composé de 9 lignes. Ce circuit détecte et corrige une erreur de transmission
qui se produirait sur une seule des 9 lignes. Cette erreur peut étre un flip X, une inversion de phase Z, mais
plus généralement n'importe quelle erreur sur un 1-qubit (mais toujours sur une seule ligne).
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l4o) [H] &—{H] B o)
|0) O SE
|0) Sk <
0) —b [H] e =
10) & Erreur | &
|0) O 4
|0) & H] & H] <
|0) O SE
|0) O 4
6.2. Calculs

Proposition 3.
Le circuit précédent détecte et corrige n'importe quelle erreur du type E = al + bX + cY + dZ qui arriverait sur
une seule de ses lignes.

Avant de justifier ce résultat, il faut passer un peu de temps a comprendre que ce circuit est construit en
regroupant le circuit qui corrige un flip et celui qui corrige une inversion de phase. Ensuite le mieux est de
le programmer pour vérifier qu’il fonctionne !

Donnons maintenant des explications théoriques. Nous modélisons une erreur E comme la transformation
linéaire d’un qubit en un autre qubit. Autrement dit une erreur est définie par une matrice 2 x 2, notée E.
Rappelons la définition des matrices de Pauli auxquelles on ajoute l'identité :

1 0 01 0 —i 1 0

0 1 10 i 0 0 —1
Ces quatre matrices sont linéairement indépendantes et forment donc une base de I'espace vectoriel de
dimension 4, M,(C). Ainsi n’importe quelle E € M,(C) se décompose :

E=al+bX +cY+dZ
oua,b,c,d €C.
Par linéarité du circuit, on se raméne aux quatre cas E =1, E =X, E =Y, E = Z. La structure du circuit, qui
regroupe la correction de flip et d’inversion de phase, fait qu’il corrige les erreurs X et Z (et aussi I).
Il ne reste plus qu’a traiter le cas de E = Y. Mais nous avons I’égalité :
Y =iXZ.

Ceci est une égalité de matrices, qui se traduit en une équivalence de portes :
- =

Ainsi une erreur Y est la combinaison d’un flip et d’'une inversion de phase et sera bien corrigée par notre
circuit.

Notes. Ce cours n’est qu'un apercu d'un vaste domaine. La présentation adoptée ici est basée sur un cours en
ligne du CERN Introduction to quantum computing par Elias E Combarro. Une étude plus approfondie est
faite dans le livre de Nielsen et Chuang Quantum computation and quantum information.
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Vidéo M partie 18. Avantage quantique

Quand est-ce qu’un ordinateur quantique sera plus performant qu’un ordinateur classique ?

1. Lavantage quantique

1.1. Une définition ?

r c’est deux choses : un ordinateur quantique et un probléme a résoudre. Cet ordinateur
quantique sait résoudre ce probléme alors qu’aucun ordinateur classique ne peut le faire en temps raisonnable.

» La notion d’avantage quantique est un peu floue : par exemple, est-ce que le probléme a résoudre doit
étre utile ou pas? Ce que signifie résoudre un probléme est clair : I'ordinateur quantique renvoie la
bonne réponse en un temps raisonnable (disons en quelques heures ou quelques jours), mais il n’est pas
clair de prouver qu'aucun algorithme ne peut résoudre ce méme probléme sur un ordinateur classique
(peut-étre qu’un bon algorithme n’a pas encore été trouvé).

» Certaines compagnies affirment avoir déja dépassé le cap. Le consensus étant que cet avantage sera
atteint durant la décennie 2020.

» Le terme « avantage quantique » est maintenant préféré a « suprématie quantique ». Outre I'aspect moins
vindicatif du terme « avantage », a moyenne échéance, il est probable que les ordinateurs classiques
et les ordinateurs quantiques cohabiteront; on peut en effet imaginer que les ordinateurs classiques
délégueront certaines tiches complexes aux ordinateurs quantiques.

D’autres définitions sont a inventer pour mesurer I'efficacité d’'un ordinateur quantique et comparer les
technologies mises en ceuvre en tenant compte du nombre de qubits, des connexions entre ces qubits, du
nombre de portes implémentées, du taux d’erreurs. ..

1.2. Factorisation

La factorisation des grands entiers est une bonne illustration. Rappelons qu’étant donné un entier il s’agit
de lui trouver deux facteurs tels que n = p x q. Tout d’abord c’est un probléme utile, car la sécurité de
nombreuses communications repose sur ce probléme.

Ordinateurs classiques. Les meilleurs algorithmes actuels sur des ordinateurs classiques permettent de
factoriser des entiers jusqu’a 250 chiffres (800 bits) (voir le chapitre « Arithmétique »). Les calculs se font sur
des centaines d’ordinateurs en parallele et prennent plusieurs semaines. La complexité de ces algorithmes
de factorisation augmente de maniere exponentielle avec le nombre de bits. La recommandation minimale
pour la longueur d’une clé RSA stire est actuellement de 2048 bits (600 chiffres). Une telle factorisation est
hors de portée de tous les ordinateurs et algorithmes actuels pour encore plusieurs années.


http://www.youtube.com/watch?v=g96r4mqopO8
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Ordinateurs quantiques. L'algorithme de Shor démontre théoriquement I'avantage des ordinateurs quan-
tiques car il permet de factoriser rapidement des grands entiers.

En 2020 les ordinateurs quantiques posseédent jusqu’a 50 qubits et savent factoriser des entiers a 5 chiffres
(14 bits). Pour factoriser un entier de 2048 bits en quelques heures, il faudrait une machine quantique a 20
millions de qubits, ce qui ne sera pas atteint avant une ou deux décennies!

2. Simulation d’un ordinateur quantique

Les ordinateurs quantiques sont fondamentalement différents des ordinateurs classiques, cependant certains
circuits quantiques simples peuvent étre réalisés de facon efficace sur un ordinateur classique.

Théoreme 1 (Gottesman — Knill).

N’importe quel circuit quantique, composé uniquement de portes de Hadamard H, de portes CNOT, de portes
de Pauli X, Y, Z et de portes de phase S, initialisé avec des états |0) et terminé par des mesures, peut étre simulé
efficacement par un ordinateur classique.

» «Efficacement » signifie en temps polynomial par rapport a la donnée du circuit.
« La porte S, appelé « porte phase » ou « porte % », est définie par la matrice :

)

 En fait les portes de Pauli X, Y, Z peuvent étre générées uniquement avec des portes H et S (c’est un
bon exercice).

» Cependant les portes contenues dans I'’énoncé ne permettent pas de générer toutes les portes quantiques :
cet ensemble de portes n’est donc pas universel. Par exemple la porte de Toffoli, la porte +/CNOT ou la
porte § ne peuvent pas étre générées a partir des portes du théoréme.

o Lordinateur classique doit étre capable de simuler le hasard. Par exemple la mesure du qubit %(IO) +]1))

donne 0 ou 1 avec probabilité % ce qui revient a jouer a pile ou face.

Voici des exemples de circuits que nous avons rencontrés et qui peuvent étre simulés efficacement sur un
ordinateur classique :
 la communication par codage super-dense (voir le chapitre « Découverte de I'informatique quantique »),
« la téléportation quantique (voir le chapitre « Téléportation quantique »),
« les codes correcteurs d’erreur (voir la section « Détection d’un flip » du chapitre « Code correcteur »).

3. Arbre de calculs

La simulation d’un ordinateur quantique par un ordinateur classique se confronte non seulement a des
problemes de temps de calculs mais aussi a des problemes de mémoire. En effet, dés que 'on dépasse 50
qubits, il y a 2°° états de base, soit plus de 10'° états a stocker.

Nous allons voir une modélisation du calcul des états d’un circuit sous la forme d’un arbre. En parcourant
I'arbre branche par branche, on teste toutes les possibilités sans utiliser trop de mémoire a chaque fois. La
méthode n’apporte pas un gain de temps, qui reste exponentiel en fonction du nombre n de qubits, mais la
taille de la mémoire utilisée est linéaire en n.

Nous expliquons cette modélisation par des exemples. Nous partons d’un circuit, avec un état initial. Il s’agit
d’obtenir tous les états possibles que 'on pourrait obtenir apres mesure.
La brique fondamentale a comprendre est ’arbre pour une porte H de Hadamard.
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Exemple.
Soit le circuit quantique initialisé par |0) suivi d’'une simple porte de Hadamard (sans mesure sur la figure
de gauche, avec mesure a droite) :

0

|0) %(lo) +11)) |0) ou1

La sortie est %(IO) +|1)). Si on termine par une mesure alors la sortie est 0 ou 1.
Voici I'arbre de calculs.

L'arbre de calculs représente tout simplement les deux possibilités. Lorsque I'on passe une porte H les
feuilles de I'arbre 0 et 1 représentent la superposition des états |0) et |1). Autrement dit les feuilles
représentent toutes les mesures possibles. On a simplifié ’écriture en omettant les coefficients %

Voici un exemple avec deux lignes quantiques.

Exemple.

0) —{H}—+—

1) S>

La sortie est le qubit |y) = %00.1) +|1.0)). Une mesure donnerait donc 0.1 ou bien 1.0, ce que 'on
retrouve aux feuilles de notre arbre.

0] — 01
01
11— 10
H CNOT

Noter qu’au passage de la porte CNOT l'arbre ne se ramifie pas (chaque branche se poursuit en une seule
branche).

Continuons avec un exemple pour comprendre le fonctionnement : a chaque porte H correspond une
bifurcation en deux branches. L'intérét de cet arbre est que les calculs d'une branche sont mis en commun
tant qu’il n’y a pas de bifurcation.

Exemple.
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1) &—H]

00
01 01

—01

01

10
11 10

11

H CNOT H

Le qubit de sortie est |¢)) = %(I0.0) +10.1) +1.0) — |1.1))

Exemple.
Terminons avec un circuit contenant une porte de Toffoli.

0) —{H]

) (H]

1)

[y

-

Pour simplifier 'arbre ci-dessous, on omet les signes et les coefficients devant les qubits.

001 001
011——————<:::
011 011

011

101 101
111—————~<:::
111 110
H

Toffoli

10

—11

00

01

000
001
010
011

100
101
110
111
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Notes. La référence pour les arbres de calculs est Andrew Shi, Recursive path-summing simulation of quantum

computation (2017).


https://arxiv.org/abs/1710.09364
https://arxiv.org/abs/1710.09364

Notes et bibliographie
Retrouvez ce cours en vidéos :
Chaine « Quantum » sur Youtube

Vous pouvez construire facilement des circuits quantiques en ligne :
Quirk : Quantum Circuit Simulator

Vous pouvez aussi installer Qiskit pour Python :
Quiskit

Le livre de référence est Quantum computation and quantum information (Cambridge university press, 2010)
de Mickael Nielsen et Isaac Chuang. Cet ouvrage est a la fois abordable et complet.

La premiére partie de ce cours est inspirée d’une série de vidéos de Mickael Nielsen :
« Quantum computing for the determined »

Un des rares cours en francais est « Introduction a I'informatique quantique » par Y. Leroyer et G. Sénizergues
a 'Enseirb-Matmeca disponible ici.

Le chapitre « Algorithme de Shor » est basé sur l'article Shor’s algorithm for factoring large integers par
C. Lavor, L.R.U. Manssur, R. Portugal (2003), disponible sur arXiv.
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phase, 218 réalisation, 82
Z,218

sphére de Bloch, 42, 52
Z.115

CNOT. 8 superposition, 3, 9, 82
’ suprématie quantique, 217

Ry, 194

S, 194, 218 téléportation quantique, 85

SWAB 104, 196 théoréme d’Euler, 149

T, 115, 194 théoréme de Bézout, 144

universelle, 69, 107 (petit) théoréme de Fermat, 145

X, 6, 8, 45, 211, 218 théoréme de Gottesman-Knill, 218

Y, 8, 45, 216, 218 théoréme de non-clonage quantique, 115

Z,8, 45,136, 212, 218 transformation de Grover, 133
principe d’incertitude d’Heisenberg, 75 transformation de Hadamard, 121
produit scalaire, 49, 60, 112 transformée de Fourier, 184

produit tensoriel, 53
valeur propre, 196

qiskit, 21 vecteur dual, 48
qubit vecteur propre, 196
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