LOGIQUE

ARNAUD BODIN



Introduction

« Il existe des énoncés vrais mais indémontrables. » Cette phrase, qui peut sembler paradoxale, est
une conséquence du célebre théoreme d’incomplétude de Godel, démontré en 1931. Elle révele une
séparation fondamentale entre deux notions que I'on avait longtemps tendance a confondre : la vérité
d’un énoncé et I'existence d'une démonstration de cet énoncé. Ce livre suit le chemin qui meéne a cette
découverte.

Pour comprendre ce résultat, il faut d’abord apprendre le langage de la logique. Les mathématiques
reposent sur des raisonnements dont les régles, souvent utilisées sans étre explicitées, peuvent étre
décrites avec précision. La logique permet ainsi de voir plus clairement comment une démonstration est
construite et sur quelles régles elle repose.

Le livre est organisé en trois parties correspondant a trois niveaux de difficulté :

La logique Vrai/Faux (Niveau 1). C’est le langage logique le plus élémentaire. Nous y étudions les
CONnecteurs « NON », « et », « ol », « si...alors. .. », « si et seulement si » et les regles qui permettent de
construire des démonstrations simples. Cette premiére étape permet de préciser la notion de vérité
logique.

La logique du premier ordre (Niveau 2). L’introduction des quantificateurs « pour tout » et « il existe »
permet d’exprimer les raisonnements mathématiques dans leur généralité. Nous étudions alors un
langage suffisamment riche pour formaliser une grande partie des mathématiques usuelles.

Le théoréme d’incomplétude (Niveau 3). Cette derniere partie rassemble progressivement les outils
nécessaires a la démonstration du théoreme de Godel. Le lecteur découvrira comment un raisonne-
ment mathématique peut étre appliqué a lui-méme et conduire a I'existence d’énoncés vrais mais
impossibles a démontrer dans un systéme donné.

Les deux premieres parties s’adressent a tout étudiant en mathématiques souhaitant mieux comprendre
la logique qui se cache derriere les démonstrations. Elles peuvent étre lues en parallele d'un cours de
mathématiques : les notions logiques prennent leur sens a travers les exemples mathématiques, tandis
que la logique apporte un cadre plus précis aux raisonnements rencontrés. La troisi€me partie s’adresse
au lecteur motivé qui souhaite aller plus loin dans '’étude de la logique moderne et comprendre la
démonstration du théoreme d’incomplétude de Godel.

Les deux premieres parties sont accompagnées d’exercices (non corrigés).
Prochainement disponibles : des vidéos et les fichiers sources.
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Résumeé des chapitres

Logique vrai/faux
La logique « Vrai/Faux », aussi appelée logique propositionnelle, s’attache a étudier quelle valeur, parmi
«Vrai » ou « Faux », peut prendre une formule définie a partir des connecteurs logiques ET, OU, NON...

Preuves
Qu’est-ce qu'une preuve ? C’est une suite de déductions a partir d’hypothéses et d’un petit nombre de regles

élémentaires, afin d’aboutir a une conclusion. Nous allons détailler ces regles et expliquer comment les
utiliser en pratique.

Quels connecteurs sont utiles ?

Les connecteurs — (NON), A (ET), V (ou) suffisent pour construire toutes les formules de la logique Vrai/Faux.

Théoréme de compacité
Le théoreme de compacité affirme que lorsqu’il y a une infinité d’hypothéses, il est suffisant d’en utiliser un
nombre fini.

Logique du premier ordre
On considére un langage avec des variables et les quantificateurs « pour tout » et « il existe ». On enrichit ce
langage avec des prédicats et des fonctions.

Variables et structures
Notre but est d’utiliser un langage logique pour décrire des situations mathématiques concretes. Pour cela,

on introduit la notion de structure qui permet de relier les formules abstraites a des objets mathématiques
réels. Avant de décider si, dans une structure donnée, une formule est vraie ou fausse, il est essentiel de
distinguer les variables libres des variables liées.

Satisfaction
Pour attribuer une valeur Vrai/Faux a une formule de la logique du premier ordre, il faut a la fois définir une

structure mathématique et affecter une valeur aux variables. On pourra alors définir la conséquence logique.
Preuves
Nous adaptons la construction des preuves aux quantificateurs de la logique du premier ordre.

Théoreme de validité
Nous faisons le lien entre « preuve » et « vérité » grace au théoréme de validité (Soundness Theorem) qui

affirme que toute formule prouvable est une formule vraie.

Théoréme de complétude
Le théoréme de complétude dit que, en logique du premier ordre, tout ce qui est vrai est prouvable. Nous
énoncons ce théoréme, ses variantes et ses applications.

Preuve du théoreme de complétude

Nous prouvons le théoréme de complétude.

Un apercu de 'incomplétude de Godel
Avant de se lancer dans la construction des outils nécessaires a I’énoncé précis des théoremes de Godel et
a leur preuve, on donne un apercu d’ensemble des théorémes d’incomplétude et du long chemin pour y
parvenir.

Arithmétique de Peano
Nous étudions les axiomes qui définissent 'arithmétique usuelle des entiers naturels.
Codage de Godel

On transforme les symboles, les formules et méme les preuves en des entiers. On expliquera ensuite les
grandes lignes de la preuve du premier théoréme d’incomplétude.

Fonctions récursives primitives

Nous définissons et étudions les fonctions qui expriment les calculs « faciles » de ’arithmétique.



Fonctions représentables
Il s’agit de justifier que I'arithmétique de Peano permet d’exprimer toutes les fonctions récursives primitives.
Diagonalisation

Nous rassemblons tous les outils construits a présent afin de démontrer ’étape cruciale de I'incomplétude :
le lemme de diagonalisation.

Preuve du théoréme d’incomplétude

Nous rassemblons tous les outils obtenus afin de prouver le premier théoréme d’incomplétude de Godel.

Le second théoréme d’incomplétude

Nous cloturons ce livre avec le second théoreme d’incomplétude de Godel.
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LOGIQUE VRAI/FAUX




Logique vrai/faux

La logique « Vrai/Faux », aussi appelée logique propositionnelle, s’attache a étudier quelle valeur,
parmi « Vrai » ou « Faux », peut prendre une formule définie a partir des connecteurs logiques ET,
OU, NON...

1. Vrai/faux, connecteurs

1.1. Vrai/faux

Nous définissons deux valeurs V (Vrai) et F (Faux), appelées ou .
On utilisera aussi la notation 0 (Faux) et 1 (Vrai). La notation anglo-saxonne est T (True) et F (False).
Une est une variable qui peut prendre soit la valeur V (Vrai), soit la valeur F
(Faux).

Par exemple, si P : «2+2 =4 », alors P est vraie; en revanche, Q : « 22 < 3 » est fausse.

1.2. = (NON), A (ET), V (OU)

A partir d’'une ou plusieurs variables propositionnelles et de , on forme de nouvelles formules.

Soient P et Q deux variables propositionnelles.

. —P. —P est vraie si et seulement si P est fausse.
. PAQ. P AQ estvraie si et seulement si P et Q sont vraies.
. PVQ. PVQ estvraie si et seulement si P est vraie ou Q est vraie.

Reprenons P : «2+2=4»etQ : «22 <3 ». Alors :

e =P est fausse (car P est vraie),

e —Q est vraie (car Q est fausse),

e P AQ est fausse (car Q n’est pas vraie),

e PV Q est vraie (car P est vraie).
Evidemment, il y a un probléme de logique dans nos définitions, car par exemple nous avons défini le
connecteur « A » (ET) a I'aide du mot francais « et ». Pour remédier a ce probleme, on définit I'action de
chacun de ces connecteurs par sa

P Q|PAQ P Q|PVvVQ
P|—P V V| V V V]| Vv
v| F V F| F V F| Vv
F| v F V| F F V| Vv

F F| F F F| F

Bien sfir, a partir de ces connecteurs on peut composer des formules plus compliquées :

~(PVQ) , PA(=P) ,

PA(QVR)

b

(PAQ)VR

5 e



LOGIQUE VRAI/FAUX

Les parenthéses sont importantes.

1.3. — (implication)

K P — Q est définie par :

P-Q=(=P)vQ

Comme le connecteur — est prioritaire sur les autres, on écrit simplement : =P vV Q.
On lit « si P alors Q » ou bien « P implique Q ». Sa table de vérité est :

P Q|P—-Q
VvV V \Y%
V F F
F V \Y%
F F \Y%

L'usage mathématique classique est de noter ce connecteur P =—> Q. Mais au fil du temps son usage a
été dévoyé pour signifier « donc », ce qu’il n’est pas! On y reviendra dans la Section 3.

Ainsi « P — Q » signifie « si P est vraie alors Q est vraie ». Voici quelques exemples :

o «il pleut» — «le sol est mouillé » est une implication vraie. Dans ce livre, on évitera les exemples en
francais pour limiter les formulations ambigués et les discussions interminables du genre « pourquoi
le sol de ma cuisine serait mouillé s’il pleut dehors ».

e «2+2=4» — «3 x 3 =7» est une implication fausse.

« Soit n un entier. « n pair » — « n? pair » est vraie.

Passons aux aspects surprenants de 'implication.

» «2+2=45» — «un entier est pair ou impair » est une implication vraie (car si P et Q sont vraies alors
P — Q est vraie), méme s’il n’y a aucun lien de causalité entre P et Q.

e «3x3=7»>«2+2=4»et«3x3=7»—«2+4+2=>5»sont aussi des implications vraies. En effet,

dés que P est fausse, alors P — Q est vraie. C’est bien sfir clair par la définition de I'implication via

—P Vv Q. Il faut accepter cette conséquence de la définition. Nous y reviendrons aussi dans la Section

3.

1.4. < (équivalence)

L P < Q est définie par la double implication P - Q etQ — P :

P—Q=FP-QAQ—P)

On dit « P équivaut a Q » ou bien « P si et seulement si Q ».
Autrement dit, P «— Q est vraie lorsque P et Q sont vraies en méme temps ou fausses en méme temps.

P—Q

o< < |

Voici des exemples d’équivalences vraies :

m< <O

<mm<|]

« P <« P :lanégation d’'une négation revient a la proposition initiale.
e P> Q < (—P)VQ : par définition de I'implication.
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En revanche, '’équivalence suivante est fausse :
PAQ «— PVQ

Plus précisément, cette équivalence n’est pas vraie pour toutes les valeurs attribuées a P et Q. En effet,
I'implication P AQ — P V Q est toujours vraie, mais I'implication P V Q — P A Q est fausse lorsque P est
vraie et Q est fausse par exemple.

1.5. Résumeé

Il y a deux valeurs booléennes V/F (Vrai/Faux, ou T/F True/False, ou 1/0). Nous avons défini les cing
connecteurs logiques de base.

Symbole Nom Définition

- NON —P est vrai ssi P est faux

A ET P AQ est vrai ssi P et Q sont vrais

\Y ou PV Q estvrai ssi P ou Q est vrai

— implication -PVQ

— équivalence (P->QA(Q—-P)
Le connecteur — est un connecteur , car il s’applique a un seul parametre (comme une fonction
d’une variable) alors que les autres sont des connecteurs (par exemple on pourrait écrire P A Q

sous la forme A(P,Q) comme une fonction de deux variables).

2. Formules

2.1. Objectifs

Nous disposons de P, Q, R... chacune pouvant prendre la valeur Vrai ou
Faux. A I'aide des connecteurs, on compose une formule P, par exemple :

P: PA(QV(-R))

Voici les questions qu’on se pose. Si on remplace P, Q, R... par des valeurs V/F, est-ce que la formule P
est vraie ou fausse ? On peut méme étre plus précis :

 Est-ce qu’il existe un choix de valeurs V/F qui rende I’évaluation de P vraie ?

 Pour tous les choix possibles de valeurs V/F, I'évaluation de P est-elle vraie ?
Par exemple, pour la proposition P : P A (Q \Y% (—|R)), si on attribue la valeur Va P, FaQ et F aR, alors P
s’évalue en V A (F V (—F)) qui vaut V. En revanche, si on remplace (B,Q,R) par (V,F,V), alors P s’évalue
enF.
Bien sfir, on pourrait se poser les mémes questions pour savoir quand P s’évalue en faux, mais cela
revient a décider quand la formule —P s’évalue en vrai.
Si on dispose de deux formules P et Q, alors on peut composer des formules plus complexes P A Q,
PV Q, etc.
Lorsque l'on dispose de deux formules P et Q, I'objectif le plus important sera de comprendre le lien
entre P et Q. Par exemple, est-ce que P — Q est vraie ? Est-ce que P «— Q est vraie?
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2.2. Définition d’une formule

On considere un formé par :

e un ensemble Var = {PQ,R,...} de variables propositionnelles,

e un ensemble Conn = {—, A, V, —, <>} de connecteurs logiques,

e de symboles de parenthéses (et ).
Une est un mot fini, formé a partir des caractéres de cet alphabet ; ce mot doit étre correctement
parenthésé et cohérent avec l'usage des connecteurs.
Définition.
Plus précisément, 'ensemble Form de toutes les est le plus petit ensemble de mots, contenant
les variables propositionnelles, tel que :

e si P est une formule, alors —P aussi,

e si P et Q sont des formules, alors (P A Q), (PV Q), (P — Q), (P « Q) sont aussi des formules.

Remarque : on notera BQ,R... (caractere droit) pour les variables propositionnelles et P,Q,R...
(caractere calligraphique) pour les formules.
Voici des exemples de formules :

p, P, Q—-P), (QRQ»P)=Q) , (FR—=(PVQ)

Par abus de notation :
e On se permettra d’enlever les parentheses quand elles sont totalement a I'extérieur, par exemple on
écrira Q — P au lieu de (Q — P) ou lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, par exemple P VQ VR.
« A Tinverse, on rajoutera parfois des parenthéses superflues. Par exemple, on pourra écrire (=P) A Q
au lieu de =P A Q afin d’éviter la confusion avec —(P A Q).

2.3. Table de vérité, évaluation

Pour une formule P qui dépend de deux variables propositionnelles P et Q, on peut déterminer quand
la formule prend la valeur Vrai ou Faux selon les valeurs attribuées a P et Q. Cela se résume sous la
forme d’une de la formule P :

P Q| P

V/F ?
V/F ?
V/F ?
F F|V/F?
Plus généralement, si la formule P dépend des variables P;, P,,..., P,, une est
un choix V/F pour la variable P;, un choix V/F pour la variable P,,... On obtient alors une
V/F pour la formule P.
Dans la pratique on dresse la table de vérité de la formule P.

mo< <
< m <

Exemple.
Soit :
P (PAQ)V(—P)
On dresse la table de vérité de P a l'aide des tables intermédiaires de P A Q et —P.
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P Q|PAQ| P |P
vV Vv \Y% F |V
V F F F |F
F V F V|V
F F F V|V

Dans les chapitres « Quels connecteurs sont utiles ? » et « Théoréme de compacité », on présentera une
distribution de valeurs comme une fonction v : {V,F}" — {V,F} qui s’étend sur I'ensemble des formules
afin d’obtenir une évaluation v(P).

2.4. Equivalence logique

Définition.

Deux formules P et Q sont si elles ont la méme table de vérité. On note alors :
P=0Q

Cela signifie que les formules P et Q s’évaluent a Vrai en méme temps et a Faux en méme temps, quel
que soit le choix des valeurs de vérité.

Il existe un lien direct avec le connecteur d’équivalence «<—. En effet, P = Q signifie que (P < Q) est
une tautologie (c’est-a-dire toujours évaluée a Vrai), voir la Section 4.

Exemple.

1. =—=P = P (double négation)

2. 7(PVvQ)=(—P)A(—Q) (loi de De Morgan)

3. PAQ—R=(~(PAQ)VR=((-P)V(~Q)) VR

2.5. Equivalences logiques usuelles

idempotence PAP=P PVP=P

commutativité PAQ=OAP PVO=QVP

associativité (PAAOAR=PA(QAR) (PVQVR=PV(QVR)
distributivité PA(QVR)=(PAQ)V(PAR) PV(QAR)=(PVQO)A(PVR)
absorption PAPVQ)=P PV(PAQ)=P

lois de De Morgan —(P A Q)= (—-P)V(—-Q) =(PVQ)=(-P)A(—=Q)
contraposée P—-0=(—-Q)—(—P)

Ce sont les plus classiques. Il en existe beaucoup d’autres!
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3. Connecteurs (suite)

Nous apportons des précisions et des commentaires sur nos connecteurs favoris.

3.1. Vrai/Faux, négation

Il y a exactement deux valeurs booléennes {V,F} (ou {0, 1}), ni plus, ni moins! Ce qui fait que si une
variable P ou une formule P n’est pas évaluée a Faux, c’est qu’elle vaut Vrai. Et réciproquement. Il n’y a
donc pas de réponse « peut-étre ». Cela a les conséquences suivantes :

PV P esttoujours Vrai

L'expression « tiers exclu » signifie qu’il n’y a pas d’autre choix que V/F.
 Principe de non-contradiction :

P AP esttoujours Faux
 Loi de la double négation :
P =P
On verra un peu plus tard dans la Section 4 une nouvelle écriture de ce qui est vrai/faux :
T : formule qui s’évalue toujours a Vrai

Ce symbole désigne une formule qui s’évalue toujours a V (T en anglais, d’ou le symbole). 1l se lit
« toujours Vrai » ou « tautologie » ou top.
Sa contrepartie est le symbole renversé :

1 : formule qui s’évalue toujours a Faux

Ainsi on peut écrire :

PV-P=T PA-P=1
Quelle est la différence entre V et T ? V est une valeur, alors que T est une formule qui s’évalue toujours
a V. Si on identifie plut6t les valeurs booléennes a 0/1, alors 1 est une constante, tandis que T est la
fonction constante égale a 1.

3.2. A (ET), V (OU)

Dans notre liste d’équivalences logiques, nous avions :

PAQ=QOAP PVO=QV?P commutativité
et aussi :
(PAQAR=PA(QAR) (PVQVR=PV(QVR) associativité
Par conséquent, on s’autorise a écrire PA QAR et PV QV R, sans parentheses. Enfin :
PAQVR)=(PAQV(PAR) PV((QAR)=(PVOA(PVR) distributivité

Le connecteur A (ET) est analogue a la multiplication x, tandis que V (ou) est analogue a I'addition
+ :axb=0>bxa (commutativité), (a x b) x c = a x (b x ¢) (associativité), ax (b+c)=axb+axc
(distributivité).

Les lois de De Morgan se résument par l'incantation « la négation d’'un ET est un ou » et « la négation
d'un ou est un ET » :

A(PAQ)=-PV-Q -(PVQ)=-PA-Q
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3.3. — (implication)

Par définition :
P—>Q=-PVQ
et sa table de vérité est :

P o|P—Q
VvV V \Y
V F F
F V \Y
F F \Y

Il y a plusieurs points a intégrer concernant les implications.

Pas de causalité.

Il faut bien comprendre que P — Q (ici avec des variables propositionnelles) ne signale pas un lien de
causalité mais plutot une constatation : est-ce que si P est vraie alors Q est aussi vraie ?

Voici un exemple qui devrait faire hurler tous vos profs de maths.

Exemple.
Soit n un entier :
n est impair — n est premier
Tous vos profs vous diront que cette implication est fausse, mais ce n’est pas vrai! La confusion
vient du fait qu’on a I'habitude de comprendre cette phrase par « tout nombre impair est aussi un
nombre premier », ce qui est bien slir faux. Mais ici n est fixé et sa valeur n’était pas précisée et donc
I'implication peut étre vraie ou fausse selon la valeur de n.
e si n = 3, alors «n est impair — n est premier » est vraie, car P : « 3 est impair » et Q : « 3 est
premier » sont vraies.
e sin =15, alors « n est impair — n est premier » est fausse, car P : « 15 est impair » est vraie alors
que Q : « 15 est premier » est fausse.
e sin =4, alors « n est impair — n est premier » est vraie! En effet P : « 4 est impair » est fausse et
donc P — Q est vraie.

Lorsque P est faux alors P — Q est vrai!
C’est bien siir clair d’apres la définition (—P)V Q. Essayons de justifier pourquoi c’est naturel. Posons-nous
la question : « quand est-ce qu’'on veut que P implique Q soit faux ? ». La réponse est : « si P est vrai et Q
est faux » (C’est comme avoir trouvé un contre-exemple). Dans tous les autres cas, P — Q est vrai, donc y
compris lorsque P est faux.
Cela se retrouve dans le langage courant :
« Si tu as raison, alors moi je suis le pape. »

Sous-entendu, « Tu as tort. » Dans le méme genre :

« Je le ferai quand les poules auront des dents. »
Sous-entendu, « Je ne le ferai pas. » C’est I'implication « poules avec dents — action » qui est toujours
vraie avec ou sans action.

A propos des démonstrations.
De P — Q, on ne peut pas déduire que Q est vrai. Ce que 'on verra dans la suite s’appelle le modus
ponens et est la base de nos raisonnements :

Si P est vrai et si P — Q est vrai, alors Q est vrai.
C’est 'erreur que I'on fait a force d’habitude quand on écrit P = Q : on suppose implicitement que P
est vrai et on en déduit que Q est vrai.
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Enfin P — Q — R ne dénote pas une chalne de conséquences, mais c’est par définition la formule :

P—-(Q—R)

3.4. < (équivalence)

Pour qu'une équivalence soit vraie, il faut que P et Q soient vraies en méme temps, et fausses en méme
temps. Par définition :

P Q=(P—QA(Q—P)
On peut formuler les mémes avertissements que pour I'implication : quand on écrit P «— Q cela ne
signifie pas que P et Q sont toujours évaluées a vrai, mais juste qu’elles s’évaluent a vrai en méme temps.

3.5. D’autres connecteurs

Un est une fonction f : {V,F}" — {V,F}, ou, si vous préférez, une fonction
f:{0,1}" - {0,1}.
e n=1. - est un connecteur unaire (c’est une fonction a une variable). On peut aussi avoir besoin de
l'identité id qui envoie V sur V et F sur F.
e n=2. A est un connecteur binaire (comme une fonction de deux variables). Sauf qu’on écrit P A Q
au lieu de A(P.Q).
e n=2.Le @®/XOR est un autre connecteur binaire :
P & Q est vrai si exactement 'une des variables est vraie.
e n=2. Le connecteur 1/NAND, aussi appelé symbole de Sheffer, est défini comme la négation du ET :

PTQ=-(PAQ)
On listera tous les connecteurs binaires dans le chapitre « Quels connecteurs sont utiles? ».
» Pour n quelconque, on peut définir un connecteur a n places, en donnant la table de vérité en fonction

des valeurs affectées aux variables P;, P,,..., P,. Cette table a 2" lignes. On verra, toujours dans le
chapitre « Quels connecteurs sont utiles ? », pourquoi on n’a pas vraiment besoin de ces connecteurs.

4. Formules (suite)

4.1. Formules satisfaisables

Soient Py, P,,...,P, des variables propositionnelles. Une distribution de valeurs v associe a chaque
variable P; une valeur de vérité v(P;) qui est V ou F (ou une valeur 0/1). On peut alors associer une
valeur V/F, notée v(P), a n'importe quelle formule P.

Exemple.
On consideére trois variables P,Q,R et la formule :

P: (PA-Q)V(QAR)

Considérons la distribution de valeurs (V, F, F) (c’est-a-dire v(P) =V, v(Q) =F, v(R) = F), alors, lorsque
l'on substitue ces valeurs dans P, on obtient :

v(P) = (VA-F)V(FAF)

et donc v(P) = V. Par contre, pour la distribution (V,V,F) alors P s’évalue a F.
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Définition.
o Une formule P est pour la distribution de valeurs v si P s’évalue a Vrai pour cette distribu-
tion.
 Une formule P est , §'il existe une distribution de valeurs pour laquelle P s’évalue a Vrai.

La formule P : (P A =Q) V (Q AR) de I'exemple précédent est satisfaisable, car on avait trouvé une
distribution de valeurs qui rend P vraie.

4.2. Tautologie

Définition.
e Une est une formule P qui s’évalue toujours a Vrai, quelle que soit la distribution des
valeurs de vérité.
e Une est une formule P qui s’évalue toujours a Faux, quelle que soit la distribution des

valeurs de vérité.

Notation :

tautologie: T contradiction : L

Quelques remarques :

« Ainsi une tautologie est une formule toujours vraie (plus précisément qui s’évalue toujours a la valeur
Vrai). Le terme vient du grec tautos (le méme) et logos (parole) : c’est toujours la méme valeur
(Vrai).

» Une contradiction est une formule toujours fausse.

» Cependant, la plupart des formules ne sont ni des tautologies, ni des contradictions : elles s’évaluent
a des valeurs vraies et fausses selon le choix de la distribution de valeurs.

o Une formule P est une contradiction si et seulement si =P est une tautologie. C’est pourquoi on
s'intéressera essentiellement aux tautologies.

Exemple.

1. PV —P est une tautologie (si P est Vrai, P V —P est Vrai; si P est Faux, P V =P est aussi Vrai).

2. P A—P est une contradiction (c’est une formule toujours fausse, quelle que soit la valeur attribuée
ap).

(PVQVR)V(—PV-QV -R) est une tautologie.

(P AQ) — Q est une tautologie.

—(P AQ) e« (—P) V (—Q) est une tautologie.

. ((P - QAQ— R)) — (P — R) est une tautologie.

o v oA w

Voici des exemples d'utilisation des symboles T/1 :
PAT=P PVT=T PAL=1 PvLl=p
Nous pouvons maintenant préciser le lien entre 'équivalence logique (=) et I'équivalence (<) :
P=Q ssi P+« Q estune tautologie

Si C’est le cas, c’est-a-dire si P = Q (ou bien si P «— Q est toujours vraie), alors P et Q s’évaluent a vrai
en méme temps et a faux en méme temps, quelle que soit I’évaluation.

Dans les sections suivantes, nous allons découvrir trois autres visions des formules et de leurs évaluations.
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4.3. Portes logiques et circuits

Pour se rapprocher de ce qu’il se passe au cceur d’'un ordinateur on peut considérer les connecteurs
comme des portes logiques. Ici les valeurs de vérité sont {0, 1}.

Porte NON/NOT.

Elle a une seule entrée et change 0 en 1, et 1 en 0.

0 NOT 1 1 NOT >0
Porte ET/AND.
0 0 1 1
AND — (0 AND —— 0 AND —— 0 AND — 1
0 1 0 1

On résume 'action de la porte AND par le tableau suivant :

P Q| Sortie
00 0 P
01 0 AND —— Sortie
1 0 0
1 1 1
Porte ou/o0OR.
0 0 1
OR—— 0 ORH——>1 OR— 1 OR—— 1
0 1 0

Porte NAND.
Elle peut se réaliser comme la porte NOT(AND), c’est-a-dire la porte AND suivie de la porte NOT.

AND NOT >

Mais nous préférons la voir comme une porte a part entiére.

p
NAND —— Sortie

Exemple.

Un multiplexeur est un circuit qui aiguille un signal entre deux entrées P et Q a I'aide d’un sélecteur I.
Si I vaut 1 alors la sortie du circuit est la valeur de P. Si I vaut 0 alors la sortie est la valeur de Q.
Cela peut aussi étre vu comme un test rudimentaire : « Si [ = 1 faire ceci, sinon faire cela. »
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p
NAND

e naw NAND [
NAND

Q

4.4. Arbres

On peut aussi représenter les connecteurs par des

ANVANVANVAN

Exemple.
Considérons la formule :
(PA(QV-R))— (=P AR)

VANEEYAN

L’arbre correspondant est :

p \ - R
Q N P
R

L'intérét est que la structure d’arbre est adaptée au traitement algorithmique. Un parcours préfixe en
profondeur considére la racine, puis explore le sous-arbre de gauche, puis le sous-arbre de droite.

On peut aussi adopter la , Cest-a-dire écrire APQ (comme une fonction de deux
variables A(P,Q)) au lieu de P A Q. En notation polonaise, la formule de 'exemple précédent s’écrit :
— APV Q-RA—-PR

C’est une expression particulierement adaptée au traitement par ordinateur, car elle ne nécessite pas de
parenthéses. Pour un humain, c’est plus lisible de I’écrire ainsi :

= (A (P)(V@QR))(A=P)R))
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4.5. Formules algébriques

On note B = {0, 1} les valeurs booléennes. Dans cette section, on fait les calculs modulo 2, c’est-a-dire
qu’on écrit 1+ 1 = 0 (en toute rigueur on devrait écrire 1+ 1 =0 (mod 2)). Noter que modulo 2, on a
+1=-1.

On note x,y € {0, 1}. Voici les expressions algébriques qui transposent I’action des connecteurs :

x=1+x

XANYy=xXYy

xXVy=x+y—xy ou inclusif
X®y=x+Yy ou exclusif

Cela se justifie facilement, par exemple, si x =0, alors 1+x =1,etsix =1alors1+x=1+1=0.
Donc 1+ x correspond bien a —x.
De méme x x y ne peut valoir 1 quesix =1ety =1.

Exemple.
Ces expressions algébriques peuvent fournir des preuves. Par exemple la double négation se justifie
par :

—mx==(1+x)=1+(1+x)=1+1+x=x
Voici une preuve de la loi de De Morgan sur la négation d’'un ET, ~"(x A y) = (—x) V(—y):
(V) =A+x)v(1+y) = (1+x)+(1+y)—(1+x)A+y) =x+y—1—x—y—xy = 14+xy = ~(xy)
On a utilisé —1 = +1, donc —xy = xy.

Exercices

Vrai/faux, connecteurs

Exercice 1. Soit P : «2x2=5»etQ : «4+4 > 7 ». Dire si les propositions suivantes sont vraies ou
fausses : =P, 7Q, PAQ,PVQ,P —>Q,Q—P,P «— Q.

Exercice 2. On suppose P vraie. Pour quelles valeurs de Q les propositions suivantes sont-elles vraies :
PAQ,PVQ,P—Q,Q— P, P+« Q? Méme question si cette fois on suppose P fausse.

Formules

Exercice 3. Parmi les mots suivants lesquels sont des formules (au sens strict de la définition) :
-=P  ("PVQAR) (P—>(QARAS)) (RQ—R) ((PA-Q—)QVR))

Exercice 4. Dresser la table de vérité pour —=(P V Q) et celle pour (—=P) A (—Q). En déduire la loi de De
Morgan pour V.

Exercice 5. Prouver les formules d’associativité et de distributivité suivantes :
PV(QVR)=(PVQ)VR PAQVR)=(PAQ)V(PAR)
Exercice 6. Montrer les équivalences logiques suivantes :
P>QAR=(P—>Q)A(P>R) PVQ—oR=(P->RAQ—>R) P—Q=(PVQ)—(PAQ)

Traduire ces équivalences par une phrase en francais.



LOGIQUE VRAI/FAUX 14

Connecteurs (suite)

Exercice 7. Montrer que les formules suivantes sont des tautologies (elles sont toujours vraies, quelles
que soient les valeurs de P et Q) :

PV(P—-Q) (PAQ—-P (P-QVFP—-=Q (P=QV(P—-Q

Exercice 8. Pour chacune des formules suivantes, trouver une formule d’expression la plus simple
possible qui lui est logiquement équivalente :

QV(PAQ) PA(PVQ) PA(=PVQ) (PVQ)—(PAQ)

Exercice 9. Soit x €R, P : «x > 2» et Q : « x2 > 4 ». Trouver toutes les valeurs x € R, telles que P — Q
soit vraie. Méme question avec Q — P, puis P < Q.

Exercice 10.

1. Déterminer la table de vérité de P — (Q — R), puis celle de (P — Q) — R. Conclusion?
2. Montrer que P «— (Q <> R)=(P «— Q) < R.

3. Montrer que P - (Q —-R)=(PAQ)—>R=Q — (P —R).

Exercice 11. On rappelle que P & Q désigne le « ou exclusif » (c’est vrai lorsque P est vrai, ou Q est vrai,
mais pas les deux).

1. Calculer la table de vérité de P & Q.

2. Montrer que P & Q revient a « P # Q », c’est-a-dire quUon a P®Q = (P A—Q) V (=P A Q). Quel est le
lien entre @ et «—?

3. Montrer que & est commutative et associative.
4. Exprimer P A (Q @ R) uniquement avec les connecteurs A, V et —. Idem avec P & (Q AR).

Exercice 12. Soit P;,P,,...,P,, avec n > 1. Quand est-ce que P; ® P, & --- ® P, est vraie?

Formules (suite)

Exercice 13. Les formules suivantes sont-elles satisfaisables ? Sont-elles des tautologies ?

PAQ—-P (PVQA(PV-Q) PVQA—Q)e<—P (P->QA(Q—P)
(P>QAR—9))=((PVR—(QVS)

Exercice 14. Montrer que les formules suivantes sont des tautologies :

1. PA(P — Q) — Q (modus ponens)

2. (P - Q) A—-Q — —P (modus tollens)

3. (P - Q) < (—Q — —P) (contraposition)

4, (P->Q)«— ((P AQ) — J_) (raisonnement par I'absurde)

5. ((P - QANQ— R)) — (P — R) (syllogisme/transitivité de I'implication).

6. (PAT)e—P

Exercice 15.

1. Construire le circuit pour P A (Q V R) et celui pour (P AQ) V (P AR). Vérifier qu’ils produisent les
mémes sorties.

2. Montrer qu’en utilisant uniquement des portes NAND, on peut construire des circuits dont les sorties
sont identiques a I'action de —, A, V.
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Exercice 16. Pour chacune des formules suivantes, construire ’arbre associé et donner I'expression
selon la notation polonaise :

-PA(QV (P AR)) ((PVQ)A-R)— (P A(-QAR))
Exercice 17.
1. Justifier la formule algébrique x Vy =x +y —xy.
2. A Taide des formules algébriques, montrer :
XAy AZ)=(xAYy)Az xV(yVvz)=(xVy)Vg xA(yVvVz)=(xAy)V(xAz)
3. Calculer x A(y ®2) et (x Ay) ® (x A g). Conclusion ?
4. Trouver une formule algébrique pour x — y. Idem pour x < y.

5. A Taide des formules algébriques, montrer x — y =~y — —x.



Preuves

Qu’est-ce qu’une preuve ? C’est une suite de déductions a partir d’hypothéses et d’un petit nombre
de regles élémentaires, afin d’aboutir a une conclusion. Nous allons détailler ces réegles et expliquer
comment les utiliser en pratique.

1. Preuve par table de vérité

1.1. Hypotheses & conclusion

On dispose de formules P, ..., P; qui vont étre nos (ou ) et d'une formule Q qui
va étre notre . Notre but est bien siir de passer d’hypotheses vraies a une conclusion vraie. 11
va y avoir deux facons de faire et c’est vraiment le cceur de la théorie de Godel.

Remarque. S’il y a un nombre fini d’hypotheses P, ..., P;, on pourrait toujours se ramener a la seule
hypothése P; AP, A--- AP;; dans la pratique on ne le fera pas. On pourrait aussi vouloir plusieurs
formules comme conclusion, mais on ne le fera pas non plus car cela reviendrait a les étudier une par
une.

1.2. Conséquence logique F

Commencons par la notion de conséquence logique, aussi nommée conséquence sémantique.

Définition.

On dit que Q est une de Py, ..., P; si chaque évaluation rendant les formules P,
..., P; vraies, rend également la formule Q vraie. On note :

Pr,..., P, E Q

Le symbole F est le double turnstile, il se lit entraine. Autrement dit, si les hypotheses sont vérifiées, alors
la conclusion est vraie. (Si 'une des hypothéses P; est fausse, alors on n’exige rien sur Q qui peut étre
vraie ou fausse.)

1.3. Preuve par table de vérité

Obtenir une conséquence logique

Pn...P, E Q
releéve de la constatation. On dresse la table de vérité associée a toutes les variables propositionnelles
P,,..., P, intervenant dans les formules P, ..., P; et Q. Pour chaque ligne ou toutes les formules P, ..., P
s’évaluent a Vrai, alors Q doit aussi s’évaluer a Vrai.
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1.4. Exemples

Exemple.

PvQ,-Q F P
On aici :
» deux variables propositionnelles P et Q,
» deux hypotheses : P; : « PVQ» et Py : « 2Q »,
 une conclusion : « P ».
Voici la table de vérité :

P Q|PVvQ —Q|P
vV Vv \Y F | —
V F \Y V |V
F V \Y F |-
F F F V | —

Seule la seconde ligne donne les deux hypotheses vraies et on controle alors que la conclusion est
aussi vraie. On n’a pas besoin de savoir si la conclusion est vraie ou fausse dans les autres cas. Ainsi
on a bien la conséquence logique : PV Q,—Q E P.

Insistons sur le fait que lorsque I'on écrit :
Pn...P, E Q

on n’exige pas que les formules P, ..., P; s’évaluent toujours a Vrai. Ce que l'on veut c’est que lorsque
elles s’évaluent a Vrai, alors Q aussi. La situation ultime est par exemple :

P -P FE n’importe quoi

Cette conséquence logique est valide, quelle que soit la conclusion, car P et =P ne s’évaluent jamais a
vrai en méme temps.

Exemple.

P—-Q, Q—»R E P->R
On a ici trois variables propositionnelles P,Q, R, deux hypothéses et une conclusion.

P Q R|P>Q Q—R|P—R
VvV V.V \Y% \% \%
V V F \Y% F —
V F V F \% —
V F F F \% -
F VvV \Y% \Y% \%
F V F \Y% F -
F F V \Y% \Y% \%
F F F \Y% \Y% \%

On regarde seulement les lignes ou les deux hypothéses sont vérifiées et on contrdle alors que la
conclusion est aussi vraie. On n’a pas besoin de savoir si la conclusion est vraie ou fausse dans les
autres cas. Ainsi on a bien la conséquence logique voulue.
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Dans I'exemple suivant on n’a pas une conséquence logique!

Exemple.
Soient les hypotheses :
—F PVQ
Est-ce que cela entraine :
PAQ?

On dresse la table de vérité :

P Q|—-P PVQ|PAQ

F v|Vv 'V F

On s’apercoit qu'une ligne est problématique : en effet si P est faux et Q est vrai, alors les deux
hypothéses sont vraies et pourtant la conclusion souhaitée est fausse. Ainsi P A Q n’est pas une
conséquence logique des hypothéses =P et P V Q.

1.5. Limitations

On vient de voir que si on a n variables P,..., P, dans nos hypothéses P;,...,P; et la conclusion Q, alors
il faut dresser une table de vérité avec 2" lignes afin de vérifier la conséquence logique.

Lorsque n croit, alors 2" croit de facon exponentielle (car 2" = e™12) et il devient impraticable de calculer
a la main une telle table. Mais surtout nous sommes encore dans le cadre assez limité de la logique
Vrai/Faux. Cette technique de table de vérité ne sera plus possible lorsque I'on introduira les parameétres
de la logique du premier ordre. Considérons le probleme suivant ot n € N est un entier. Nous serons
tous d’accord pour dire que 'on a la conséquence logique suivante :

n>0, npair FE n?—1 entier naturel impair

Mais si on souhaite le justifier avec une table de vérité, celle-ci a une infinité de lignes dépendant du
parametre n, et cela ne peut pas étre accepté comme une preuve.

n|n>0 npair|n?—1 entier naturel impair

0 F \Y% —
1 Vv F —
2 A \Y% \%
3 A F -
4 Vv \Y% \%
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2. Preuve formelle

2.1. Qu’est-ce qu’une preuve ?

Une preuve a pour but de convaincre les autres qu'un énoncé est vrai. Une preuve doit impérativement
comporter un nombre fini d’étapes. Chacun doit pouvoir vérifier chacune de ces étapes et le passage d’'une
étape a une autre doit étre facile a comprendre et ne doit pas nécessiter une réflexion approfondie. Il y
a une similarité naturelle entre la notion d’algorithme (une suite d’instructions élémentaires, destinées
a étre lues par une machine) et celle de preuve (destinée a un humain). Avec I'arrivée des assistants de
preuve, cette différence s’amenuise.

2.2. Preuve formelle -

Soient Py, ..., P; des formules, qui seront nos hypotheses, et une formule Q (la conclusion). On note :

Py,...., P F Q

s'il existe une preuve de Q a partir de Py, ..., P;. Cette écriture s’appelle alors un . Le symbole
F est le turnstile et se lit « prouve » ou « permet de démontrer ».
Mais comment construire une preuve ? C’est une suite finie de formules, qui part des hypothéses et
conduit a la conclusion. Chaque ligne de la preuve est obtenue a partir d’'un petit nombre de régles
logiques autorisées, appliquées aux lignes précédentes.
Plus précisément :
Définition.
Une est une suite finie de formules A4;, A,, ..., Ay ou chaque 4; est :

« soit 'une des hypotheses P, ..., P; de '’énoncé,

* soit une conséquence obtenue a partir des régles d’inférence appliquées aux lignes précédentes A,,...,

Ai 1,
» et Ay est la conclusion Q.

Les régles d’inférence seront détaillées un peu plus loin. Par exemple cela peut étre une regle issue des
formules logiques élémentaires telles que :

e siPAQ alors P,

e siPetQalors PAQ,

Résumons le travail d’'un mathématicien. Il énonce un théoréme :
Théoréme.
PP B Q

Puis il en donne la preuve.
» Remarque. « Théoreme » signifie ici un énoncé prouvé. On ne fait pas de distinction qualitative entre
Lemme/Proposition/Théoreme/Corollaire selon leur importance ou leur intérét.
« Avertissement. A priori, aucune notion de vrai ou de faux n’intervient explicitement dans cette section
consacrée aux preuves. Le lien avec la logique Vrai/Faux est en réalité implicite : il réside dans le
choix des regles d’'inférence, qui ont été congues pour respecter cette logique.
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2.3. Un premier exemple

Une se présente comme un tableau contenant une succession de lignes :
d’abord les hypotheses, les raisonnements et la conclusion.

Hypotheses

Raisonnement

Conclusion

Avant de dresser la liste des regles d’inférence, voici un exemple pratique d’un énoncé et de sa preuve.
Théoreme.

PA(OVR) F (PAQ)V(PAR)

Preuve du théoréme.

PA(QVR) Hypothése
P Terme de gauche de 'hypothese
OVR Terme de droite de ’hypothese
Q Sous-hypothése. Premier cas du ou
?\Q Caron adéjaPeticiona Q
(PAQV(PAR) Car le terme de gauche est vrai
R Sous-hypothese. Second cas du ou
ER CaronadéjaPeticionaR
(PAQ)V(PATR) Car le terme de droite est vrai
[ (PAQV(PAR) Conclusion. Les deux cas ménent au méme résultat.

Les regles qu’on a utilisées sont celles d’introduction et d’élimination du ET et du ou :
PAQ signifie PetQ
PV Q signifie P ouQ
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3. Regles d’inférence

Nous donnons ici la liste des régles autorisées dans une preuve. Certaines sont naturelles, d’autres un
peu moins évidentes. On commence par une série de six régles de base qui constituent le fondement des
preuves en logique classique. On présentera ensuite des régles dérivées, qui découlent des régles de base
et facilitent ’écriture des preuves.

3.1. Les regles de base

Regle 1. Réutilisation.

PrEP

La réutilisation est tout simplement le fait de pouvoir réutiliser une formule déja obtenue précédemment.

Regle 2. Conjonction.

PAQ + P et PAQ F Q

P,Q F PAQ

Les regles pour le ET sont naturelles, par exemple si on a déja obtenu la formule P et aussi la formule
Q alors on a prouvé la formule P A Q.

Regle 3. Double négation.

-—P F P

Cette regle sera discutée dans une remarque plus bas.
Voici comment on écrit ces régles dans une preuve en déduction naturelle :

P
P .
PAQ : ——P
Q
,P .
F | P : E P
F | PAQ

Dans l'écriture d’une preuve, on peut utiliser toutes les formules obtenues auparavant. On peut bien siir
appliquer plusieurs regles successivement avant d’obtenir la conclusion finale souhaitée, mais une ligne
correspond a I'application d’une seule regle.

Regle 4. Disjonction.

P F PVQ et Q F PvVQ

Il est plus difficile d’écrire formellement I'autre sens : « PV Q prouve P ou Q ». Pour 'exprimer correcte-
ment, on fait intervenir une formule annexe R comme conclusion d’implications :
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PVQ, P-R, Q—»R F R

Dans la pratique, c’est assez facile (tableau de droite ci-dessous) : si on a P V Q alors on considére deux
cas. Un premier cas, avec comme hypothese P, puis un second cas, avec comme hypothese Q. Si on
prouve la méme conclusion R dans ces deux cas, alors R est prouvé.

PVQ
P Premier cas du ou. Sous-hypothése P
P R
Q Second cas du ou. Sous-hypothése Q
- | pve k3
F 1R

Regle 5. Implication.

P,P->Q F Q

Cette regle s’appelle le modus ponens. C’est une sorte de mini-preuve de base : si on a une hypothese P
et que l'on sait que P implique Q, alors on a prouvé Q!
Obtenir une réciproque, c’est-a-dire I'introduction de I'implication, est plus difficile a exprimer :

Si PFQ alors F P—Q.

Si l'on peut prouver Q sous 'hypothése P, alors on a une preuve de P — Q.
Heureusement, cette seconde régle est de nouveau facile a comprendre et a utiliser avec un tableau de
preuve (figure de droite ci-dessous).

P
P Hypothese secondaire
Q Conclusion sous cette hypothése
P—Q
F | P—=2Q
Fo| @
Regle 6. Explosion.
L F P

La regle d’explosion (ex falso) dit que : « Faux implique n’importe quoi. » Cela peut sembler un peu
étrange, mais ce sera utile par exemple dans les raisonnements par I'absurde.
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Remarque.
On énoncera d’autres régles un peu plus loin, mais ces régles pourront se déduire des regles de base.
Pour chacun des connecteurs A, V, —, il y a deux regles associées : une regle d’ qui fait
disparaitre le symbole (par exemple P A Q + P) et une regle d’ qui fait apparaitre le
symbole (par exemple P,Q + P A Q).
Les regles de base que I'on vient d’énoncer correspondent a ce qu’on nomme la L

3.

s’agit de choix qui correspondent a notre expérience mathématique, ce sont des choix conventionnels,
mais d’autres approches sont possibles.

La refuse les regles =P + Pet L F P.La ne rejette
que =P F P.

Quelles sont les raisons de rejeter ’élimination de la double négation? Cette régle est en fait
équivalente a la regle du tiers exclu qui dit qu’on a toujours P V —P. Lorsque I'on intégre la regle
——=P F P, on autorise le type de preuve suivant : « Si =P ne peut pas se produire, alors on a une
preuve de P. » Les intuitionnistes contestent ce type de raisonnement car cela ne fournit pas une
preuve constructive.

La regle d’explosion 1. F P est exclue dans certains types de logique, car d’'une part cette regle ne
donne pas une preuve constructive de P et d’autre part, dés que I'on trouve une contradiction (méme
locale), alors la regle permet de prouver n’importe quelle formule, ce qui fait que tout raisonnement
devient trivial, donc inutilisable.

2. Exemples
Exemple.
(PAQVR F QVR
(PAQ)VR Hypothése

PAQ Premier cas du ou

Q Par élimination dans P A Q

OVR Puisqu'on a Q

R Second cas du ou

OVR Puisquon a R

+ OVR Les deux cas donnent QV R

Exemple.

PVY, P>R, Q—-S F RVS
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PVQ
P—-R

Q=S

RVS

F RVS

Exemple.

Po>Q

P—-R

QAR

F | P>(QAR)

Exemple.

Hypotheéses

Premier cas du ou

On applique P - R

Second cas du ou

Les deux cas conduisent a la méme conclusion

P—-Q, P->R F P—=(QAR)

Hypothéses
Sous-hypothése
PuisquonaPetP — Q

PuisquonaPetP - R

Car chaque fois qu'on a P on a aussi QAR

PVQ, P F Q

24

C’est un exemple d’utilisation de I'explosion : une fois qu’on a prouvé L, on prouve n’importe quoi.
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PVQ

—P
P Premier cas du ou
L Contradiction car on a P et =P
Q Tout est vrai par explosion
Q Second cas du ou
Q

F o) Conclusion issue des deux cas

3.3. Regles dérivées

A partir des régles d’inférence de base, on en déduit un nombre limité d’autres régles. Ces nouvelles
régles permettent de simplifier ’écriture des preuves.

Regles dérivées. Equivalence.
Comme on s’y attend, on prouve une équivalence par double implication et réciproquement.

P—Q F PO et P—Q F Q-—-P

P>Q Q-P F PeQ

Regles dérivées. Négation.
Tout d’abord, voici la définition de la négation a partir de I'implication et la formule toujours fausse L.

—P est défini par P — L

On a donc, par définition les deux regles :

P F P>1l e Pol F =P

Ainsi, si on a P et =P alors, a ’'aide de I'implication, on obtient une contradiction :

P, =P F L

Bien stir =T est L, et réciproquement —.L est T.
On dispose également de I'autre sens de la régle de double négation :

P F --P

On a aussi le principe du tiers exclu :

F PV-P

C’est-a-dire que, sans aucune hypothese, on a toujours une preuve de PV —P.

Regles dérivées. Conjonction/disjonction.
Par exemple :
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PVQ,nQ F P

On peut aussi considérer toutes les preuves liées aux lois de De Morgan, par exemple :

-(PAQ) F =PV-Q

On verra comment dériver cette regle a partir des regles de base dans les exemples ci-dessous.

Regles dérivées. Implications.
Voici d’abord la regle nommée modus tollens :

P—-Q,-Q F =P

Si P implique Q, mais que I'on n’a pas Q, alors on a une preuve de —P. Dans les exemples ci-dessous,
on explique comment dériver cette regle a partir des regles de base.
Le principe des tiers exclu permet une preuve par disjonction des cas :

P-Q -P—Q F Q

Cela permet de faire des raisonnements selon les deux cas de P V =P (quelle que soit la formule P).

P Premier cas
Q
-P Second cas
Q

F Q

Regles dérivées. Absurde et contraposée.
Raisonnement par ’absurde :

P>l + P

Si =P entraine une contradiction, alors on a prouvé P.
Contraposition :

'P—)Q I— —|Q—)—|73

Ou encore :

—|Q—>—|7D I— P—)Q

3.4. Exemples

Exemple.

PVQ—-PAQ F P Q
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PVO—=>PAQ
P On suppose P

Py
PAQ Par 'hypothese de départ
Q

P—Q Premier sens de I’équivalence
Q On suppose Q
Py
PAQ Par I'implication dans I’hypothese de départ
P
Q—-P Second sens de ’équivalence
F | PeQ

Exemple.

Prouvons directement le modus tollens par un raisonnement par 'absurde :

P-Q-Q + -P

P—-Q
—Q
P Par I'absurde, on suppose P
Q On obtient Q par 'hypothése de départ
L Contradiction car on a Q et =Q
F | =P

Exemple.

Prouvons directement la régle de De Morgan suivante :

“(PAQ) F —PV-Q

27
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“(PAQ)
P Premier cas : on suppose P
| 0 Par 'absurde, on suppose Q

PAQ
1 Contradiction, obtenue grace a 'hypothése de départ

—Q

—“PV-0Q

—P Second cas : on suppose =P

—“PV-Q

F | =PV-0Q Conclusion obtenue dans les deux cas du tiers exclu

3.5. Absurde et contraposée

Dans la logique classique, on peut toujours remplacer un raisonnement par I'absurde par un raisonnement
par contraposition.

Absurde.-P—-1 F P.

Contraposée. -Q > —-P F+ P—->Q (ouencoreP—>Q F —Q — —P par double négation).
Contraposée vers absurde :

-P—- L

-1l —--=P Par contraposition

T—-=P Car-l=T

T—>7P Car -—P donne P

T Or T toujours vrai
| P Car T —»P

Absurde vers contraposée :

-Q — P

- P Car -Q — =P
1 Contradiction car on a P et =P

Q Car on a prouvé que supposer —Q entraine contradiction

F | P—-Q Car chaque fois qu'on a P on a aussi Q
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3.6. Résumeé

Voici les principales regles d’inférence utilisées dans ce chapitre avec en gras les regles de base de la
logique classique.

Nom Regle
Réutilisation P+ P
L. PAQ F P
Elimination de A
PAQ F Q
Introduction de A P,Q F PAQ
Elimination de la double négation -—P F P
P F PVQ
Introduction de Vv
Q +F PVvQ
Elimination de v PVQ, P-R, Q—»R F R
Implication (modus ponens) P, P—=0Q F Q
Introduction de — Si PFQ alors FP— Q
Explosion (ex falso) L P

P—Q F P-Q
Equivalence P—Q F Q9P
P—Q,Q—-P F PeQ

Définition de la négation —P est définie par P — L
Introduction de la double négation P F P
Tiers exclu F PVv-P
Modus tollens P—>Q,Q F =P

. 2(PAQ) F —PV-Q
Lois de De Morgan

Raisonnement par Uabsurde -P—>1 F P

P—-Q F —-Q—-P
—|Q—)—|'P |— P—)Q

Contraposée
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4. Un apercu du théoreme de complétude de Godel

Le théoréme d’incomplétude de Godel (1931) est le but ultime de ce livre. Ce théoréme va bouleverser
les fondements de la logique. Mais pour vraiment appréhender I'importance du théoréme, il faut d’abord
comprendre le théoreme de complétude (1929) qui, lui, est plutdt rassurant. L’énoncé est méme banal
car c’est exactement ce a quoi tout le monde s’attend.

Théoréme 1 (Théoréme de complétude).
Pour la logique « Vrai/Faux » :

PEQ sietseulementsi PF Q.

Le point clé est que 'on se place ici dans le cadre de la logique propositionnelle, celle présentée dans
le chapitre « Logique vrai/faux ». C’est aussi vrai dans le cadre plus général de la logique du premier
ordre (voir le chapitre « Logique du premier ordre »). C’est d’ailleurs dans ce cadre qu'on prouvera ce
théoréme (voir le chapitre « Théoréme de complétude »).

Détaillons chacune des implications de ’équivalence de ’énoncé.

Sens réciproque <. P Q implique P F Q.

Cette implication s’appelle le « théoréme de validité » (Soundness Theorem), c’est un énoncé de « bon
sens ». Si on dispose d’une preuve que P entraine Q et que P est vrai alors Q est vrai. Autrement dit
quand on a prouvé un théoréme, et si les hypothéses sont vraies, alors la conclusion est vraie ! Noter
une nouvelle fois, que dans la définition formelle de preuve, il n’y a pas de concept de vrai ou faux. Le
théoréme de validité signifie que les regles d’inférence choisies pour définir ce qu’est une preuve sont
cohérentes et compatibles avec les régles de la logique propositionnelle.

Sens direct =. P E Q implique P - Q.

Ce sens correspond au théoréme de complétude. Cela signifie que, pour tout énoncé que 'on constate
comme étant vrai, alors on peut trouver une preuve qui en fait un théoreme. Ainsi, si on constate qu’a
chaque fois que P est vrai alors Q est aussi vrai, alors il existe une preuve que P entraine Q. Ce résultat
est valable dans le cadre de la logique propositionnelle (notre logique Vrai/Faux).

Cela permet de faire de beaux réves : en logique propositionnelle, tout ce qui est vrai est prouvable et
réciproquement. Le cauchemar commencera plus tard dans ce livre...

Exercices

Preuve par table de vérité

Exercice 1. Dire si les conséquences logiques suivantes sont valides ou pas. Justifier votre réponse.

(PA=Q)V(=PAQ) . PVQ
PoQ P E  -Q
P—Q, R—Q ll P—oR
P —-0 ll Q— P
P>0 PV-Q E Q
PV-Q, PV-R, RV-Q ; -P— QAR
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Preuve formelle

Exercice 2. Expliquer en francais les théoremes suivants :
P,Q F  PAQ

PA(P— Q) F Q
P—0Q, Q>R + P-oR
—Q — P H P -0
+ PV P

Exercice 3. On considere le théoréeme suivant :
PVYO,P->R, Q—>S F RVS

Compléter les lignes manquantes de la preuve et commenter toutes les lignes.

Hypothese 1

P Sous-hypothése. Premier cas du ou
On a utilisé I'implication ...
Sous-conclusion

Sous-hypotheése. ...

- ... Conclusion car ...

Reégles d’inférence

Exercice 4. Donner la preuve en déduction naturelle des théorémes suivants :
P—-Q, O—-R F P—-R
P F  (PAQV(PA-Q)
P—-9)-R F P—-(Q—R)
Pe—Q - (PVQ)—=(PAQ)
-PV-Q F  (PAQ)
Exercice 5. Donner la preuve en déduction naturelle des théorémes suivants :
-B— (AVB) F A
Co(D—-&) [ (CAD)—> &
FeoG GoH F FeoH
o Z->NVI—-I)
KVL, LVNM, =L F KAM
Exercice 6. Le but de I'exercice est de montrer que la régle du tiers exclu « - PV =P » (sans hypothéses)
se déduit des regles de base. On rappelle que —P signifie par définition P — L.

1. Vérifier que =—Q s’écrit (Q —» 1) — L.

2. Voici la preuve de :
F ((Pv-P)>1)>1
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(PV-P)— L

PV =P

PV P
1

F | (Pv-P)>L1)>1
Expliquer chaque ligne et vérifier que seules les regles de base sont utilisées.
3. Conclure a I'aide d’une regle de base.
Exercice 7. Le but est d’obtenir des regles dérivées a partir des regles de base.

1. Prouver la regle dérivée
P F =P
uniquement a l'aide des regles de base. On rappelle que —P signifie P — L.

2. On s’autorise ici les regles de base et le principe du tiers exclu (qu’on a déduit des regles de base). On
peut donc faire des raisonnement en distinguant les cas P et —P. Prouver la regle du raisonnement
par I'absurde :

-“P—>1 F P

3. En déduire qu’'on pourrait dériver cette forme de la contraposition, uniquement a I'aide des régles de
base :

P—-Q F —-Q—--P

Un apercu du théoréme de complétude de Godel

Exercice 8. Montrer qu'on a a la fois
“(PvQ) E (=PIA(-Q)

et
“(PvQ) F (=P)A(=Q)

Exercice 9. Montrer qu’on a a la fois
“PVQ, " P-o>R, Q>R E R

et
“PVQ, - P->R, Q>R +F R



Quels connecteurs sont utiles?

Les connecteurs — (NoN), A (ET), V (ou) suffisent pour construire toutes les formules de la logique
Vrai/Faux.

1. Evaluation des formules

1.1. Rappels

On rappelle qu'une est un mot fini composé a partir :

e d’un ensemble Var = {P;, P,, ..., P,} de variables propositionnelles, ot n > 1,

o de parenthéses (et ),

« et d’'un ensemble Conn de connecteurs logiques.
Jusqu'ici notre choix de connecteurs logiques était :

Conn = {—,A,V,—, >}

Ce choix est-il pertinent ? Est-ce qu’il est suffisant pour exprimer des phénoménes complexes ? Pour
répondre a ces questions, nous allons modéliser I’évaluation d’une formule comme I’évaluation d’une
fonction n’ayant en entrées et en sortie que des valeurs 0/1.
Ainsi dans ce chapitre, les valeurs booléennes sont B = {0, 1} avec 1 pour V (Vrai) et 0 (Faux).

1.2. Fonctions abstraites de {0,1}" — {0, 1}

Soit n > 1 un entier fixé. On appelle une fonction :

f:{0,1}" - {0,1}
Soit x = (g4,...,¢&,) € {0,1}". C’est un vecteur dont toutes les coordonnées sont 0 ou 1. De plus f(x)
vaut O ou 1.

Exemple.
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Soit n = 3. Définissons une fonction f : {0,1}3 — {0, 1} par ses 2" = 8 valeurs.

X f(x)
(0,0,0)| 0
(0,0,1)| 0
(0,1,0) | 1
0,1,1)| 1
(1,0,0)| 0
(1,0,1) | 1
(1,1,0)| 0
(1,,1D)| 1

Rappel. Soient E et F deux ensembles finis. Alors le nombre total de fonctions différentes f : E — F
est (Card F)®4E Ici CardE = Card{0,1}" = 2" et Card F = Card{0,1} = 2. Ainsi le nombre total de
fonctions abstraites f : {0,1}" — {0, 1} vaut 229,

1.3. Fonctions a partir d’une formule

Nous allons maintenant construire une fonction fp : {0,1}" — {0, 1} a partir d’'une formule.

Soit P une formule, exprimée a partir des n variables propositionnelles P;,...,P,. L’ de P en
x =(€1,...,€,) €{0,1}" consiste a attribuer la valeur ¢; (0 ou 1) a Py, la valeur ¢, a P,,... Le résultat
de cette évaluation est une valeur 0 ou 1.

Note : Une construction rigoureuse de cette fonction d’évaluation sera proposée dans le chapitre
« Théoréme de compacité ».

L’évaluation de P correspond donc a une fonction :

fpi{0,1}" — {0,1}
x=(e1,...,6,) — fpler,...,€,)

C’est une autre facon de présenter la table de vérité de la formule P.

Exemple.
Soit P la formule suivante :

P: (P VPy))A(—PyVPs)
On obtient une fonction fp : {0,1}> — {0, 1} qu'on calcule valeur par valeur. Par exemple en x = (0, 1,0)
on attribue (F,V,F) aux variables (P, P,, P;) et alors la formule P s’évalue a (FV V) A (—F V F) et vaut
donc V. Ainsi f5(0,1,0) = 1.

X fp(x)
(0,0,0) 0
(0,0,1)
(0,1,0)
(0,1,1)
(1,0,0)
(1,0,1)
(1,1,0)
(1,1,1)
Ici on remarque que notre fonction f, est exactement la méme que notre fonction abstraite f définie

O = O = = O

p—
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dans I'exemple précédent.

1.4. Réaliser toutes les fonctions ?

Dans I'exemple précédent on avait une formule P dont la fonction associée f, était la méme qu'une
fonction abstraite définie auparavant. Mais est-ce toujours possible ? Pour une fonction abstraite f :
{0,1}" — {0, 1}, peut-on trouver une formule P telle que la fonction f, soit exactement cette fonction
f?

Si la réponse était négative, cela voudrait dire que nos connecteurs ne sont pas suffisants pour modéliser
toutes les fonctions et qu’il faudrait inventer de nouveaux connecteurs pour réaliser certaines fonctions.
La question se pose d’autant plus que, lorsque n est grand, le nombre de fonctions f a réaliser est 22",
ce nombre étant vraiment tres grand.

1.5. Connecteurs unaires

En attendant d’aborder un résultat théorique général, commencons par étudier a la main les casn =1
etn=2.
Pourn=1,ilya4= 22" fonctions f :{0,1} — {0, 1}. Voici les 4 tables de vérité possibles

T 1 id =
0|1 0|0 0|0 0|1
1(1 1(0 1(1 1({0

Ces 4 fonctions sont T (toujours vrai), L (toujours faux), id (identité), — (négation).
On résume le cas n = 1 en une seule table.

Symbole | Réalisation Nom
T PV =P tautologie / toujours vrai
1 PA-P contradiction / toujours faux
id P identité
- -P négation

La seconde colonne est une réalisation par une formule a I'aide des connecteurs —, A, V.

1.6. Connecteurs binaires

Pourn=2,ilya 16 = 22* fonctions f :{0,1}?> — {0,1}. On dresse ci-dessous la liste de toutes ces
fonctions et leur réalisation par des formules. La seconde colonne propose une réalisation par une
formule a I'aide des connecteurs —, A, V, —, <. La derniere colonne indique les 4 valeurs de la fonction
prises lorsque (P,Q) vaut successivement (0,0), (0, 1), (1,0), (1,1).
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Symbole Réalisation Nom Valeurs
1 PA-P toujours faux / contradiction | 0000
A PAQ ET/ conjonction 0001

PA-Q P et (non Q) 0010

P projection gauche 0011

“PAQ (non P) et Q 0100

Q projection droite 0101

® (PVvQ)A-(PAQ) XOR / ou exclusif 0110
\% PvQ ou/ disjonction 0111
l =(PVQ) NOR 1000
— P—Q équivalence 1001
-Q négation de Q 1010

Q—P Q implique P 1011

-P négation de P 1100

— P—-Q P implique Q 1101
T “(PAQ) NAND / Sheffer 1110
+ T Pv-P toujours vrai / tautologie 1111

Par exemple le connecteur |/NoR vérifie:0]0=1,011=0,1]0=0,1]1=0. Maisen fait P | Q se
réalise par la formule —(P Vv Q). Ainsi on n’a pas vraiment besoin d’utiliser un symbole spécial pour cette
opération.
Cependant il y a deux nouveaux connecteurs utiles en pratique : XOR et NAND.
e Le , Noté ®/XOR, est vrai lorsque I'un des termes est vrai, mais pas les deux. Il correspond
a laddition x + y modulo 2.
o Le connecteur T/NAND, aussi appelé symbole de Sheffer, se réalise comme la négation du ET :

PTQ==(PAQ).

2. Un systéme complet de connecteurs

2.1. Théoreme

Théoreme 1.
L’ensemble {—, A} des connecteurs NON et ET forme un systéme complet de connecteurs.

On verra la preuve dans la prochaine section. Cela signifie que, quelle que soit n > 1 et quel que soit
f :{0,1}" — {0, 1}, alors il existe une formule P ne faisant intervenir que les connecteurs — et A, telle
que la fonction fp issue de P soit exactement cette fonction f. Autrement dit f et f, ont la méme table
de vérité.

Ce qu’il est important de retenir, c’est qu’avec un nombre fini de connecteurs, on réalise toutes les
fonctions booléennes imaginables, quel que soit n.

Une autre facon de comprendre ce théoréme est de dire que pour n’importe quelle formule (avec
n’importe quels connecteurs), on peut trouver une formule logiquement équivalente qui ne contient
que les connecteurs — et A. On rappelle que deux formules P et Q sont logiquement équivalentes (noté
P = Q) si elles ont la méme table de vérité.

Question pas si béte! Si on n’a besoin que de {—, A} pour réaliser toutes nos fonctions, alors pourquoi
ajoute-t-on les autres connecteurs V, —, «—? Tout simplement pour des raisons pratiques, afin de
raccourcir I'écriture des formules et surtout pour faciliter la compréhension logique des formules.
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2.2. Exemples
1. Pour n =1 et n = 2, nous avons déja vu comment réaliser toutes les fonctions (quitte a utiliser aussi
V, =, <),

2. Une méme fonction peut étre réalisée par des formules différentes. Par exemple P A—Q, “QAP A—Q et
(=—=P)A(—Q) réalisent la méme fonction. C’est encore moins unique si on autorise tous les connecteurs
{—,A,V,—, >}, par exemple P - Q, =P V Q et =(P A =Q) sont des formules qui réalisent la méme
fonction.

3. Soit n = 3 et f la fonction qui vaut 1 en (0,0,0) et (1,1,1) et qui vaut 0 partout ailleurs. Cette
fonction est réalisée par la formule :

P ("PA-QA-R)V(PAQAR)

Probleme : il y a un V (ou) dans la formule, alors qu’on voudrait utiliser seulement — et A, on verra
la solution dans le paragraphe suivant.

2.3. Connecteurs usuels a partir de 7 et A

Puisque les connecteurs — et A suffisent, ils doivent permettre de retrouver nos autres connecteurs
favoris : vV, —, <.

Effectivement :
PVQ = —(-PA—Q)
P—-Q = -PVvQ = —(PA-Q)
P—Q = P-QAQ—P) = (~(PA-Q)A(=(QA-P))

On rappelle que la notation = signifie que les formules ont exactement les mémes tables de vérité. Bien
slir, ces relations sont aussi valables pour des formules P et Q (a la place des variables P et Q).

Ainsi, toute formule exprimée a partir des connecteurs C = {—, A, V, —, <>} peut s’écrire en une formule
logiquement équivalente ne contenant que les connecteurs Cy = {—, A}.

2.4. Autres systéemes complets de connecteurs

L'ensemble C; = {—, —} est aussi un systéme complet de connecteurs. La preuve est simple a partir du

théoréme ; il suffit de montrer comment engendrer le connecteur A a partir de - et — :
PAQ=-(P——Q)

Ainsi, si on a une formule quelconque, le théoreme nous permet d’obtenir une formule logiquement

équivalente uniquement avec - et A. On peut alors remplacer chaque A via I'’équivalence logique ci-dessus
afin d’obtenir une formule ne contenant que des — et des —.

Encore plus fort, un seul connecteur permet de les engendrer tous! C, = {1} est un systéme complet. On
rappelle que T / NAND est le connecteur correspondant a la négation du ET :

PTQ==(PAQ)
Supposons ce connecteur T défini. On retrouve alors — et A :
-P=P1P PAQ=-(PTQ=(P1TQT(P1Q)

Comme 1 permet de reconstruire a la fois = et A, et que {—, A} est complet, il en résulte que {7} est un
systéme complet.

D’un point de vue informatique, cela signifie qu'un seul type de porte logique, la porte NAND, permet
de modéliser n’importe quelle fonction booléenne.
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3. Preuve

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme. On va prouver que C = {—, A, V} est un systeme
complet de connecteurs. Puisque l'on a vu que V est engendré par {—,A} via P VQ = (=P A =Q), on
aura bien prouvé que C, = {—, A} est un systeme complet de connecteurs.

Nous allons réaliser chaque fonction abstraite f : {0,1}" — {0, 1} par une formule explicite, appelée

3.1. Etape 1

Nous commencons par réaliser des fonctions tres simples.
Soit a = (&q,...,&,) € {0,1}" fixé. Soit f : {0,1}" — {0, 1} la fonction telle que f(a) =1 et f(x) =0 si
x # a.
La formule P, suivante réalise cette fonction :
Pa . 81P1/\€2P2/\.../\€npn

Ici, P; désigne la i-eme variable propositionnelle, autrement dit la i-eme coordonnée de {0,1}". On
rappelle que ¢; = 0 ou ¢; = 1 et on définit :
{ Pi si & = 1
giPi = .
_|Pi S1¢&; = 0

On adoptera la notation suivante :
n
Pa . /\ gipi
i=1
n

n
Cette notation est analogue a in pour x; + x5+ -+ x, ou a l_[xi pour x{xy -+ Xp.
i=1 i=1
Par exemple, la formule P A =Q A =R donne une fonction qui vaut 1 en (1,0, 0) et vaut 0 partout ailleurs.

On rappelle que a = (¢4, ..., €,). Prouvons que P, réalise la fonction annoncée :

P,vrai ssi g;P; vrai, pour touti=1,...,n

. P,vrai sig =1 )
ssi . pour touti=1,...,n
P, faux sig; =0
Donc la fonction fp, associée vérifie fp (x;,...,x,) =1 si et seulement si x; = ¢;, pour touti =1,...,n.

Autrement dit, fp (x) =1 si et seulement si x = a.

3.2. Etape 2

Soit aj,a,,...,a; € {0,1}" une liste de k éléments de {0,1}" (avec k > 1).

.....

Pal,.. Sy

i Py VPV VP,

Autrement dit :

k k n
Pt VP =\ [\euP
j=1 j=1 i=1

Ol\l on a nOté a]- = (81’]', 82’]', ey En,]‘).
fal,...,ak(x): 1 ssi X € {alsaz,'--7ak}
Exemple. Pour la formule P, V P, la fonction associée f, ; vérifie f(a) =1, f(b) =1 et f(x) =0 pour

tous les autres x.
Prouvons notre affirmation.
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e Sixe{aj,a,y,...,a}, alors 'un des Py, est vrai, donc Py, 4, estvrai. Ainsi f,, o (x)=1.
o Six ¢{ay,ay,...,a;}, alors tous les P, ..., P, sont faux et donc Py, , estfaux. Ainsi f, . (x)=
0.

3.3. Etape 3

Soit f : {0,1}" — {0, 1} une fonction abstraite quelconque.
« Si f(x) =0, quel que soit x € {0, 1}" alors on pose P = P; A —P; (toujours faux) et on a bien fr = f.
» Sinon, on note {ay, ..., a;} les éléments de {0, 1}" tels que f(x) = 1. Alors f = f, ., d’apres I'étape
2.
Cela termine la preuve.

3.4. Remarques

» La décomposition

k n
P: \/ /\ & ;P;
j=1 i=1

s’appelle la .

Cette forme normale est intéressante car cette décomposition est unique a 'ordre prés (on a bien stir

PVQ=QVPetPAQ=QAP).
e Une variante est la

Q: 5, P,

L]

~n -
<=

I
-

j =
ou §; ; € {0, 1}. Son écriture est également unique (a

’

_—

ordre pres).

Exemple.
Soit P la formule P < Q. La forme normale disjonctive est :

P=(PAQ)V(=PA-Q)
La forme normale conjonctive est :

P=(-PVQ)A(PV Q)

Exercices

Evaluation des formules

Exercice 1. Trouver une formule pour P & Q (le ou exclusif) qui ne fait intervenir que les connecteurs —,
A, V. Trouver ensuite une formule ne faisant intervenir que — et «—.

Exercice 2.
1. Pour n = 3. Combien y a-t-il de fonctions f : {0,1}> — {0,1}?

2. La fonction « majorité » renvoie 1, si au moins deux des variables P,Q, R valent 1. Trouver une formule
pour cette fonction qui ne fait intervenir que les connecteurs —, A, V.

3. Quand est-ce que P ® Q ® R est vrai? Quel est le lien avec P «— (Q «» R)?

4. La fonction « exactement un » renvoie 1 lorsque exactement une des variables P, Q, ou R vaut 1.
Trouver une formule pour cette fonction qui ne fait intervenir que les connecteurs —, A, V.
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Exercice 3. Soit n > 2.
1. Trouver une formule qui renvoie vrai, sauf si toutes les variables P;,...,P, sont vraies.

2. Quelle formule renvoie vrai lorsqu’au moins deux variables sont vraies.

Un systéme complet de connecteurs

Exercice 4.
1. Montrer que C = {—, <>} est un systéme complet de connecteurs.

2. Montrer que C = {V, «<—, L} est un systeme complet de connecteurs. On rappelle que L est la formule
toujours fausse.

3. Montrer que C = {A, V} n’est pas un systeme complet de connecteurs.
4. Montrer que C = {A, ®} n’est pas un systeme complet de connecteurs (& désigne le ou exclusif).

Exercice 5. Montrer que {|} forme un systéme complet. On rappelle que P | Q = (P V Q).

Preuve

Exercice 6. Soit n = 2. On n’autorise que les connecteurs =, A, V.

1. Trouver une formule qui réalise la fonction f : {0,1}? — {0, 1}, qui vaut 1 en (1, 0) et vaut 0 partout
ailleurs.

2. Méme question avec g : {0,1}? — {0,1}, qui vaut 1 en (1, 1) et 0 partout ailleurs.

3. En déduire une formule pour h : {0,1}? — {0, 1}, qui vaut 1 exactement en (1,0) et (1, 1). Simplifier
cette formule.

Exercice 7. Soit n = 2.

1. Quelle fonction est associée a la formule P - Q?

2. Trouver la forme normale disjonctive associée.

Exercice 8. Soit n = 3. On n’autorise que les connecteurs —, A, V.

1. Trouver une formule qui réalise la fonction f qui vaut 1 uniquement en (1,0, 1).
2. Trouver une formule qui réalise la fonction g qui vaut 0 uniquement en (0, 1, 1).

3. Trouver une formule qui réalise la fonction h qui vaut 1 uniquement en (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1).
En déterminer une forme normale disjonctive et une forme normale conjonctive.



Théoreme de compacité

Le théoréme de compacité affirme que lorsqu’il y a une infinité d’hypotheéses, il est suffisant d’en
utiliser un nombre fini.

Ce chapitre est d’'un niveau plus difficile que les précédents et peut étre passé en premiére lecture.

1. Formules, formules satisfaisables, conséquence logique

1.1. Formules : définition par le haut

Dans le chapitre « Logique vrai/faux », on a défini une formule comme un mot fini a partir des éléments
suivants :

« des variables propositionnelles Var = {P; }c;,

 des parenthéses (et ) ,

« et des connecteurs logiques —, A, V, —, <.
Plus précisément :
Définition.
L’ensemble Form des est construit selon les regles suivantes :

1. Les variables propositionnelles sont des formules.

2. Si P et Q sont des formules, alors

-P, (PAQ), (PVQ), (P—-Q), (P—Q)
sont aussi des formules.
3. Rien d’autre n’est une formule.

Cette définition s’appelle la « définition par le haut » ou « définition inductive » des formules. On a vu au
chapitre « Quels connecteurs sont utiles ? » que 'on peut méme se contenter des seuls connecteurs {—, A}
pour décrire toutes les formules. Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas ou 'ensemble Var = {P;},; des
variables propositionnelles est infini mais dénombrable. Cela signifie que I'on peut choisir I = N pour
I'ensemble des indices de ces variables : Py, P;, P, ...

Remarque.

Comme le nombre de variables est infini, il faudrait une infinité d’indices i pour décrire toutes les
formules. Mais on souhaite qu'une formule soit un mot formé a partir d’un alphabet fini. Pour cela, on
va seulement considérer deux symboles pour décrire toutes les variables P et / (prime). Ainsi on note
P pour P,, P’ pour P;, P” pour P,, etc. Ainsi une formule est un mot fini composé a partir de ’alphabet
fini: {B,’,(,),™,A,V,—,<>}. Bien siir, dans la pratique on conservera notre notation P; pour plus de
clarté.
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1.2. Formules : définition par le bas

La définition précédente est en fait assez abstraite et décrit assez mal 'ensemble des formules. Voici une
nouvelle définition, dite « définition par le bas » ou « définition récursive ».
Définition.
On définit des ensembles de formules Form,, par récurrence.
o Form, = {P;};¢; est 'ensemble des variables.
e Pourn >0,

Form,_; = Form, U {—P | P € Form,} U{(PA Q)| P,Q € Form,} U...

(En faisant I'union correspondante pour tous les connecteurs —, A, V, —, <-.)
e Form = ( J,.,Form, est la réunion de tous les Form,,.
e La d’une formule P est le plus petit entier n tel que P € Form,,.

Proposition 1.
Si Uensemble Var = {P;};c; des variables propositionnelles est dénombrable (ou fini), alors Uensemble Form
des formules est aussi dénombrable.

Démonstration. Lensemble Form = | J,.,Form, est une union indexée sur un ensemble dénombrable,
ou chaque ensemble Form,, est un ensemble dénombrable, donc Form est dénombrable. O

Dans tout le reste de ce chapitre, on supposera que 'ensemble des variables propositionnelles est fini ou
dénombrable et donc que 'ensemble de toutes les formules est dénombrable.

1.3. Evaluation d’une formule

Nous avons déja vu qu’évaluer une formule P consiste a attribuer une valeur Vrai ou Faux a chaque
variable propositionnelle P;, afin d’attribuer une valeur Vrai/Faux a la formule P ainsi évaluée.
Voici la définition rigoureuse d’une évaluation a partir de la définition « par le haut » des formules. On
note ici 1 et 0 les deux valeurs booléennes V/F.
Définition.
e Soit v : {P;},c; — {0, 1} une fonction, appelée ou : pour chaque
iclonav(P;))=0ouv(P,)=1.
e On étend cette fonction v : Form — {0, 1} a 'ensemble Form des formules :
— v(=P)=1ssiv(P)=0,
— v(PAQ)=1ssiv(P)=1letv(Q)=1,
— et selon le méme principe pour V, —, <.
e Lavaleur v(P) est I’ de P env.

1.4. Satisfaisabilité, conséquence logique

Définition.
o Une formule P est , §'il existe une valuation v, telle que v(P) soit vraie. On dit alors que
% ‘P, ou que v est un pour P.
 Un ensemble de formules I' = {P;};; est , §'il existe une valuation v, telle que, pour

tout j € J, v(P;) soit vraie.
» Une formule, ou un ensemble de formules, qui n’est pas satisfaisable, est dit ou
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Définition.
Soit I un ensemble de formules et Q une formule. On dit que Q est une de T, si
toute valuation v qui satisfait T, satisfait aussi Q. On note :

r = Q

Cela signifie que I' U {—Q} n’est pas satisfaisable, c’est-a-dire qu’aucune distribution de valeurs ne peut
satisfaire a la fois I' et = Q.

1l faut comprendre I' comme des hypothéses et O comme une conclusion. A chaque fois que toutes les
hypothéses sont vérifiées, on constate que la conclusion I’est également.

2. Théoreme de compacité

2.1. Enoncé

Soit T' un ensemble fini ou infini de formules.

Théoréme 1.
[ est satisfaisable si, et seulement si, pour toute partie finie I, C T, I}, est satisfaisable.

Afin de faciliter I'écriture de la preuve, on dira que T est , Si pour toute partie
finie T, C T, I, est satisfaisable. Ainsi le théoréme de compacité affirme :

I satisfaisable ssi T finiment satisfaisable

Remarques :

1. L'implication directe est évidente. Si I' est satisfaisable, alors n’importe quel sous-ensemble de T est
aussi satisfaisable, donc en particulier T est finiment satisfaisable.

2. SiT est un ensemble fini, alors le théoréme est évident, il n’y a rien a démontrer.

3. SiT estinfini, la réciproque est loin d’étre évidente. Certains résultats vrais pour des ensembles finis,
ne sont plus vrais nécessairement vrais pour des ensembles infinis. Par exemple, une intersection
finie d’intervalles ouverts est un intervalle ouvert (éventuellement vide). En revanche, ce n’est plus
vrai pour une intersection infinie :

N3h1+i=(0.1)

n>1
C’est un exemple frappant ou une intersection infinie d’intervalles ouverts aboutit a un intervalle
fermé.

2.2. Corollaires

Les corollaires suivants sont également appelés « théoreme de compacité ».

Corollaire 1.
T est insatisfaisable si, et seulement si, il existe un ensemble fini I, C T tel que T}, soit insatisfaisable.

Autrement dit, si 'on n’arrive pas a satisfaire un ensemble de formules, cela ne peut pas étre d au fait
qu’on en ait un nombre infini.
Voici la contrepartie positive :

Corollaire 2.
['E Q si, et seulement si, il existe un ensemble fini T, C T tel que Ty F Q.

C’est la version qui nous intéresse le plus : si on a une infinité de formules I' comme hypotheses avec
comme conséquence logique la formule Q, alors on peut en extraire un sous-ensemble fini [}, qui entraine
toujours la méme conséquence logique Q. On passe donc d’'un nombre infini d’hypothéses a un nombre
fini.
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2.3. Preuve des corollaires

Sans attendre la preuve du théoreme, voici la démonstration des corollaires.

Preuve du Corollaire 1. Le sens réciproque < est clair : si [}, n’est pas satisfaisable, alors aucun ensemble
' contenant [}, ne sera satisfaisable.
Le sens direct = se prouve en utilisant le théoreme de compacité qui affirme :

VIycT T, satisfaisable = — T satisfaisable
(On ne considere que les parties finies Ij,.) La contraposition est donc :
I non satisfaisable = — non (V[ cT' I satisfaisable)
Ce qui s’écrit :
[ insatisfaisable =~ — 3JI, c ' I insatisfaisable

Preuve du Corollaire 2. On va utiliser « ' E Q si et seulement si I' U {—Q} est insatisfaisable ».
Le sens réciproque < est le sens facile : soit I}, fini tel que I, F Q, donc [, U {~Q} est insatisfaisable.
Alors, quel que soit 'ensemble I' contenant I}, on a a fortiori que I' U {~Q} est insatisfaisable. Ainsi
T'EQ.
Prouvons le sens direct = a 'aide du Corollaire 1. Supposons I' F Q, donc I' U {—Q} est insatisfaisable.
D’apres le Corollaire 1, il existe un ensemble fini A, c T'U {—Q} tel que A, soit insatisfaisable.
e Si—Q € A alors on écrit Ay =T, U {—Q} avec I, C T fini. Ainsi I, U {—Q} est insatisfaisable, ce qui
équivaut a I, F Q.
« Si—Q¢ A,, alors on pose juste Iy = A, qui est insatisfaisable. A fortiori I, U {~Q} est insatisfaisable,
donc Iy F Q.
Dans les deux cas, on a prouvé I, F Q. O

3. Preuve

Le sens direct = du théoréme de compacité est clair : en effet, si I' est satisfaisable, alors toute partie
I, c T (finie ou pas) est satisfaisable. On se concentre donc sur la preuve de la réciproque : si I est
finiment satisfaisable, alors I' est satisfaisable.

3.1. Partie 1

Soit I' un ensemble de formules finiment satisfaisable. Dans un premier temps nous allons construire un
ensemble A tel que :

1. TcA,

2. quelle que soit la formule Q de I'ensemble Form de toutes les formules, soit Q € A, soit =Q € A,

3. A est finiment satisfaisable.

On va construire par récurrence des ensembles A, finiment satisfaisables, de plus en plus gros. L'ensemble
A sera la réunion de tous les A,,. Commencons par définir :

AO =T
Par hypothése A est finiment satisfaisable.

Nous avons supposé que I'ensemble Var des variables propositionnelles était un ensemble dénombrable,
donc par la Proposition 1, 'ensemble Form de toutes les formules est aussi un ensemble dénombrable.
On peut donc en donner une énumération, indexée par des entiers :

Form = {0y, Q,,...}
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Montrons d’abord comment on construit A;. On distingue deux cas :
e Si AyU{Q;} est finiment satisfaisable, on pose simplement :

Ap=20U{0Q1}
» Sinon, on pose :
Ay =2¢U {70}
Mais alors, dans ce cas aussi, A; est finiment satisfaisable, d’aprés le lemme ci-dessous.
Donc dans tous les cas, A; est finiment satisfaisable.

Lemme 1.
Soit ¥ un ensemble finiment satisfaisable et soit Q une formule quelconque. Alors U {Q} ou U {—~Q} est
finiment satisfaisable.

Démonstration. Supposons par 'absurde que ¥ U {Q} n’est pas finiment satisfaisable et que X U {—=Q}
n’est pas finiment satisfaisable non plus. Ainsi :

« il existe un ensemble fini 3; U {Q} insatisfaisable (avec ¥; C ¥),

« et il existe un ensemble fini X, U {—Q} insatisfaisable (avec X, C ).
Notons alors ©; = 2; U Z,. C’est un ensemble fini, inclus dans 2. Par hypothése, il est donc satisfaisable.
Soit v une valuation qui satisfait ¥,. Si v satisfait Q, alors 3; U {Q} est satisfait, ce qui n’est pas possible.
Mais si v ne satisfait pas Q, alors v satisfait =Q et donc v satisfait %, U {=Q}, ce n’est pas possible non
plus. On a donc obtenu une contradiction. O

Continuons notre construction par récurrence. On suppose que I'on a déja construit A,, finiment satisfai-
sable, sous la forme :
A, =TU{e,91,...,6,9,}
ou ¢;Q; désigne Q; ou bien —Q;. On définit alors :
. { A,U{Q,.1} ¢l est finiment satisfaisable,
17 A,uU{~Q,,;} sinon.

Par le Lemme 1, A, est finiment satisfaisable.

A=|]a,

n=0
Comme on a les inclusions Ay C A; C A, C ---, il faut comprendre A comme la limite des A,,, lorsque n

tend vers +o0o. Vérifions maintenant les points annoncés :

1. T=A,CA,

Définissons alors :

2. pour toute formule Q,, on a soit Q, € A, C A, soit 7Q, € A, C A,

3. enfin, A est finiment satisfaisable. En effet, soit un ensemble fini I}, C A, alors il existe n > 0 tel que
I, € A,. Mais alors T, est satisfaisable, car A, est finiment satisfaisable.

3.2. Partie 2

Nous allons maintenant démontrer que toutes les formules P de A sont satisfaisables simultanément.
Nous allons méme préciser la valuation v qui les réalise. Comme I' C A, T sera donc satisfaisable.
Définissons cette valuation v. On note Var = {P;};c; 'ensemble des variables propositionnelles. Soit v la
valuation définie par :
v(P)=1 SsiP, €A,

{ v(P;)=0 sinon.
Une fois définie sur les variables propositionnelles, v s’étend a toutes les formules (voir la Section 1.3).
Soit P une formule quelconque, nous allons prouver :
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Lemme 2.
P est satisfaite par v si et seulement si P € A.

Ainsi, comme I' C A, toute formule P €I est satisfaite par v, et donc I est satisfaisable car satisfait par
v.
Il nous reste a prouver le lemme.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la hauteur de P. Pour simplifier la preuve, on
suppose que les seuls connecteurs utilisés sont — et A. C’est possible sans perte de généralité d’aprés le
chapitre « Quels connecteurs sont utiles ? »
» Si P est 'une des variables propositionnelles P; alors par définition de v, v satisfait P si et seulement
siPeA.
» Supposons que I'assertion du lemme soit vraie pour la formule P ; prouvons qu’elle est encore vraie
pour —P.

v(=P)=1

v(P)=0

non(P satisfait par v)

non(P € A)

Pé¢EA

“PeA
Pour la derniére ligne, il faut se souvenir que par la propriété (2) de A, on sait que P ou =P appartient
aA.

» Supposons que l'assertion du lemme soit vraie pour la formule P et la formule Q ; prouvons qu’elle
est encore vraie pour P A Q.

(—P) satisfait par v

prgone

Sens direct =. Si P A Q est satisfait par v, montrons que P A Q € A.

Comme v satisfait P A Q, alors v satisfait P, donc P € A et v satisfait Q, donc Q € A.

Par I'absurde, supposons que P A Q ¢ A. Alors, par la propriété (2) de A, on a que -(PA Q) € A.
On considere alors 'ensemble {P, Q,=(P A Q)} qui est donc un ensemble fini non satisfaisable de
formules (aucune valuation ne peut satisfaire simultanément P, Q et =(P A Q)). Cela contredit le
fait que A est finiment satisfaisable. Conclusion : P A Q € A.

Sens réciproque <. Si P A Q € A, montrons que P A Q est satisfait par v.
Par I'absurde, supposons que P ¢ A. Alors =P € A (toujours par la propriété (2) de A). Ainsi
{P A Q,~P} C A est un ensemble fini, mais qui n’est bien sfir pas satisfaisable. Cela contredit de
nouveau le fait que A est finiment satisfaisable. Bilan : on a P € A, donc par hypothése de récurrence
v(P)=1.
On prouve de méme que Q € A et donc v(Q) = 1. Mais alors, v(P A Q) = 1 (par la construction de la
valuation) et donc P A Q est satisfaite par v.

O

Remarque. Si on autorise les autres connecteurs classiques V, —, <, alors on peut prouver de la méme
facon que P V Q est satisfaite par v si et seulement si PV Q € A, etc. (A faire dans les exercices.)
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4. {0,1}" est compact

Pourquoi le théoreme de compacité s’appelle-t-il ainsi? Nous faisons ici le lien avec la notion d’ensemble
compact. La lecture de cette section est destinée a ceux qui ont déja une connaissance de la topologie,
dont les notions ne seront pas rappelées ici.

4.1. Topologie de {0, 1}"

 Soit B = {0, 1} muni de la topologie discrete, c’est-a-dire que {0} et {1} sont a la fois des ensembles
ouverts et fermés.

o BY ={0,1}" est un espace produit. Il peut étre vu comme I'ensemble {v : N — {0, 1}} des fonctions
qui, a un entier i, associent une valeur 0 ou 1. Autrement dit comme ’ensemble des valuations
qui, a chaque variable propositionnelle P;, associent une valeur Vrai/Faux (ici Var = {P;};cy est
dénombrable).

« On munit {0, 1}¥ de la topologie produit, c’est-a-dire, par définition, la topologie la moins fine rendant
continues les projections 7; : {0, 1} — {0, 1}.

* Ainsi, pour i fixé, nl._l({l}) ={v:N— {0,1} | v(i) = 1} est un fermé en tant qu’'image réciproque
d’'un ensemble fermé par une application continue. C’est aussi un ouvert en tant qu'image réciproque
d’un ensemble ouvert, ce qui fait que son complément est un ensemble fermé.

« Soit P une formule. Notons V(P) = {v € {0,1} | v(P) = 1}. Cet ensemble V(P) est un fermé. La
preuve se fait par récurrence sur la hauteur de P (un peu comme dans la seconde partie de la preuve
du théoréme de compacité ; voir les exercices).

o Une formule P est satisfaisable si et seulement si V() est non vide.

4.2. Un produit de compacts est compact

Théoréme 2 (Théoréme de Tychonoff).

Un produit (quelconque) d’ensembles compacts est compact.

Le produit peut étre fini ou infini (dénombrable ou pas).

Corollaire 3.

{0, 1} est un ensemble compact.

En effet, {0, 1} est compact car c’est un ensemble fini.

Voici une propriété importante des compacts.

Proposition 2.

Soient Fj, j € J, des ensembles fermés dans un ensemble compact E. Si ();c; F; = @, alors il existe un
ensemble fini J, C J tel que (),;, F; = @.

C’est 'équivalent de la version plus connue pour les ouverts : « De tout recouvrement d'un compact par
des ouverts, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. »

j€Jo

4.3. Preuve du théoréeme de compacité

Soit ' = {Py, P;, ...} un ensemble de formules finiment satisfaisable.

On note F; = V(P;), qui est un ensemble fermé de {0, 1}, Notons que F; est non vide car P; est
satisfaisable (puisque {P;} est un sous-ensemble fini de I'). Plus généralement, si I = {P;} ¢, est un
ensemble fini de formules inclus dans T, alors il existe une valuation v qui satisfait simultanément tous
les P;. Donc v € F; pour tout j € J,. Autrement dit :

(Fi#2

j€Jo
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Ainsi, chaque intersection finie de fermés est non vide. Par contraposition de la Proposition 2, on a donc :

(F#2

JjEN
Cela signifie qu’il existe v : N — {0, 1} tel que v(P;) = 1, quel que soit j € N. Ainsi, v satisfait . On a
bien prouvé que T est satisfaisable.

Exercices

Formules, formules satisfaisables, conséquence logique

Exercice 1. On considére Var = {P,Q,R} et Conn = {—, A}. Enumérer toutes les formules de hauteur
0, puis 1. Combien y a-t-il de formules de hauteur 2? Mémes questions avec Var = {P,Q} et Conn =
{~, AV, =, >}
Exercice 2. Montrer que deux formules sont logiquement équivalentes exactement lorsque chacune est
conséquence logique de I'autre.

P=Q ssi PEQetQFP

Exercice 3. Trouver toutes les valuations définies sur {P;};cy qui satisfont 'ensemble infini de formules :

I'={Py—P;,P; > Py,P, > P3,...}

Théoréeme de compacité

Exercice 4. Pour les variables {P;},cy, on définit pour n > 0, la formule P, = =(P, A P,;1). Soit T = {P, |
n > 0}.

1. Montrer que chaque partie finie de I' est satisfaisable.
2. En déduire que T est satisfaisable.
3. Caractériser toutes les valuations définies sur {P,};cy qui satisfont T
Exercice 5. Pour chaque entier n € N, on définit la formule :
Pn=(PyV Pry1) A(7Ppy2).
On considére 'ensemble I' = {P, | n > 0}.
1. Pour n > 0 fixé, montrer que {P,} est satisfaisable.
2. Pour n > 0 fixé, montrer que {P,, P,41} est satisfaisable.

3. T est-il satisfaisable ?

Exercice 6. En partant du Corollaire 2, supposé admis, donner une preuve du théoréme de compacité.

Preuve

Exercice 7. Prolonger la preuve du Lemme 2 afin de montrer directement que :

v satisfait PVQ ssi PVQeA

{0, 1} est compact

Exercice 8. Soit P une formule et V(P) = {v € {0, 1} | v(P) = 1}. Montrer que V(P) est un ensemble
fermé de {0,1}". On le justifiera d’abord pour les variables propositionnelles, puis on le prouvera par
récurrence sur la hauteur de P en s’inspirant de la preuve du Lemme 2.
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Logique du premier ordre

On considére un langage avec des variables et les quantificateurs « pour tout » et « il existe ». On
enrichit ce langage avec des prédicats et des fonctions.

1. Motivation

1.1. Quantificateurs

La logique Vrai/Faux des chapitres précédents est au final assez limitée et ne permet pas d’exprimer
les phrases naturelles d’un cours de mathématiques. Dans ce chapitre, on considére un langage plus
puissant : la logique du premier ordre. Elle permet d’écrire les phrases suivantes :

o «Yne€Z n?>0»:«pour tout entier relatif, son carré est positif ».

e «3z€C z?=—1»: «il existe un nombre complexe dont le carré vaut —1 ».

e «VYgeG Ig' € G gog’ =e»: «tout élément de G admet un inverse », pour un groupe (G, o)

d’élément neutre e.

Avec ce langage, on peut définir des notions compliquées avec des nuances subtiles. Par exemple, soit
f : R — R une fonction.

» La continuité sur R se définit par :
VxeR Ve>0 3I6>0 VyeR x—yl<d—=|f()—fY)<e
 Alors que la continuité uniforme se définit par :

Ve>0 36>0 VxeR VYyeR x—yl<o-=f)—f(y)l<e

1.2. Nouveautés

La principale nouveauté, c’est bien s{ir 'apparition des quantificateurs « V » et « 3». En une phrase
«V¥n €N n? > 0», on exprime une infinité de vérités. Avec la logique Vrai/Faux on ne saurait pas prouver
une telle affirmation, car on devrait considérer le cas n = 0, puis n = 1, etc., donc avec un nombre infini
d’étapes. Ici on considere la phrase « Yn € N n? > 0 » comme une seule affirmation a prouver.

Le second intérét de la logique du premier ordre est qu’elle s’applique a des situations variées. En logique
propositionnelle, on considérait des formules et la satisfaction consistait a remplacer les variables par
des valeurs V/F. Ici on souhaite toujours décider si une formule est vraie ou fausse, mais les variables
correspondent a des objets plus généraux. Par exemple considérons la formule :

(‘v’x P(x)) \Y (Elx —|P(x))
Elle s’applique avec des x dans un ensemble quelconque, mais aussi avec n’importe quel prédicat P(x).
En francais, elle signifie « une propriété est vraie pour tous les éléments, ou bien il existe un élément

pour lequel elle n’est pas vraie ». Voici ce qui donne cette formule dans trois structures différentes :
. (VXER xz;éO)V(EixeR x=0)
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. (VnGN n+1>n)V(3n€N n+1 <n)

. (VgeG gogze)V(EIgeG —|(gog=e)), dans un groupe G.
Les langages du premier ordre s’adaptent a une grande variété de structures (ensembles, groupes, corps,
espaces vectoriels. . .) et aux démonstrations qui vont avec.

1.3. Limitations

La logique du premier ordre est puissante, cependant il y a certaines choses qu’il n’est pas possible
d’exprimer avec ces langages. Le plus flagrant est qu’il n’est pas possible de trouver une formule pour
décider si un ensemble est fini ou non (ce qui entraine par exemple qu’on ne peut pas définir la notion
de dimension d’un espace vectoriel). Travailler en logique du premier ordre signifie que I'on considére
des éléments dans un ensemble E, noté « x € E », mais on ne peut pas travailler avec ’ensemble des
parties A C E. Ainsi, la phrase « toute partie non vide admet un plus petit élément » (qui est la définition
d’un ensemble bien ordonné) est une phrase exprimée dans la logique du second ordre car elle porte sur
les sous-ensembles et pas sur les éléments. En conclusion, la logique du premier ordre décrit bien les
propriétés locales des objets, mais moins bien les propriétés globales liées a l'infini.

2. Langage

Il faut comprendre un langage de la logique du premier ordre comme un cadre général commun qu’on
spécialisera ensuite a chaque situation (les entiers, les réels, les groupes...).

2.1. Eléments de langage

Les formules de la logique du premier ordre sont construites a partir de langages composés des éléments
suivants.
Symboles logiques

. DX, Y, %, X1,X0,. ..

o parenthéses: ( et )

e connecteurs : 7, A, V, =, <>

. : V (pour tout), 3 (il existe)
Symboles non logiques
. 1a, b,c,cq,Co,...
. : P(x), P(x,y),..., P(xq,...,x,); dont 'égalité x =y
. SFC, £y ) [, Xp)

Nous revenons en détail ci-dessous sur les nouvelles notions. Dans un premier temps on va considérer
des langages sans fonctions; on les ajoutera a la fin de ce chapitre.

2.2. Symboles logiques

Le langage est beaucoup plus riche que celui de la logique Vrai/Faux. On retrouve bien s{ir les connecteurs
logiques (et les parentheses) qui joueront ici le méme role qu’en logique propositionnelle. Détaillons les
nouveautés.
» Quantificateur universel V. C’est un A inversé, introduit par Gerhard Gentzen en 1935, comme
initiale de all ou alle. 1l se lit « pour tout » ou « quel que soit ».
» Quantificateur existentiel 3. C’est un E inversé, introduit par Giuseppe Peano a la fin du x1xe siécle.
I se lit « il existe » ou « il y a au moins un ».
» Variables. Elles servent a parler des objets manipulés sans les nommer individuellement. Ainsi
« Yx P(x)» ou «3x P(x)» va s’appliquer a tous les x (ou a un x), mais il n’y a pas vraiment un
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objet nommé x. On parle de (ou variable muette). Ainsi « Yy P(y) » aurait la méme
signification.
Note : pour les variables, on réserve les lettres de la fin de I'alphabet x, y, z, avec des indices si besoin.

2.3. Symboles non logiques

C’est aussi une nouveauté de la logique du premier ordre. On veut des constructions et des théories qui
s’appliquent a de nombreuses situations. Les constantes, les prédicats et les fonctions sont des éléments
comme des coquilles vides, qu’il faudra préciser a chaque application.

» Constantes. Notées a, b, c,c;,Co,... ce sont des symboles du langage qui vont servir a distinguer
certains éléments. On peut par exemple définir un langage adapté a la notion de groupe avec une
constante c, qui jouera le role de I'élément neutre e, 0, 1,... selon le groupe considéré. Lors de la
définition du langage, on décide du nom et du nombre des constantes.

Prédicats. Un prédicat est un peu comme une super-proposition de la logique Vrai/Faux, cela renvoie
une valeur V/F, mais en fonction de la valeur d’'un ou plusieurs parameétres. Leur symbole dans le
langage sera souvent P, Q ou R.

— Prédicat unaire P, noté P(x) : « est-ce que x a la propriété P ? » (cela peut étre vrai ou faux selon

la valeur affectée a x).

Par exemple un tel prédicat pourra désigner « x2 > x» ou«x2=1»0u«x’+x3+1=0»...

Cela peut étre vrai ou faux en fonction de x.

— Prédicat binaire P, noté P(x, y) : « est-ce que (x,y) a la propriété P ? », mais qui peut aussi étre

compris comme « est-ce que x est en relation P avec y ? ».
Par exemple un prédicat binaire peut désigner « x < y » ou « x> +y2 =1»...

— U « x =y » est un prédicat binaire spécial. Sauf mention contraire (et rare) on supposera

toujours que 'égalité est présente dans le langage.
— Prédicat n-aire P(x,...,x,) (on parle aussi de prédicat a n places).

Encore une fois, ce qu’est concrétement chaque prédicat devra étre précisé dans chaque structure.

)

niveau du langage c’est juste un symbole P, mais on se permettra de le noter P(x) ou P(xy,..
afin de clarifier le nombre de places.

Au

Xp)

« Fonctions. A la fin du chapitre on ajoutera des fonctions au langage. Par exemple f(x) (qui peut

représenter f(x) =2x+3ou f(x)=1/x,...), f(x,y) (pour f(x,y)=x+you f(x,y)=xxy,..

J.

Les fonctions ajoutent une certaine technicité a la définition de la notion de formule, donc pour

'instant nos langages n’auront pas de fonctions.

3. Formules

3.1. Définitions

Comme le langage est riche, il y a un vocabulaire spécifique qu’il faut bien maitriser.

Soit £ un langage sans fonctions.

Définition.

On appelle d’un langage les variables ou les constantes.

Remarque : on modifiera cette définition pour les langages avec fonctions (voir en fin de chapitre).
Définition.

On appelle un mot de la forme P(ty,...,t,) ou P est un prédicat n-aire et ty, ..
sont des termes.

Sty
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Définition.

L'ensemble des Form(£) du langage est construit selon les regles suivantes :
« les formules atomiques sont des formules,
e si P et Q sont des formules alors =P, (P A Q), (PV Q), (P — Q), (P «— Q) sont aussi des formules,
« si x est une variable et P est une formule alors

Vx P et dx P

sont aussi des formules,
e aucun autre mot n’est une formule.

3.2. Remarques

o L’écriture « Yx P » est un mot du langage, et dans ce langage x est une variable abstraite, pas un
élément d’'un ensemble. Lorsque I'on interprétera ultérieurement la formule, on définira un domaine
E, par exemple N, R, G, ... et alors la formule deviendra « Yx € N P»ou«VYx €R P », etc.
 Le cas intéressant est bien stir celui ou la formule P dépend effectivement de la variable x. On se
permettra souvent de noter une formule P(x) pour montrer sa dépendance en la variable x. Ainsi on
écrira plutot « Yx P(x)» ou«Vx Iy P(x,y)»...
» Comme d’habitude on s’autorisera a ajouter et supprimer des parenthéses pour clarifier les formules.
Par exemple on écrira : « (Vx P) — (Jy Q) » au lieu de la formule officielle « (Yx P — 3y Q) »
La définition de formule donnée ci-dessus était la définition inductive (« par le haut ») de Form(£). On
peut aussi en donner une définition récursive (« par le bas »).
On définit Form(£) = U@O Form,,(L£), avec :

Formy(L) est'ensemble des formules atomiques
puis, pour n >0 :
Form,,,;(£) = Form,(£)

u {—|P |Pe Formn(ﬁ)}

u{(PAQ)|P,Qe€Form,(£L)}

U---
u {ka P | x) variable, P € Formn(ﬁ)}
u {ka P | x) variable, P € Forrnn(ﬁ)}

ou 'union porte bien s{ir aussi sur les connecteurs V, —, <> et ol on a noté x;, x,, ... 'ensemble des
variables de L.

4. Exemples

Prenons un peu d’avance sur le prochain chapitre avec des exemples de structures afin de mieux
comprendre les notions précédentes.

4.1. Avec des entiers

On souhaite modéliser les entiers naturels avec un zéro et une relation d’ordre. On définit un langage
L = (c,P) avec une constante ¢ et un prédicat binaire P, noté aussi P(x,y) (il y a aussi par défaut
le prédicat d’égalité x = y). En toute rigueur on devrait aussi préciser le nom des variables, mais on
utilisera la convention de nommage x, y, ... partout.
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Voici une formule du langage :
Vx dy P(x,y)

Pour pouvoir utiliser ce langage, on précise un domaine, par exemple ici E = N. Ensuite il faut définir
tous les symboles non logiques :

e la constante : ¢ =0,

e le prédicat : P(x,y) : «x <y ».
Les symboles logiques, eux, ne doivent pas étre spécifiés : la variable x reste une variable, le connecteur
A reste le ET, etc. On a ainsi défini une , notée S. Dans cette structure, la formule précédente
s'interpréte en :

VxeN dyeN x<y,

c’est-a-dire « pour tout entier, il existe un entier encore plus grand ».
Pour le méme langage £, on peut faire d’autres choix de structure et la méme formule s’interprete
différemment.

Voici quelques exemples pour illustrer le vocabulaire lié aux formules avec a chaque fois un mot du
langage et son interprétation dans la structure.

Commencons par les termes : il n’y a que la constante c et les variables x, y, ... Dans la structure on
remplace ¢ par 0.

Terme dans £ | Interprétation dans S
c 0
X x

Les formules atomiques sont formées par un prédicat. Ici, seul le prédicat P est défini et est interprété
par x < y dans la structure. On a en plus toujours le prédicat d’égalité « x =y ».

Formule atomique dans £ | Interprétation dans S
P(c,x) 0<x
P(c,c) 0<0
P(x,y) x<y
P(y,x) ¥y <X
x=c x=0

Pour les formules, on autorise les connecteurs et les quantificateurs. Une formule « Vx P » s’interpréte
dans la structure en « Yx € N P ».

Formule dans £ Interprétation dans S
Vx P(c,x) ¥VxeN 0<x
dy x=y dyeN x=y
Vx Pc,x)V(x=c) VxeN (0<x)V(x=0)
VxVy P(x,y)— 3z P(x,2)AP(z,y)) | VxeNVyeN (x<y)—(FzeN (x<z)A(z<y))

La derniére formule s’interpréte avec les entiers sous la forme « entre deux entiers distincts, on peut
trouver un entier strictement compris entre les deux ». C’est clairement faux (par exemple, il n’y a
aucun entier strictement compris entre 7 et 8). Ce serait vrai pour une autre structure ou le domaine est
Iensemble des réels R (entre deux réels distincts, il existe méme une infinité de réels).

4.2. Avec des graphes

On veut modéliser des graphes (comme par exemple sur le dessin ci-dessous). On définit un langage £
avec le prédicat binaire R (et aucune constante).
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Dans ce langage, les seuls termes sont les variables, x et y par exemple. Les formules atomiques sont
R(x,x), R(x,y), R(y,x), R(y,y) etaussix =x, x =y, y =Xx, y = y. Voici un exemple de formule :

Vx dy R(x,y)

Nous avons notre langage. Comment modéliser un graphe ? Voici le graphe orienté que I'on souhaite
modéliser :

Il y a trois sommets, on va donc définir une structure dont le domaine est 'ensemble des trois éléments
E = {r,s, t}. Dans la structure, c’est le prédicat qui décrit les arétes : on interprete le prédicat R en disant
que R(x, y) est vrai s’il existe une aréte allant de x vers y (on dit que x est en relation avec y). Ainsi
pour notre exemple, on définit le prédicat dans la structure par :
R(r,s)=V, R(s,t)=F, R(t,s)=V,...
La formule précédente du langage £ s’'interprete dans cette structure comme :
Vxe{ns,t} dyeinst} Rlxy)

Autrement dit, « pour tout sommet x, il existe un sommet y pour lequel on a une aréte de x vers y », en
d’autres termes « de tout sommet part au moins une aréte », ce qui est vrai pour le graphe considéré.
Voici des phrases du langage. A vous de déterminer ce qu’elles signifient pour les graphes et si, pour
I'exemple de graphe ci-dessus, elles sont vraies ou fausses.

* VxVy R(x,y)
dx 3y R(x,y)
dx Vy R(x,y)
Vx Vy R(x,y)VR(y,x)
dx 3y R(x,y) AR(y,x)

4.3. Il existe exactement un, il existe deux

e «3Jx P(x)» demande I'existence d’au moins un x pour lequel P(x) est vérifié. Il peut y en avoir un
ou plusieurs.
 Voici comment exprimer qu’il existe exactement un élément qui vérifie P(x) :
(Elx P(x)) A (Vx Vy (P(x)AP(y)—x= y))
On exige d’une part I'existence d’un élément, et d’autre part s’il en existe un autre, c’est le méme.

On n’utilisera pas la notation « 3! ».
 Voici comment exprimer qu’il existe au moins deux éléments :

dx 3y (x#y)AP(x)AP(Y)
On note =(x = y) par x # y.
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5. Langage avec fonctions

5.1. Fonctions

Une f prend en entrée un ou plusieurs objets et renvoie en sortie un objet. Il ne faut pas
confondre les fonctions avec les prédicats : les prédicats prennent aussi des objets en entrée mais
renvoient une valeur V/F.
Voici des exemples d’interprétation de fonctions :

¢ f(x) = x2, fonction & une variable (ici pour les réels),

e f(x,y)=x%y, reste de la division euclidienne de x par y (ici pour les entiers).
Par contre P(x) : « x =0» et Q(x,y) : «x < y » sont des prédicats, pas des fonctions.
Dorénavant, on s’autorise I'ajout de fonctions n-aires (ou a n places) comme symboles non logiques
du langage. Comme pour les prédicats, on notera souvent abusivement les fonctions par f(x), f(x,y),
f(xq,...,x,), alors que le symbole du langage est bien seulement f.

5.2. Formules

Avec l'introduction des fonctions, il faut adapter notre définition de la notion de formule.
Soit £ un langage (avec ou sans fonctions).

Définition.
On appelle d’un langage :
* les variables et les constantes,
e etsity,...,t, sont des termes et f un symbole de fonction n-aire, alors f(tq,...,t,) est aussi un
terme.

Noter que la définition est récursive.

La définition de est inchangée : c’est une expression de la forme P(t4,...,t,) ou P
est un prédicat n-aire et t,,...,t, sont des termes (avec notre nouvelle définition).
La définition de est inchangée, c’est la méme construction a I'aide des formules atomiques,

des connecteurs, des quantificateurs (sauf que bien sir les termes et les formules atomiques peuvent
maintenant contenir des fonctions).

5.3. Exemples

Soit £ le langage formé par :
e des constantes a, b,
« un prédicat binaire P, noté (abusivement) x < y,
« une fonction unaire f, une fonction binaire g.
» Exemples de termes :

a, ¥, f(), glay), g(f(x)b), f(gly.x))
» Exemples de formules atomiques :
x<a, f(x)<f(y) gla,f(b))<x,

» Exemples de formules :
“(x<y), (F)<aA(f(¥)<b), Vxflx)<b, Ixglx,y)=aqa,

Vx (f(x)<a)— 3y glx,y)<b)
Comme auparavant, on anticipe sur la notion de structure afin de rendre concretes ces fonctions. On peut
par exemple se placer sur 'ensemble des réels R et considérer l'interprétation suivante des symboles
non logiques :
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e a=0,b=1,

P(x,y) désigne I'inégalité stricte usuelle x < y,
flx)=x%et g(x,y)=x+y.

Exemples de termes dans cette interprétation :

x+1, y% Py, (e+y)? x+(P+10
» Exemples de formules atomiques dans cette interprétation :

x <0, x+y<x2, x2+_y2=1,

Exemples de formules dans cette interprétation :

(+y’ <) > ((x<DA(y<1), Vx x’<x+y, (y<1)—-(Q@Ox x*=y),

Exercices

Langage, Formules, Exemples

Exercice 1. On consideére le langage £ formé des constantes a et b, d'un prédicat unaire P et d'un
prédicat binaire Q (et en plus, les variables x, y, les connecteurs, les quantificateurs). Dire si les mots
suivants sont des termes, des formules atomiques, des formules ?

-a, xy, (xAa), P(a), —-Q(x)
Vx Q(x,y), 3y P(x), Va3Q(a,b)
Vx 3y P(x—y), 3x ((Vy Qlx,y))V(Vy =Q(x,¥)))

Exercice 2. On considere le langage £ muni d’une constante ¢ et d’'un prédicat binaire P(x, y). Dire si
les mots suivants sont des termes, des formules atomiques, des formules ? Si oui, donner I'interprétation
dans la structure de domaine N, avec ¢ = 0 et P(x, y) défini par x < y. Faire ensuite l'interprétation
dans la structure de domaine R, avec ¢ = 1 et P(x, y) défini par x < y.

B %, P(c,c), -P(c,0), P(x,P(y,c)), P(x=c)—-x=c
P(x,c), 3dx, x>c—->VyP(y,c), Vy (P(x,c) -y = x)
dxVy P(x,c)VP(y,c), Vx ((x =c)— (Jy P(y,c)))

Exercice 3. On considere un langage avec un prédicat binaire R(x, y). On considere la structure de
domaine E = {r,s, t,u} et on interprete R(x, y) comme vrai s’il existe une aréte (non orientée) entre les
sommets x et y d'un graphe G (par exemple comme ci-dessous).

Traduire dans le langage £ les phrases suivantes :
1. 1l existe un sommet relié a lui-méme.
2. Il existe un sommet relié i tous les autres.

3. Tout sommet est relié a au moins un autre.
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4. 11 existe un sommet relié & aucun autre.
5. Tous les sommets ne sont pas reliés entre eux.
6. Il existe un seul sommet relié a lui méme.

Exercice 4. On considere un langage £ muni d’un prédicat P(x) et de I'égalité x = y. Traduire par une
formule de £ les phrases suivantes :

1. Aucun élément ne vérifie P.

2. 1l existe au plus un élément qui vérifie P.

3. 1l existe exactement deux éléments qui vérifient P.
4. 1l existe au moins trois éléments qui vérifient P.

5. Tous les éléments sauf un vérifient P.

Langage avec fonctions

Exercice 5. On considére un langage £ ayant les constantes a, b, un prédicat P(x) et deux fonctions
f(x) et g(x,y). Dire si les mots suivants sont des termes, des formules atomiques, des formules de £?
Si oui, donner I'interprétation dans la structure de domaine R, avec a =0, b =1, P(x) défini par x > 0,
f(x)=cos(x), glx,y)=xxy.
f(x), gla,b), f(P(a)), —P(f(a)), P(g(y,x)), P(g(f(x),f(f(b))))
P(x)AP(y)— g(x,y), 3Ix f(x)=Db, VyP(y)—P(f(y))
VxVb P(g(x,b)) = (P(x)AP(b)), 3Ix (P(x)— (YVy (P(y)— P(g(x,¥)))))



Variables et structures

Notre but est d’utiliser un langage logique pour décrire des situations mathématiques concreétes.
Pour cela, on introduit la notion de structure qui permet de relier les formules abstraites a des
objets mathématiques réels. Avant de décider si, dans une structure donnée, une formule est vraie
ou fausse, il est essentiel de distinguer les variables libres des variables liées.

1. Variables libres, variables liées

1.1. Idée

On consideére un langage £ avec des variables x, y,z, x;, X5, ... Pour une formule donnée, une variable
peut étre libre ou liée. Comprenons la différence par des exemples avant de donner la définition précise.
Considérons une formule « Yx P(x)» ou « Ix P(x)», la variable « x » est ici quantifiée, c’est-a-dire liée
a un quantificateur. De méme, les deux variables x et y de « Vx 3y Q(x,y) » sont quantifiées.

Par contre, dans la formule « Yx Q(x, y) » la variable y n’est pas quantifiée, on dit que cette variable est
libre (mais la formule est quand méme légitime).

Voici une formule (dans une interprétation) :

VxeR dyeR y>x
Comme il n’y a pas de variables libres, on peut attribuer une valeur V/F a cette formule.
Par contre :
VxeR y>x

est une formule ol y est une variable libre. Cela n’a pas de sens de se demander si cette formule est
vraie ou fausse tant qu’une valeur n’est pas attribuée a y.

1.2. Définition

Portée
Définition.
Dans une formule contenant « Yx P »ou«3dx P», la de V (ou 3) est P.
Il est bon de préciser que P peut étre une formule arbitrairement complexe.
Exemple :
Vx 3y P(x) = Q(x,y)
—

portée du 3

portée du VY

Variable libre ou liée
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Définition.
Dans une formule, une variable x est une si toute occurrence de x se trouve dans la portée
d’un quantificateur Vx ou 3x. Sinon on dit que x est une

Exemples :

e Vx P(x)VQ(x,y): x estliée, y est libre.

e P(x) > Q(x,y): x et y sont libres.

« (Vx P(x))e— 3y P(y)):x ety sont liées.

. (Vx x:y)v(ﬂy x:y) : x et y sont libres!
Il y a une subtilité a bien comprendre, illustrée par ce dernier exemple. Pour qu'une variable x soit libre,
il suffit qu’il existe au moins une occurrence de x qui ne soit pas dans la portée d’un quantificateur. Dans
notre exemple y est une variable libre pour la partie gauche et x libre pour la partie droite, donc pour
la formule totale, x et y sont bien des variables libres.

Formule fermée

Définition.
Une formule est si elle ne contient aucune variable libre.
On dit aussi que c’est une formule , ou bien que c’est une

L'idée est qu’a une formule fermée on va pouvoir attribuer une valeur V/F alors que pour une formule
non fermée il reste encore des variables libres auxquelles il faudra affecter une valeur.
Exemples :

« ¥x (P(x)A@@y P(y))) estune formule fermée.

e dx ((Ely P(x)A P(y)) - (\7’y Q(x,y))) est aussi une formule fermée.

e dx (Q(x, y)— (3z P(z))) n’est pas fermée car y est une variable libre.

. (Vx P(x)) \% (Hx Q(x)) \% (ﬁR(x)) n’est pas une formule fermée car x est une variable libre (dans
la sous-formule de droite).

1.3. Substitution

Dans un langage £, soit P une formule, x une variable et t un terme.

Définition.

P[t/x] désigne la formule ou toutes les occurrences libres de la variable x ont été remplacées par le
terme ¢.

Remarque : on rappelle qu'un terme désigne les constantes, les variables et si le langage contient un
symbole de fonction f, f(tq,...,t,) est aussi un terme lorsque t,...,t, sont des termes.

Exemple.
Soit £ un langage contenant les constantes a, b, une fonction binaire notée +, un prédicat unaire P et
un prédicat binaire Q.
Etudions la formule :
P: Vy P(x)—Q(x,y)

o t=a,Plt/x]:Vy P(a)—Qa,y)

e t=x+b,P[t/x]:Vy P(x+b)—>Q(x+Db,y)

e t=b,P[t/y]:Vy P(x)—Q(x,y):laformule ne change pas car toutes les occurrences de y

sont dans la portée d'un quantificateur.
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Remarque : la définition formelle de la substitution se fait par induction en commengcant par les formules
atomiques, puis I'introduction des connecteurs logiques. Pour les formules avec quantificateurs « Yx P »
ou «dx P » il n’y a pas de substitution de la variable x a faire car la variable est quantifiée.

On peut aussi faire une Plty/x1,t5/X9,...,t,/x,]. On la note P[s] ot s désigne
(t1/x1,t9/xq,...,t,/x,). Il faut bien comprendre que les substitutions sont simultanées : on remplace
toutes les occurrences libres de x; par t; et en méme temps toutes les occurrences libres de x, par t,, etc.

Exemple.

Soit P la formule « P(x, y) ». Alors :
Pla/x,b/y] : P(a,b)

e Plx+y/x,x/y]:P(x+y,x)
Ply/x,x/y]:P(y,x)

Remarque : la formule P : « P(x) = (Vx Q(x)) » est une formule 1égitime du langage (c’est comme si
on avait deux x différents : un rouge et un bleu). La substitution de x par a donne P[a/x] : « P(a) —
(Vx Q(x)) » car on ne remplace que les occurrences libres de x. On préférerait écrire comme formule
initiale P’ : « P(x) = (Vy Q(y)) » qui est plus facile & comprendre.

Capture de variable.

Lors d’une substitution P[t/x], on suppose toujours qu’aucune variable apparaissant dans t ne tombe
dans la portée d’'un quantificateur de P. Si le terme ¢ contient des variables qui risqueraient d’étre liées
par des quantificateurs présents dans P, la substitution pourrait modifier le sens logique de la formule :
on parle alors de capture de variables.

Par exemple, soit :

P Vy P(x)—=Q(x,y)
La substitution de x par t = y n’est pas légitime, car cela donnerait la formule :
Ply/x]: ¥y P()—=Q,Yy)

qui n’a pas du tout le méme sens.
Afin d’éviter ce phénomene, on renomme préalablement les variables liées de P avant d’effectuer la
substitution. Pour notre exemple on écrira d’abord P sous une nouvelle forme :

P: Vz  P(x)—Q(x,2)
puis on effectue la substitution de x par y :
Ply/x]: Vz P(y)—Q(y,2)

2. Structures

Un langage reste une coquille abstraite, il sert de cadre a une grande variété d’objets mathématiques et
a leurs propriétés : les entiers, les groupes, les espaces vectoriels, la théorie des ensembles. . .

2.1. Définition

Définition.
On considere un langage £. Une S de ce langage, c’est la donnée :
e d’un ensemble non vide E, appelé ,

« 4 chaque symbole de constante ¢ de £, on associe un élément c® € E,
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« a chaque symbole de prédicat P & n places, on associe un sous-ensemble P® C E", autrement
dit on associe une fonction ¢, : E" — {V,F} telle que ¢p(a;,...,a,) vaut vrai si et seulement si
S
(al,...,an)EP ,
« 4 chaque symbole de fonction f & n places, on associe une fonction < : E* — E.

On dit aussi que S est une du langage £. A un méme langage, on peut associer plusieurs
structures différentes.

Une structure est donc la réalisation mathématique concrete d’'un langage. Pour définir une structure, il
faut définir tous les symboles non logiques : les constantes, les prédicats et les fonctions. On ne touche
pas aux symboles logiques : une variable x reste une variable x, sauf que maintenant elle parcourt le
domaine E.

2.2. Un premier exemple

On considére un langage £ = (¢, P, f) ou ¢ est une constante, P(x,y) un prédicat binaire et f(x) une
fonction unaire. Comme d’habitude, on ne précise pas explicitement que les variables sont x, y, quil y a
les connecteurs logiques et qu’il y a aussi le prédicat d’égalité « x = y ».
On va définir une structure qui correspond aux entiers naturels et modélise le successeur. On considére
la structure S de domaine E = N avec l'interprétation du langage (0, <, x — x + 1), c’est-a-dire :

o pour c la constante de £, on définit ¢c® = 0, c’est I'interprétation du symbole ¢ dans S,

o pour P le prédicat de £, on définit P®, par P°(x,y) : x <y,

o pour f la fonction de £, on définit £, par fS(x) : I'entier successeur de x, que 'on note x + 1.
Une fois définie la structure, toute formule de £ s’interpréte en un énoncé mathématique sur la structure.
Voici des exemples :

Formule de £ Formule interprétée dans S Vrai ou faux dans S?
Vx 3y P(x,y) VxeN dJyeN x<y  Cestvrai
Vx P(c, f(x)) VxeN 0<x+1 C’est aussi vrai
Vx f(x)=y VxeN x+1=y La question n’a pas de sens car
y est une variable libre

Pour définir cette structure S, on écrira souvent abusivement c =0, P(x,y) : x <y, f(x)=x+1 (au
lieu de c®, P®, £9).

Il y a évidemment beaucoup d’autres structures possibles pour ce méme langage. On peut changer le
domaine, la constante, le prédicat, la fonction :
 Structure S; de domaine R, avec toujours (0, <, x — x + 1), sauf que cette fois la formule interprétée
Vx€R 0<x+1 estdevenue fausse.
o Structure S, de domaine R, avec (0,<,x — x?2), la formule Vx P(c, f(x)) du langage devient
Yx €R 0 < x?, une formule vraie dans cette interprétation.

2.3. Commentaires

Voici des remarques importantes.

Domaine non vide

Le domaine d’une structure doit étre un ensemble non vide. Cela peut sembler un détail, mais c’est
assez important. Il semble naturel pour tout le monde que :

Si «Yx€E P(x)» estvrai, alors «3x € E P(x)» est aussi vrai.
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Mais imaginons un instant que E soit I’ensemble vide, alors on aurait toujours « Yx € E P(x) » qui est
vrai (puisqu’il n’y a rien a vérifier, car pas de x a considérer). Par contre, « 3x € E P(x) » est toujours
faux (car E est vide). Cette situation serait problématique.

On peut aussi argumenter en disant que si E était vide, alors « Vx € E x # x » estvraiet«Ix € E x = x »
est faux, ce qui serait trés embétant.

Bilan : on suppose toujours le domaine E non vide.

Fonctions

Revenons un peu sur les fonctions. Dans le langage, f est juste un symbole de fonction qui doit étre
suivi de n termes (pour une fonction a n places). Dans la structure, il faut définir I'interprétation de
cette fonction, par une bonne vieille fonction : f° : E" — E. C’est une fonction de n variables au sens
usuel du terme. Comme déja dit, dans la pratique on la note simplement f : E" — E.
Par exemple, soit £ un langage avec une fonction unaire f et une fonction binaire g.

o Pour un domaine N, on pourrait définir f par f(x) =x+1 ou f(x) = x? et g par g(x,y)=x+y
ou g(x,y) = xy. Par contre, on ne peut pas définir f par f(x) = x —1 car f(0) n’est pas dans le
domaine N, ni définir g par g(x,y) = x/y qui ne donne pas toujours des entiers.

o En revanche, sur le domaine ]— oo, 0[, on pourrait définir f(x)=x—1et g(x,y)=—x/y.

Prédicats

L'interprétation d’'un prédicat est peut-étre un peu plus difficile a comprendre. Dans le langage un
prédicat n-aire est juste un symbole qui doit étre suivi de n termes. Pour la structure il faut définir
chaque prédicat, c’est-a-dire pour quels objets on obtient la valeur Vrai.
Prenons 'exemple d’un prédicat unaire P dans un langage £. Pour définir une structure S, on définit
son domaine E et ensuite il faut définir I'interprétation du prédicat, c’est-a-dire quelles sont toutes les
valeurs de E qui rendent P(x) vraie. On peut le faire en définissant un sous-ensemble P C E, qui est
donc exactement I'ensemble des d € E, tels que P(d) soit vraie. On peut aussi le définir comme une
fonction ¢p : E — {V,F} qui renvoie Vrai ou Faux. Le lien entre les deux étant que ¢p(d) =V si et
seulement si d € P°.
Ainsi, si on veut définir une interprétation de « étre un réel plus grand que 7 », on pose E = R et pour
le prédicat, soit on définit PS =[7, +oo[ I'ensemble des valeurs qui vérifient la propriété, ou bien on
définit une fonction :
¢p:E — {V,F}
V sixe[7,+o00[
x — )
F sinon.
Remarque : on a bien insisté sur 'exigence qu'un domaine doit étre non vide. Par contre, on n’exige pas
qu'un prédicat puisse étre réalisé. C’est-a-dire qu’on peut avoir P qui s’évalue toujours a faux dans la
structure. Ainsi sur R on a le droit de définir les prédicats « x2 < 0 » ou bien « x # x », méme si aucun
x € R ne va les réaliser.
Pour définir un prédicat binaire P(x, y) dans une structure de domaine E, il faut définir un ensemble
P° c E2, qui sera 'ensemble des couples (d;, d,) tels que P(d;, d,) soit vrai.

Domaine

Lorsque I'on définit une structure, on fixe un domaine E. Les variables sont alors interprétées comme des
objets de ce domaine. Par exemple la formule du langage « Vx 3y Q(x, y) » peut s’interpréter dans une
structure ou E=Npar«Yx €N3Jy e N x <y ». Mais alors comment écrire une formule dans laquelle
X et y ne parcourent pas exactement le méme ensemble, comme par exemple « Ve >03dneN n> % »?
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Il faut ruser un peu. Soient A et B deux sous-ensembles d'un méme ensemble E. On souhaiterait écrire
la phrase mathématique :

Vx€A dyeB Q(x,y)
Elle ne peut pas étre issue d’une formule du langage, car x et y doivent parcourir le méme ensemble.
Définissons un prédicat P,, de sorte que P,(x) soit vrai exactement si x € A. De méme on définit Pz avec
Pp(x) vrai si x € B. Considérons la formule du langage :

Vx  (Pax) = 3y (Pe(Y)AQ(x,¥)))
Elle s'interprete dans notre structure de domaine E (avec P, et Pz définis comme ci-dessus) par :
Vx €E (x €A — 3dy€E (yEB)/\Q(x,y))

Si x ¢ A, alors cet énoncé est vrai (car 'implication est vraie par définition). Si x € A, pour que cet énoncé
soit vrai, il faut qu'’il existe un y € B tel que Q(x, y) soit vrai. C’est bien mathématiquement ce qu’on
voulait.

2.4. D’autres exemples

Inverse

On souhaite exprimer I'existence d'un inverse (ou d’un opposé). C’est une notion tres générale que 'on
retrouve dans beaucoup de situations et qu'’il est donc intéressant de conceptualiser. Soit £ le langage
muni d’'une constante e et d’'une fonction binaire f (x, y) qu’on notera x o y. On peut écrire une formule
qui exprime I'existence d’un inverse (a droite) :

Vx 3y xXoy=e
On dit qu'un tel y est un inverse (@ droite) de x.
Concrétement, voici ce que cela recouvre :

« Opposé. On définit la structure S de domaine Z, avec e5 = 0 et f5(x,y) = x + y. La formule du
langage devient :

VxeZ 3dyeZ x+y=0
Autrement dit, y = —x est ici l'opposé de x.

o Inverse multiplicatif. Cette fois on définit la structure S de domaine R*, avec e® =1 et f(x,y) =
x x y. La formule du langage devient :

VxeR* dy eR* xxy=1
Autrement dit, y = % est ici I'inverse de x (au sens algébrique).

» Inverse de matrice. Soit 'ensemble des matrices inversibles de taille n x n, muni de la multiplication
de matrices et e5 = I est la matrice identité. Dans cette structure, la formule exprime Ax B = |
cest-a-dire que B =A™ est I'inverse de la matrice A.

» Etc. On pourrait continuer les exemples avec un groupe (G, ¢) d’élément neutre e, pour exprimer
g oh =e; ou bien la notion de bijection réciproque d’une fonction pour exprimer g oh = id, etc. Tout
cela avec le méme langage L.

Il y a bien siir d’autres formules du langage intéressantes pour toutes ces structures. L’associativité :

Vx Vy Vz xo(yoz)=(xoy)oz
L’action de I’élément neutre qui ne change rien :

Vx ((eox)zx)/\((xoe):x)
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Graphe

Ilustrons le fait qu'une méme formule peut devenir vraie ou fausse en fonction de la structure choisie.
Considérons le langage £ ayant le prédicat R(x, y) avec pour but de modéliser des graphes non orientés.
Considérons la formule de £ :
Vx dy  (x#y)AR(x,y)
qu’il faut comprendre comme « tout sommet est relié a au moins un autre sommet ».
o On définit S; de domaine E = {r,s,t} ot R! est défini par le graphe de gauche G, ci-dessous,
c’est-a-dire que R est vrai seulement pour les couples (r,s) et (s, r) (qui sont reliés entre eux).
Dans cette structure, la formule interprétée est fausse, car t n’est relié a personne.
« Si, en revanche, on définit S, de domaine E = {r,s, t} ou cette fois le prédicat est défini par le graphe
de droite G,, alors la formule interprétée est vraie.

t t
[ ]

o S

r S r S

Graphe G, Graphe G,

2.5. Exemples avancés

Anneaux

On considere un langage £ = (0,1,+,—, x), ou 0, 1 sont des constantes, +, —, x sont des fonctions
binaires (en toute rigueur on devrait écrire ces symboles a, b, f, g, h, car ici 0 n’est qu’un symbole du
langage, noté ainsi par anticipation). Ce langage est adapté afin de modéliser la notion d’anneau (un
ensemble avec addition, soustraction, multiplication, mais pas nécessairement d’inverse).

Voici des exemples de structures :

« Entiers. On considere la structure S de domaine Z. Les constantes sont naturellement interprétées
par les entiers O et 1 et les fonctions sont interprétées par les opérations usuelles sur les entiers.

» PolynOmes. Pour cette structure S, le domaine est 'ensemble des polynémes R[X]; cette fois
0 désigne le polynéme nul, 1 le polynéme constant égal a 1, les opérations sont les additions,
soustractions et multiplications de polynomes.

» Matrices. Pour cette nouvelle structure, le domaine est 'ensemble M, (R) des matrices de taille n x n.
Naturellement 0 désigne la matrice nulle, 1 désigne la matrice identité I, les opérations sont les
opérations sur les matrices.

L'intérét du langage est donc de pouvoir formaliser des propriétés qui s’appliquent a de nombreuses
situations.
Pour un anneau, on exige de plus que les formules suivantes soient vraies, une fois interprétées dans la
structure :

 Vx x—x =0 :lasoustraction correspond a 'opposé,

e Vx 1xx=ux :1 estélément neutre pour la multiplication,

e Vx Vy Vz xx(y+z)=xxy+xxg :distributivité,

. etc.

Théorie des ensembles

On considere un langage £ = (€) ot le symbole d’appartenance « € » désigne un prédicat binaire P(x, y),
icinoté x € y.
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Avertissement : dans les structures suivantes, les objets vont étre des ensembles, et pour le prédicat
x € y il s’agira de savoir si I'ensemble x est bien un élément de 'ensemble y. Par exemple {1} €
{@,{1},{2},{1,2}} : C’est bien un ensemble qui est un élément d’'un autre ensemble. Le symbole € ne
désignera pas 'appartenance usuelle 1 € {1,2,3} (puisque 1 et {1, 2,3} sont de nature différente, 'un
est un entier, ’autre un ensemble d’entiers), ni 'inclusion {1, 2} c {1, 2,3} qui désigne autre chose.
Construisons une premiere structure S;. Son domaine est E = {@, {@}, {{@}}, {{{@}}},...}, chaque
élément est un singleton, sauf 'ensemble vide. Le prédicat est défini par les relations suivantes :

gelot {ote{{z}}

Les autres appartenances ne sont pas vérifiées.
Formellement on définit E = J . E, ol :

EO={®} et En+1=EnU{{x}|XEEn}
Ainsi E; est formé a partir de @ et {@}, donc E; = {&, {&}}, E, est formé par E; union {{&}, {{&}}} donc

E, ={2,{}, {{@}}} (on ne compte pas {&} deux fois).
Pour définir le prédicat dans cette structure, on donne I'ensemble des (x, y) € E? tels que x € y, c’est :

S {(x,{x})ler}

Autrement dit, on a x € {x} et rien d’autre. Dans cette structure, si x € y alors y = {x}. On dit que {x}
est le successeur de x.

A quoi peut bien servir une construction si compliquée ? Si on note @ =0, {3} =1, {{@}} =2, alors 1
est le successeur de 0, 2 est le successeur de 1, etc. On a construit un modele pour I'ensemble des entiers
naturels N, ayant ici pour seule propriété que tout entier admet un successeur.

Quand on construit une théorie des ensembles, on ajoute des axiomes ou des notions complémentaires.
Voici donc des formules que I'on exige vraies quand on les interprete dans la structure :
« Egalité de deux ensembles. Deux ensembles sont égaux si, et seulement si, ils possédent les mémes
éléments :
¥Yx Vy (x=y)<—>(Vz (z€x<—>z€y))
» Axiome de I'ensemble vide :
dx Vy —(y €x)
C’est-a-dire qu'il existe un ensemble ne contenant aucun élément.
 On définit l'inclusion par :
x Cy signifie par définition Vz (z€x—>zey)
» Axiome de 'union d’ensembles :
Vx du Vz (zeu)<—>(3y (yex)/\(zey))

Par exemple si x = {{1,2},{3}, {4,5}}, alors u = Ux ={1,2,3,4,5} (y pourrait par exemple étre
{1, 2} et alors gz serait 1 ou 2).

On peut définir une autre structure liée a la théorie des ensembles. Cette fois on définit E = Un>0 E,
avec :
Ey=0 et Eu,=P(E)

ol P(X) désigne 'ensemble des parties d'un ensemble X. Ainsi :

« =0

e E,= {@}, car le vide est la seule partie de E,,

« E,={@,{@}}, ce sont les parties de E;,

e 3= {@, {0}, {{2}}, {2, {@}}} : le vide, deux singletons, une paire,

e ... E, contient un nombre d’éléments qui croit tres rapidement.
L’appartenance est ici 'appartenance usuelle, par exemple {@} € {@, {&}}, par contre, @ ¢ {{T}}.



VARIABLES ET STRUCTURES 67

Arbres binaires

On souhaite modéliser la notion d’arbre binaire (chaque sommet a 0 ou 2 enfants). Soit un langage
L = (r,G,D) ou r est une constante, G(x, y) et D(x, y) sont des prédicats binaires.

On définit une structure S pour ce langage :
e E est un ensemble de sommets (éventuellement infini),
e r € E est un sommet distingué, appelé la racine,
o G C E? est la relation enfant gauche, G(x, y) vaut vrai si y est lenfant gauche de x,
o D C E? est la relation enfant droit, D(x, y) vaut vrai si y est I'enfant droit de x.

r

On définit une liste d’axiomes, c’est-a-dire des formules qui devront étre vraies pour toute structure
définissant un arbre binaire.
» Chaque sommet a au plus un enfant gauche et au plus un enfant droit :

Vx Vy Vz  GO,y)AG(x,z)—=y=2

Vx Vy Vz D(x,y)AD(x,2) > y=g%
Les enfants gauche et droit sont distincts :

Vx Vy Vz  GO,y)AD(x,z)—y#z

Un sommet n’a qu’un seul parent :

Vx Vy Vz  G(x,2)AG(y,z)—x=y

Vx Vy Vz D(x,2)AD(y,2) > x=y
Vx Vy Vz  G(x,z2)AD(y,z)>x=y
La racine n’est 'enfant de personne :

Vx —G(x,r)
Vx =D(x,r)
Chaque sommet a soit zéro enfant, soit deux enfants :
¥x 3y G(x,y) (32 D(x,2))

Axiome optionnel qui exige que I'arbre soit connexe (en un seul morceau), tout sommet autre que la
racine doit avoir un parent :

Vy (y#r)—(3x G(x,y)VvD(x,y))
(Cela assure la connexité dans le cas des arbres finis.)

Il reste un point délicat a exprimer : un arbre n’a pas de cycle (en suivant un chemin, on ne peut pas
revenir sur son point de départ).
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X2

Cycle dans un graphe

L’absence de cycle n’est pas exprimable par une seule formule, ni méme par un nombre fini de formules.
Pour tout entier n > 1 et pour toute suite de relations R4, ...,R, € {G,D}, on impose que le chemin
correspondant ne puisse pas revenir a son point de départ. Cela s’exprime par la formule :

Vxo Vxp -0 Vg _'(Rl(XO:xl)ARZ(xbe)/\"'/\Rn(xn—laxo))

Exercices

Variables libres, variables liées

Exercice 1. Pour chacune des formules suivantes, indiquer la portée de chaque quantificateur, lister les
variables libres et les variables liées parmi x, y,z. La formule est-elle une formule fermée ?

Vx  P(x)—Q(a,x)

Iz Q(x,y)AQ(y,2) AQ(z,x)

Vx (T(x,y, c)— (Vz T(a,y,z)))

(Vx PODAEy PONA(x#Yy)

(@x POG)V@Ay Qlx,y)—(¥z P(z))

(3x 3y P)APY)A(x#y))— P(z)

Vx (Q(x,x) — (dx P(x)))

Exercice 2. Pour chacune des formules suivantes données dans une structure, déterminer les variables

libres et les variables liées (parmi x, y). Si la formule est fermée dire si la phrase est vraie ou fausse. Si
la formule n’est pas fermée dire pour quelles valeurs des variables libres la formule devient vraie.

1. VxeN x>y
2. VxeN dyeN x>y+1
3. VyeN IxeN x>y+1
4. 3y eR x#y
5
6

N oGk W=

.VyeR x#y
.(VxEIR x2>0)—>(y=x2—>y>0)
Exercice 3. Réécrire les formules aprés chaque substitution indiquée.
1. Py Vx (P(x) /\Q(x,y)); P1[b/y], puis P;la/x], puis P1[x/y].
2. Py:P(x)—> 3y Q(x,¥)); Polx+a/x], puis Py[y +b/y].
3. P3:3z (x#y— T(x,y,2); Psla/x,b/y,c/z].
4. Py : (Vx P(x)) A (Ely Q(x,y)) A (Vz dx T(x,y,z)); Paly/x,x/y,c/z].
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Structures

Exercice 4. On considére le langage £ = (a, f) avec une constante a et une fonction binaire f (x, y).
Pour chaque formule et pour chaque structure, donner l'interprétation de la formule et dire si cette
formule interprétée est vraie ou fausse.
Formules :
e Pi:V¥x 3y f(x,y)=a
« PpiVx Ay f60)=f(f(5).¥)
« PyiV¥x Vy flxy)=a—x=a
Structures :
1. $;:E=Z,a=0, f(x,y)=x+y
2. §;:E=R,a=0, f(x,y)=x—y
3. Siii tE= ]0,-}-00[, a= 13 f(x;.)’) =Xy
Exercice 5. On considere le langage £ = (a, b, Q) ou a, b sont des constantes et P(x) et Q(x, y) des
prédicats (les variables sont x, y). Pour chaque formule et pour chaque structure, donner l'interprétation
de la formule et dire si cette formule interprétée est vraie ou fausse.
Formules :
 P1:Vx Q(x,a)
* Pp:dx Vy P(x)AQ(x,y)
« P3:(Vx P(x)—(3y Qla,))
Structures :
1. §;:E=N,a=0,b=1,P(x) :«x#1» Q(x,y) 1 «x>y»

2. S;; : E = M, I'ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients réels, a la matrice nulle, b 1a matrice identité,
P(x) : «det(x) # 0 » (le déterminant est non nul), Q(x, y) : « xy = I » (le produit vaut I'identité)

Exercice 6. Soit £ un langage avec un prédicat R(x, y). On considere E = {r,s, t,u}. Pour chacune des
formules suivantes, définir une interprétation du prédicat R(x, y) sous la forme d’un graphe non orienté
afin que la formule soit vraie dans cette structure. (Il peut y avoir plusieurs solutions possibles.)

1. Vx Vy (x#y)—R(x,y)

2. (Vx R(x,x))/\(Vx dy —|R(x,y))

3. Vx Vy Vz (R(x,y)AR(x,2))— (y =2)

4. - (¥x Vy Vz (R(.2)ARG,Y) =R, )))



Satisfaction

Pour attribuer une valeur Vrai/Faux a une formule de la logique du premier ordre, il faut a la
fois définir une structure mathématique et affecter une valeur aux variables. On pourra alors
définir la conséquence logique.

1. Vrai/faux

Dans la logique Vrai/Faux, on attribuait une valeur V/F a une formule en affectant a chaque variable
une valeur V/F. Pour une formule dans un langage du premier ordre, c’est un peu plus compliqué. Il
faut d’abord définir une structure, afin d’interpréter la formule dans ce cadre mathématique, et siil y a
des variables libres, il faut en plus affecter une valeur mathématique a chacune d’elles.

1.1. Pour tout & Il existe

La grande nouveauté de la logique du premier ordre est bien s{ir I'introduction des quantificateurs. On
considere un langage £ et un prédicat P(x). On fixe une structure S de ce langage de domaine E.

«Yx P(x)» estvrai ssi pour tout x € E, PS(x) est vrai

«3x P(x)» est vrai ssi il existe (au moins) un x € E tel que P°(x) est vrai

Vous remarquez que 1'on est obligé de définir ces notions par des phrases en francais, c’est-a-dire par un
méta-langage. L’autre point important est que cette évaluation Vrai/Faux n’a pas de sens au niveau du
langage lui-méme, mais se fait au niveau d’une structure. On rappelle que PS(x) est l'interprétation du
prédicat P(x) dans la structure S. Bien s, le résultat peut dépendre du choix de la structure.

Exemple.
o La formule
Ix x?<x

est fausse si on considére une structure avec le domaine E; =[1,+00o[, mais vraie si le domaine
est R (par exemple (%)2 < %).

o La formule

Vx 3y y*=x)

est vraie si on considere le domaine E; =[1,+00o[, mais fausse si le domaine est R (par exemple
—1 n’est pas le carré d’'un nombre réel).

Remarque : si on a une formule P dont la seule variable libre est x, alors on peut aussi décider si les
phrases « Vx P » et « Ix P » sont vraies ou fausses dans la structure. Comme d’habitude, on notera
souvent, un peu abusivement, P(x) une formule P pour signifier qu’elle dépend de la variable x.
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1.2. Vrai/Faux pour les formules fermées

On fixe un langage £. On rappelle qu'une variable est dans une formule, si I'une de ses occurrences
ne se trouve pas dans la portée d’'un quantificateur portant sur cette variable. Une formule sans variable
libre est une

Définition.

Soit S une structure et soit Q une formule fermée. Si I'interprétation de Q dans S est vraie, alors on dit
que Q est dans S et on note :

Fs Q
On dit aussi que S est un pour Q. On dit que Q est s'il existe une structure S telle
que Fs Q.
Exemple.
On considére un langage adapté et la formule :
Q: Vx (xxx=a)—>x=a
Pour la structure S; de domaine E = R avec a*! = 0 alors la formule est vraie, ainsi on a bien F s Q-

Par contre, pour la structure S, de domaine E = R, mais avec cette fois a2 = 1, la formule est fausse
(en effet, si x? =1 alors x = +1 ou x = —1).

1.3. Affectation

Considérons un langage £ et une structure S de domaine E. Si x est une variable de £ et d un élément
de I'ensemble E, alors x — d désigne I’ de la valeur d a chaque occurrence libre de x dans
les formules du langage. On note Q[x — d] la formule, interprétée dans S, ou les occurrences libres de
x sont remplacées par la valeur d.

Par exemple, considérons la formule Q : « x2 > 7 » pour une structure de domaine R. Comme la variable
x est libre, cela n’a pas de sens de vouloir savoir si Q est vraie ou fausse. Par contre, apres affectation,
la formule Q[x — 3] devient « 32 > 7 » et est donc vraie, alors que Q[x — 2] devient « 22 > 7 » et est
fausse.

Plus généralement, une est une fonction s : Var — E qui a chaque variable x; du langage
associe une valeur d; du domaine : x; — d;. On note Q[s] I'application d’une affectation s a une formule
Q. Insistons sur le fait que seules les occurrences des variables libres sont affectées.

1.4. Formules avec variables libres

Définition.

Soit Q une formule. On dit que Q est dans S pour l'affectation s si 'interprétation Q[s] est
vraie. On note alors Fg Q[s] ou aussi :

':S,S Q

Bien évidemment, I'affectation n’intervient que s’il y a des variables libres. L'opération d’affectation est
le pendant de ’évaluation en logique Vrai/Faux (on remplacait chaque variable propositionnelle par une
valeur V/F) : ici C’est plus général car x est remplacé par n’importe quelle valeur de 'ensemble E (le
domaine).
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Exemple.
Considérons un langage dans lequel on peut écrire la formule :

Q: Vx y<x

La variable y est une variable libre. On va considérer une structure S; de domaine N et une structure
S, de domaine R (et I'inégalité usuelle). Cela n’a pas de sens de se demander si Q est vraie, ni dans
S, ni dans S,.

Dans §;, considérons l'affectation s : y — 0. On a bien
Qly — 0]: VxeN 0<x

et donc I'énoncé Q[y — 0] est vrai, donc on a bien Fg .o Q.
Dans S,, l'affectation s : y — 0 conduit a :

Qly—0]: VxeR 0<x

qui est bien stir faux.

L’affectation y — 1 conduit a des énoncés faux pour les deux structures.

Enfin, soit s I'affectation telle que x — 5 et y — 1. Comme x n’est pas une variable libre, s n’affecte
pas les x de la formule qui devient : Q[s] : «Vx 1< x ».

Validité

Définition.
Soit Q une formule d’un langage £. On dit que Q est une si quelle que soit la structure S et
quelle que soit I'affectation s, I'interprétation de Q[s] dans S est vraie. On note alors :

FQ

Cela signifie donc qu'on a Fg; Q, quelles que soient S et s.

Une validité est 'analogue d’une tautologie de la logique propositionnelle. Si on a F =Q cela signifie
que Q est toujours fausse (quelles que soient S et s), une telle formule Q s’appelle une ou
est dite

Exemple.

« Yx x = x » est une validité.

« X = X » est aussi une validité.

«¥Yx P(x)AQ(x)— P(x)» est une validité (on n’a pas besoin de savoir comment les prédicats P
et Q seront interprétés).

«dx dy x # y » n’est pas une validité. C’est trés souvent vrai, mais pas si on choisit une structure
dont le domaine n’a qu’un seul élément, par exemple E = {0} pour lequel il ne peut pas exister
deux éléments distincts.

« x < x » n’est pas une validité (c’est faux sur R si on choisit pour « < » 'inégalité stricte, mais c’est
vrai si on choisit I'inégalité large).

«dx P(x) A—P(x) » est une contradiction. Méme si on ne sait pas en quoi le prédicat P va étre
interprété, on ne pourra jamais avoir en méme temps P(x) et son contraire. (Noter que le domaine
d’une structure est non vide, c’est important ici).
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2. Conséquence logique

2.1. Définition

Nous généralisons la notion de satisfaction, sous la forme suivante : si les hypothéses P,...,P; sont
satisfaites, alors la conclusion Q est aussi satisfaite.

Définition.
On dit que P;,...,P; ont pour Q si, pour toute structure S et toute affectation s
qui rendent P;,...,P; simultanément vraies, alors Q est aussi vraie.

On note alors :

P,...., P B Q

De méme, si I' est un ensemble de formules, on note I' & Q.

Voici un exemple important :

Vx P(x) E 3Jx Px)

Si une formule est vraie pour tous les éléments, alors elle est vraie pour au moins un élément. Noter
encore une fois qu’il est important d’avoir exigé que les domaines des structures soient toujours non
vides.
Il y a des conséquences logiques naturelles issues de la logique propositionnelle :

s PNQ E P

e P,Q E PAQ

e P,P—>Q E Q

e SiPFE QetsiQ FE R,alorsP E R

2.2. Equivalence logique
Définition.
SiP E Qet Q F P, ondit que P et Q sont et on note :

P =9

Lorsque c’est le cas, cela signifie que P et Q sont satisfaites en méme temps. Une autre facon de définir
I’équivalence logique serait = (P < Q).
On retrouve bien siir des équivalences, issues de la logique propositionnelle, par exemple :

e °(PVQ) = -PA-Q (loi de De Morgan),

e P— Q = —PVQ (définition de I'implication),

. etc.

2.3. Equivalences avec quantificateurs

Intéressons-nous aux équivalences logiques faisant intervenir les quantificateurs.
Négation des quantificateurs.

= (Vx P(x)) dx =P(x)

= (Elx P(x)) = VYx-P(x)
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On retient, un peu sommairement, que la négation de « pour tout » est « il existe » et réciproquement.
Ces équivalences entrainent que si on a une formule Q qui contient des quantificateurs, alors on peut
toujours en trouver une formule équivalente qui ne contient que le quantificateur « pour tout » (ou bien
que uniquement le quantificateur « il existe »).

Exemple.

= (Vx P(x)AQ(x))
Ix  ~(P(x) AQ(X))
Ix  (=P(x))V (~Q(x))

—|(Elx P(x)—>Q(x))
Vx = (P(x) - Q(x))
= Vx = ((=P(x)vQ(x))
Vx  P(x)A(—Q(x))

Ordre des quantificateurs.
On peut intervertir deux « pour tout » consécutifs, ou deux « il existe » consécutifs :

VxVy Plx,y) = VyVxPlx,y)

dy Ix P(x,y)

dx 3y P(x,y)

Par contre on ne peut en général pas intervertir un « pour tout » et un « il existe » :

Vx 3y P(x,y) n’est pas équivalenta Iy Vx P(x,y)

Par exemple :
VxeR Iy eR x+y=0 est vrai,

alors que
dyeR VxeR x+y=0 est faux.

On peut aussi se convaincre avec des exemples de la vie courante : « tout étudiant a un numéro de
téléphone », mais ce n’est pas vrai que « il existe un numéro de téléphone commun a tous les étudiants ».

Autres équivalences utiles.

Vx (P(x) A Q(x)) = (Vx P(x)) A (Vx Q(x))
Ix  (P(x)V Q(x)) (Ix PE)v(3Ix Q)
Vx (P(x) - Q) (Elx P(x)) -0 si x n’apparait pas dans Q
Enfin, on peut renommer une variable x en une nouvelle variable y (qui n’apparait pas dans P(x)) :
Vx P(x) = Vy Ply/x]
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2.4. Satisfaction des quantificateurs

Définissons de facon un peu plus formelle la satisfaction des quantificateurs :

Fs,s Vx P(x) ssi  pourtoutd €E, Fg g P(X)

La notation s[x — d] est I'affectation qui envoie x sur d et coincide avec s pour toutes les autres variables.

Fss 3x P(x) ssi ilexisteund € E tel que Fgyq) P(x)

2.5. Affectation vs substitution

Cette section est plus technique et peut étre passée lors d'une premiere lecture. Ce qu’il faut retenir,
c’est que l'affectation et la substitution sont deux opérations différentes mais qu’elles sont compatibles.
Considérons un langage £, une structure S de domaine E. Rappel :
« la substitution P[t/x] remplace toute occurrence libre de x par le terme t. On part d'une formule
P du langage L et on obtient une formule P[¢/x] toujours dans ce méme langage.
« l'affectation P[x — d] remplace toute occurrence libre de x par la valeur d € E. La formule P est
toujours une formule du langage £, mais P[x — d] est une formule interprétée dans la structure S.
Une fois qu’on a bien compris la différence, il est rassurant de savoir que faire une combinaison substitu-
tion puis affectation est équivalent a la combinaison dans I'autre sens :

FZS,S P[t/x] SSi IZS,S[XHt‘S’S] P

Exemple.
Soit £ =(0,1,<,+) un langage. On note 2 =1+ 1, 3 =2+ 1. Considérons la formule :
P(x): Vy x<y+3
Soit le terme t = x + 1.
Considérons la structure S de domaine E = N naturellement associée a L.
» La substitution P[t/x] donne la formule suivante, qui reste dans le langage L :
Ple/x]: Vy x+1<y+3
» On repart de P. L'affectation s : x — 1 transforme une formule de £ en une formule interprétée
dans la structure :
Plx—1]: VyeN 1<y+3
 Substitution puis affectation. On part de P, on applique la substitution de x par t, pour obtenir
P[t/x] comme ci-dessus, et ensuite on affecte 1 a la variable x. On obtient alors :
Plt/x][x—1]: VyeN 2<y+3

« Affectation d’abord. On part du terme t = x + 1 et dans ce terme on affecte la valeur 1 a x. On
obtient le terme t* = 2 € E. Maintenant dans P, on remplace toute occurrence libre de x par
t55. On obtient la méme formule que précédemment :

Plx —2]: VyeN 2<y+3
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2.6. Récapitulatif des notions

Notation Terminologie Description
Fs Q Satisfaction (formule fer- La formule fermée Q est vraie dans la
mée). Modele structure S. On dit que S est un modele
de Q.
Fss Q Satisfaction avec affecta- La formule Q est vraie dans S pour l’af-
tion fectation s.
Formule satisfaisable Formule vraie dans au moins une struc-
ture (et une affectation si nécessaire).
F Qo Validité Formule Q vraie dans toute structure et
pour toute affectation.
F-Q Contradiction Formule Q toujours fausse, pour toute
structure et toute affectation.
Pi,---, P E Q Conséquence logique Toute structure et affectation satisfai-
sant simultanément les P; satisfait aussi
Q.
P=Q E".quivalence logique P E Q et Q F P. Pour toute structure
S et toute affectation s, P et Q ont la
méme valeur de vérité.
Exercices
Vrai/faux

Exercice 1. Pour chacune des formules fermées suivantes, dire si elles sont vraies ou fausses lorsque
I'on les interpréte dans les différentes structures, c’est-a-dire a-t-on Fg Q? On considere £ = (a, f (x, y))

et les formules :

(O
in
Q33

Voici les structures :

Exercice 2. On considere le langage £ = (<, f (x)) et la structure S de domaine R avec f(x) = e*. Pour
les formules suivantes et les affectations données, dire si I'interprétation est vraie ou fausse, c’est-a-dire

a-t-on Fg; Q7
1. 9;: Vx y<f(x)
2. Q,: dx x<f(y)

Vx3dy f(x,y)=a

VxVy flx,y)=a—=(x=a)V(y=a)
Ve (x#a)— @y flx,y)#a)

Si: N,a=0, f(x,y)=x+y
Sii: N’azo,f(X,Y):x)’
Sii: Nya=1, f(x,y)=xy

s1:y—0; puis s, :y—e

s1:y—0; puis s,:y—e
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3. Q5 —|(f(x)<f(y)) s:x—0,y—e
Exercice 3. On considere le langage £ = (0, 1, <,+, x) et la structure S de domaine R naturellement

associée. Pour chacune des formules suivantes, trouver toutes les affectations s des variables libres, qui
rendent la formule Q vraie dans la structure :

1. 9;: Vx (x#0)->xxy#0
2. Qy: dx xxx=y
3. Q3 dy x<yxy

Pour chacune des formules suivantes, représenter dans le plan R? I'ensemble des valeurs qui, affectées a
(x,y), rendent la formule Q vraie :

4. Qy4: XXx <Yy
5. Os: (Elx x+y=0)V(\7’y xxyzO)
6. Qg¢: (xxx=yxy)->(x#Yy)

Exercice 4. Les formules suivantes sont-elles des validités (vraies quels que soient S et s), des contradic-
tions (fausses quels que soient S et s), ou ni 'une ni 'autre (et dans ce cas justifier votre réponse) ?

1. (Vx P(x)) — (3x P(x))
(3x P(x)) = (Vx P(x))
Vx3dy (x=y)AKx#Y)
Vx Q(x,y)—Q(y,x)
x=y

dy (x=y)v(x#y)

A

Conséquence logique

Exercice 5. Dire si les formules Q suivantes sont des conséquences logiques de Py,...,P;, c’est-a-dire
a-tonP,....,P, F Q7

1. P: Vx x<y, Q:dx x<y

2. P: a(x=y), Q: x<y

3. Py Vx P(x), Py:3dy Qy), Q: dx P(x)AQ(x)

4. Py: dx P(x), Py: Ix Qx), Q: dx P(x)AQ(x)

Exercice 6. Ecrire une phrase en francais qui explique ou justifie chaque propriété suivante :
1. PEP

2. P E Qssi E(P— Q)

3. siP kE QalorsP,R F Q

4. siPEF QetQ F RalorsP E R

Exercice 7. Pour chacune des formules suivantes (données dans une interprétation naturelle), écrire la
négation de la phrase et dire si la phrase originale est vraie ou fausse.

IxeR x%2=2

VxeN x>2

dx €]0,+00[ Vyelo,+o0o[ x+y=1
V2€C 2£0—>22#0

VxeR VyeR xy=0—-(x=0)V(y=0)
VxeR x>1—>(3y€]R (y>1)/\(x>y))

A
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Exercice 8. Pour chaque paire de formules P, Q dire si on a la conséquence logique P F Q,ou Q F P
ou I'équivalence logique P = Q ou rien du tout.

1. AvBavec BV A

2. °(AVB) avec (-A)V (—B)

3. dx ~A avec Vx A

4. Yx A— Bavec dx BA(—A)

5. ¥x Aavec A

6. dx A avec A

Exercice 9. Montrer qu’on n’a pas les équivalences logiques :
1. 3x PA Qavec (Ax P)A(Ix Q)
2. VYx PV Qavec (VYx P)A(Vx Q)
3. ¥Vxdy Pavecdy Vx P

4. Vx (P — Q)avec (Ix P)— Q

Exercice 10. Soit £ un langage. Un axiome est une formule fermée A qu’on exige vraie pour les structures
considérées, c’est-a-dire qu’on ne considere que les structures S telles qu’on ait Fg A.

1. Que peut-on dire d’une structure S qui vérifie 'axiome
A: VxVy x=y
2. Méme question avec :
A: dx Jy (x;éy)/\(Vz (zzx)v(zzy))



Preuves

Nous adaptons la construction des preuves aux quantificateurs de la logique du premier ordre.

1. Preuves en logique du premier ordre

1.1. Rappels

On rappelle qu'une preuve consiste a partir d'un ensemble de formules Py, ..., P; jusqu’a arriver a une
formule Q en un nombre fini d’étapes et en suivant des regles précises. Si on a obtenu une preuve, on
note :

PP B Q
Pour la logique du premier ordre, on reprend d’abord toutes les regles d’inférence des preuves de la
logique V/F. On renvoie au chapitre « Preuves » de la premiere partie. On va ajouter de nouvelles regles
liées aux quantificateurs. On rappelle qu’il n’y a encore aucun lien entre ce que 'on prouve et ce qui est
vrai. Ce lien sera donné dans les chapitres suivants. En particulier dans le prochain chapitre on montrera
que tout ce qui est prouvé est vrai.
Dans ce chapitre, on fixe un langage £. Une preuve ne fait intervenir que ce langage. Il n’y a pas de
structures ou d’affectations a considérer. Ainsi les formules d’une preuve restent dans £, ce qui est un
aspect ol la notion de preuve () est plus facile que la notion de satisfaction (F).

1.2. Régles pour les quantificateurs

Nous présentons quatre nouvelles regles liées aux quantificateurs : il s’agit des régles d’introduction et
d’élimination de V et 3. Une régle supplémentaire concerne I'égalité. Nous présentons chacune des regles
succinctement avant d’y revenir en détails dans la section suivante. Il y a deux regles faciles et deux
régles difficiles. La difficulté ne concerne pas la regle encadrée mais plutét ses conditions d’application.
Pour clarifier 'écriture des regles, lorsque qu’on a une formule P et qu’on s’intéresse a sa dépendance
vis-a-vis de la variable x, alors on la note naturellement P(x). Attention, elle peut aussi dépendre d’autres
variables. Pour une formule P(x), on notera P(t) au lieu de P[t/x], la substitution de la variable x par
le terme t.

Régle I. Elimination de V.

Vx P(x) +  P(c)

 Conditions. c peut étre une constante quelconque du langage, ¢ peut aussi étre un terme clos, c’est-a-
dire un terme sans variable libre.
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e Remarque. Ainsi sous 'hypothese Vx P(x), on peut remplacer n’importe quelle occurrence libre de
x par c et cela prouve P(c) (qui est en fait P[c/x]). Ici cela ne pose de probléme si la constante (ou
le terme) c est déja apparu auparavant dans la preuve.

o Exemple. Pour n’importe quelle constante c :

Vx dy P(x)AQ(x,y) F 3y P(c)AQ(c,y)

Regle II. Introduction de V.

Plc) F Vx P(x)

» Conditions. ¢ désigne une constante de £, mais elle doit étre arbitraire, c’est-a-dire qu’elle ne doit
apparaitre dans aucune hypothése en cours d’utilisation.

» Remarque. C’est une régle piégeuse car ici ¢ ne joue pas vraiment le réle d'une constante mais plutot
d’une variable libre. Le mieux c’est d’utiliser un nom ¢ qui n’apparait pas du tout dans les lignes
précédentes de la preuve.

o Exemple. Soit ¢ arbitraire :

>0 F Vx x2>0
En effet, si on a prouvé ¢2 > 0 pour un ¢ quelconque, alors pour tout x, x2 > 0.

Regle III. Introduction de 3.

Plc) F  3dx P(x)

» Conditions. c est une constante du langage ou bien un terme sans variable libre.
e Remarque. c est appelé un témoin du quantificateur 3. Ce symbole ¢ a pu apparaitre auparavant dans
la preuve.
o Exemple.
?#c b Ix x2#x

Régle IV. Elimination de 3.

Ix P(x), [POFQ] F @

La notation entre crochets correspond a une sous-preuve. C’est plus clair avec I'écriture sous forme d’'un
tableau :

dx P(x)

P(c) Sous-hypothese

FlQ

 Conditions. ¢ doit étre arbitraire : elle ne doit apparaitre ni dans Q, ni dans 3x P(x), ni dans aucune
hypothése en cours d’utilisation. On parle de constante fraiche (ou abusivement de variable fraiche).

» Remarque. La condition n’est pas évidente au premier abord, mais le principe est naturel : si 'on sait
qu’il existe un élément vérifiant P, et que le fait de supposer P(c) pour un c arbitraire conduit a Q,
alors la conclusion Q est prouvée.
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o Exemple.
dx f(x)=0, Vx (f(x) =0-g(x)= 1) Fodx gix)=1
C’est une application presque directe de la régle IV, voir la section suivante pour les détails.

Régle V. Egalité.

t=s, P(t) F P(s)

 Conditions. t et s sont des termes du langage. Il faut bien siir que les substitutions par t ou s soient
légitimes (pas de capture).
e Remarque. Il n’y a pas de piége avec I'égalité. Deux choses égales sont considérées comme identiques
et donc interchangeables a volonté.
o Exemple.
a=x+1,a>7 F x+1>7

1.3. Exemples de preuves

Exemple.
Vx P(x) F  3dx P(x)
Vx P(x) Hypothese
P(c) Elimination du V
+ dx P(x) Introduction du 3

Les regles de preuve supposent implicitement que I'on travaille avec des ensembles non vides. C’est
cohérent avec le domaine d’une structure qui doit étre un ensemble non vide.

Exemple.

Soit une formule P dans laquelle la variable x n’apparait pas.

Vx (P-o(x) F P—(¥x Q)

1 Vx (P — Q(x))

2 P Sous-hypothése

3 7—> Q(c) Elimination du VY de 1

4 Q(c)

5 Vx 9Q(x) Introduction du V, ¢ n’apparait dans aucune hypothese

F | P (Vx Q)

Exemple.
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Vx (P(x) — Q(x)), dx P(x) F  3dx 9(x)
C’est assez naturel : si P(x) implique toujours Q(x) et que 'un des P(x) est vrai, alors 'un des Q(x)
est vrai. C’est une variante du modus ponens de la logique propositionnelle : P,P - Q F Q.

1 | Vx (P(x)— o(x))

2 dx P(x)

3 P(c) Sous-hypothese

4 P(c) — 9Q(c) Elimination du V de 1

5 Q(c)

6 dx 9(x) Introduction du 3

F | 3x Q(x) Elimination du 3 de 2 par 3-6

Exemple.

Ix Yy Plx,y) + Vy Ix P(x,y)
On peut donc intervertir un 3 V vers un V 3 (mais pas dans l'autre sens).

1 dx Vy P(x,y)

2 Vy P(a,y) Avec a arbitraire

3 P(a, b) Avec b arbitraire

4 dx P(x,b) Introduction du 3

5 Vy (Elx P(x, y)) Introduction du Y

F | Yy 3x P(x,y) Elimination du 3 de 1 par 2-5

2. Détails des regles

On reprend les regles une par une avec davantage d’explications et des exemples.

2.1. Régle I. Elimination de V

Vx P(x) +  P(c)

Conditions.
« Sic est une constante du langage alors il n’y a pas de condition si la substitution de x par ¢ est valide.
 Sic est un terme, aucune de ses variables ne doit étre liée (capturée) par un quantificateur de P lors
de la substitution.
Autres formulations.
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Vx P(x) F  Plc/x]
On trouve aussi parfois I'écriture un peu abusive : Vx P(x) F P(x).
Et voici le schéma en déduction naturelle :

Yx P(x)

F P(c)

Exemples.
e Vx P(x)AQ(x,c) F P(c)AQ(c,c) est une preuve correcte. On a remplacé les occurrences de x par
une constante ¢, méme si cette constante apparaissait déja dans la formule.
e Vx P(x) F P(f(a,b)) estcorrectsi f est une fonction et a, b deux constantes.
e Vx P(x) F P(y) estaussi correct, a condition que y ne soit pas capturée par un quantificateur
dans P.

Contre-exemples.
. (Vx P(x)) — Q(a, b) ne prouve pas P(c) — Q(a, b), car le « pour tout » n’est pas le connecteur
principal de la phrase. Par contre Yx (P(x) — Q(a, b)) prouverait bien P(c) — Q(a, b).
e Vx dy Q(x,y) ne prouve pas 3y Q(y,y). En effet, dans la formule « 3y Q(x,y) », la variable x
apparait comme variable libre. La substitution de x par y est donc interdite car la variable y injectée
lors du remplacement serait capturée par le quantificateur 3y de la formule.

Remarques. Comment parler d’une constante c, si le langage £ n’a pas de constante a ce nom ou bien
n’a pas de constante du tout ? On s’autorise a étendre le langage £ en un langage £’ = £ U {c} ou c est
un nouveau symbole de constante.

2.2. Régle Il. Introduction de V

Plc) F Vx P(x)

Conditions. Ce qui est délicat dans de son usage, c’est que ¢ doit étre une constante arbitraire, c’est-a-dire
une constante dont le symbole n’apparait dans aucune hypothése en cours d’utilisation.
Autres formulations.

Plx) F Vx P(x)
P(c)
+ Vx P(x)

Soit T un ensemble de formules et ¢ une constante qui n’apparait pas dans les formules de T.

SiT F P(c) alors T F Vx P(x)

Exemples.
e ¢>0 F Vx x>0, acondition quaucune hypothese ne porte sur c.
e f(a,b)#0 F VxVy f(x,y)#0, a condition qu’aucune hypothése ne porte ni sur a, ni sur b.

Contre-exemples. Beaucoup de choses sont interdites et il est facile de se tromper dans I'application de
cette regle.
e ¢ > 0, P(c) ne prouve pas Vx P(x) car il y a la contrainte ¢ > 0 qui fait que ¢ n’est pas une
constante arbitraire. Par contre, a partir des hypotheses ¢ > 0 et P(c), on pourrait prouver que
Vx (x >0— P(x)).
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 Voici quasiment le méme exemple avec I'écriture en déduction naturelle et un autre exemple :

c>0 Vx Q(c,x)
P(c) Elimination de V correcte
F o Yx=Rx) F | ¥a=0tcx) Introduction de V non valide
« Il est interdit de ne remplacer que certaines occurrences de c. Par exemple, ¢ = ¢ ne prouve pas

Vx x =c.

Remarque. Le mieux est que le symbole ¢ utilisé dans la régle n’apparaisse pas du tout auparavant dans
la preuve. Mais ce n’est pas toujours aussi simple. Voici un exemple valide :

¢ n‘apparait pas avant

P(c) Sous-hypothese, condition porte sur c
Q(c) Conclusion dans ce cas
P(c) = Q(c) Il n’y a plus aucune hypothése en cours d’utilisation contenant ¢

F | Vx (P(x) > Q(x)) Introduction de V

2.3. Régle lll. Introduction de 1

Plc) F  3Ix P(x)

Conditions. ¢ est une constante ou bien un terme sans variable libre.

Autres formulations.
Plc/x] F  3Ix P(x)
P(c)
- dx P(x)
Exemples.

o c2#c F Ix x?#x (déjavu).

e c2#c¢ F 3Ix x?#c (remplacement partiel autorisé)

e c?#c¢ F 3Ix c?+# x (remplacement partiel)

e axb=12 F 3Jx Iy x x y =12 (deux utilisations de la regle)

Remarque. Il n’y a pas de danger avec cette regle. Il faut cependant prendre soin d’introduire le «il
existe » en téte de la formule obtenue. Par exemple, ceci est correct :

Vx Q(x,b) F 3y Vx Q(x,y)

Mais la méme prémisse ne prouverait pas Vx 3y Q(x,y).

Domaine non vide. En logique du premier ordre, on supposera toujours qu’on travaille avec un domaine
non vide.
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2.4. Régle V. Elimination de 3

dx P(x), [P(c)l—Q] o Q

La notation entre crochets correspond a une sous-preuve.

Conditions. ¢ doit étre une : d’'une part elle ne doit apparaitre dans aucune hypothese
en cours d’utilisation, d’autre part elle ne doit pas apparaitre dans la formule Q (ni bien stir dans P(x)).
Le mieux est que la constante n’apparaisse ni avant dans la preuve, ni dans Q.
Autres formulations.
Ix P(x), [Plc/x]FQ] F Q
Ix Px), [P)FQ] F Q
Soit I' un ensemble de formules, ¢ une constante du langage qui n’apparait ni dans Q, ni dans les
formules de T :
Si T F3dx P(x) et Pl) F Q5 alorsT F Q
Le plus parlant est 'écriture en déduction naturelle.

dx P(x)

P(c) Sous-hypothese

F e

Exemple. Voyons comment utiliser cette regle dans la pratique :
dx f(x)=0, Vx (f(x)20—>g(x)= 1) Fodx gix)=1

Ce n’est pas une application directe de la régle, mais presque :

dx f(x)=0
Vx (f(x)=0-g(x)=1)
fla)=0 Sous-hypothese
fle)=0—-g(c)=1 Elimination de V
gla)=1 Par I'implication
dx g(x)=1 C’est la formule Q de la regle
H dx glx)=1 Elimination de 3

Remarque. Si on enchaine plusieurs « il existe », on doit prendre une nouvelle constante fraiche pour
chacun. Par exemple, sion a :

dx P(x), Iy Q)
alors dans une preuve on ne peut pas choisir P(c) et Q(c) avec le méme c. On doit utiliser deux constantes
fraiches c et d afin d’écrire P(c) et Q(d) dans les sous-hypotheses.
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2.5. Régle V. Egalité

t=s, P(t) F P(s)

Conditions. t et s sont des termes du langage. La substitution de x par t et s doit étre valide. Il n’y a pas
d’autres conditions.
Autres formulations.

x=y, P(x) F P)

Exemple. t=x+1, t2#0 F (x+1)?>#0.

Remarque. Cette regle peut étre remplacée par les axiomes suivants pour le symbole égalité :
e Vx x=x
e Vx Vy ((x=y) - (P(x) = P(y)))

3. Négation des quantificateurs et régles dérivées

3.1. Négation des quantificateurs

Regle dérivée. Négation des quantificateurs.

—'(Vx P(x)) Fo3dx (—|73(x))

- (3x P(x)) F Vx (-P(x)

Nous ne sommes pas surpris : la négation d’un « pour tout » est un « il existe », et réciproquement.
Exemples :

L= (Ve fO)=g(x) F 3x (f(x)#e(x)
2. = (3Ix PIAQ(X)) F  Vx (=P(x))V(-Q(x))
3. = (Vx P(x)>Q(x)) F 3x P(x)A(-Q(x))

3.2. Autres regles dérivées

Regle dérivée. Renommage.

Vx P(x) F Vy P(y) et dx P(x) + 3y P(y)

La variable y ne doit pas apparaitre comme variable libre dans la formule Vx P(x) ni dans 3x P(x).

Regle dérivée. Interversion de deux V ou deux 3.

Vx Yy P(x,y) = Vy Vx P(x,y)
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dx 3y Plx,y) F 3Ty Ix Plx,y)

Regle dérivée. Interversion de 3 V vers V 3.

dx Vy P(x,y) F Vy 3x P(x,y)

On I'a prouvée dans un exemple précédent.

Regle dérivée. Commutation de VY et A.

Vx (PGIAQ)) F  (Vx POO)A(Vx Q(x))

(Vx PE)A(Vx Q(x)) F  Vx (P(x)AQ(x))

Ainsi on peut passer d’un sens a l'autre. Les formules sont interdérivables.

Regle dérivée. Commutation de J et V.

Ix (P(x)Vox) F (Ix P(x))v(3x Qx))

(Ix P(x))v(Ex o)) F 3Ix (Px)VAx))

3.3. Preuve des regles dérivées

Voyons quelques preuves des régles dérivées.

Exemple.
Les regles de renommage sont naturelles. Les preuves sont de simples jeux d’écriture.

Vx P(x) F Vy P(y)

P(c) Elimination du V, ¢ arbitraire

- Yy P(y) Introduction du V

dx P(x) F 3Ty P(y)
dx P(x)
P(c) ¢ constante
dy P(y) Introduction du 3

F | 3y P(y) Elimination du 3 initial
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Exemple.

Vx Yy P(x,y) + Vy Vx P(x,y)

Vx Yy P(x,y)
Yy P(a,y) Elimination du premier V, a arbitraire
P(a, b) Elimination du second YV, b arbitraire
VYx P(x,b) Introduction d’un V

- Yy Vx P(x,y) Introduction d’un autre V

Exemple.
(Vx PCO)A(Vx Q(x)) F  V¥x (P(x)AQx))
Voici la preuve, a vous d’expliciter les regles utilisées.

(¥x Pe)) A (vx Q)
Vx P(x)

P(c)

Yx Q(x)

Q(c)

P(c) A Q(c)

| Vx (P(x)AQ(x))

Exemple.

—.(Vx P(x)) Foo3dx (-nP(x))
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1| = (vx P(x))

2 = (Hx —|73(x)) Raisonnement par 'absurde

3 =P(c) Hypothese, avec ¢ arbitraire

4 dx —P(x) Introduction de 3

5 L Contradiction 2 avec 4

6 P(c) Par 2-5

7 Vx P(x) Introduction de V

8 L Contradiction 1 avec 7

F dx —P(x) Par contradiction de 2-8
Exercices

Preuves en logique du premier ordre

Exercice 1. Ecrire les preuves des théorémes suivants. P,Q, R désignent des prédicats, f, g des fonctions.
1. Vx P(x), P(a) > Q(a) F Q(a)

2. Vx P(x)AQ(x) F 3Jx P(x)

3. Vx Vy R(x,y) F VxR(x,x)

4. Ix f(x)=g(x) F Ix3Ty fF)=¢g1)

Exercice 2. Ecrire les preuves des théorémes suivants. P,Q, R désignent des prédicats, f une fonction.
L EVx ¥y (FGO#FO) = x#Y)

2. Vx P(x), Yy Q(y) F 3z P(2) AQ(2)

3. Vx P(x) > Q(x), Yy Q) —R(y) F VzP(z)—>R(z)

4. Vx (P(x) — Q), dx P(x) + Q, ouQ ne dépend pas de x.

Détails des regles

Exercice 3. Expliquer l'erreur faite en appliquant la regle d’élimination de V.

1. 3x Vy Q(x,y) prouve directement 3x Q(x, x). Bonus : donner une preuve correcte.
2. ¥x (P(x) — Q(c)) prouve P(c).

3. Vx 3y Q(x, y) prouve 3y Q(y, ¥).

Exercice 4. Expliquer l'erreur faite en appliquant la regle d’introduction de V.

1. ¢=1, ¢>0prouve Yx x> 0.

2. dx P(x) prouve Yx P(x).

3. (x #0) — (x? #0) prouve Yx x2 # 0.

4. (x =0)V (x # 0) prouve (Vx x = O) \Y (‘v’x x # O).

5. f(c) = g(c) prouve ¥x f(x) = g(c).
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Exercice 5. Expliquer I'erreur faite en appliquant la régle d’introduction de 3.
1. Vx P(x) prouve directement 3x P(x).

2. P(a) AQ(a) prouve Ix P(x) AQ(y).

3. ¢=0, 3Jx P(x) prouve Ix (x =0) A P(x).

4. VYx Q(y,y) prouve 3x Vy Q(x,y).

5. Vx Q(y,y) prouve Vy Ix Q(x,y).

Exercice 6. Expliquer l'erreur faite en appliquant la régle d’élimination de 3.
1. 3x P(x), P(0) — Q prouve Q.

2. dx P(x) prouve P(c).

3. dx (P(x) — Q), P(c) prouve Q.

4. 3x P(x), Jy Q(y) prouve Iz P(2) AQ(2).

Négation des quantificateurs et régles dérivées

Exercice 7. Ecrire ce que prouvent les formules suivantes. La formule prouvée ne doit plus contenir
aucune négation a gauche d’'un quantificateur.

1 (¥ £(x) = g(x)
2. —|(Elx P(x) & Q(X))
3. ~[Vx (P(x) - 3y Q)]

Exercice 8. Prouver toutes les régles dérivées a l'aide des régles de base.



Théoreme de validitée

Nous faisons le lien entre « preuve » et « Vérité » grdce au théoréme de validité (Soundness
Theorem) qui affirme que toute formule prouvable est une formule vraie.

1. Le théoreme de validité

1.1. Enoncé

Soit £ un langage fixé pour la logique du premier ordre.

Théoréme 1 (Théoréme de validité (Soundness Theorem)).

Si Pn...P, b Q dors Pp,...,P E Q

Et plus généralement, si I est un ensemble de formules (éventuellement infini) :

Si T + @Q alors T FE Q.
Il s’agit d'un théoréme de bon sens : une formule prouvée est une formule vraie ! C’est un résultat implicite
dans la thése de Godel de 1930 ou il se concentre sur la réciproque (le théoréme de complétude). L'idée
est que les régles d’inférence pour les preuves ont été bien choisies car chacune des regles respecte le
caractere V/F de la logique du premier ordre.

1.2. Rappels

Rappelons aussi que,

Pi,.., P F Q
signifie que 'on peut déduire Q des formules P, ...,P; par un nombre fini d’étapes, ou chaque étape
consiste a appliquer une régle d’inférence (parmi un choix fini bien délimité).
Rappelons aussi que,

P, P E Q
signifie que, pour toute structure S et toute affectation s, si P;,. .., P; sont vraies dans cette interprétation,
alors Q est aussi vraie dans cette interprétation.
Ainsi le théoréme de validité affirme qu'une formule prouvable est vraie dans toute interprétation, donc
indépendamment de la structure choisie.
On peut le reformuler ainsi : si P F L alors P est insatisfaisable (c’est-a-dire que P est une contradiction),
autrement dit quelles que soient S et s, 'interprétation de P est fausse. On rappelle que L désigne
la formule toujours fausse. Voici la preuve de cette reformulation : supposons qu’il existe S et s pour
lesquelles P soit vraie. Comme dans n’importe quelle interprétation L est fausse, on obtient une
contradiction avec P g L. Ainsi P n’est pas satisfaisable.
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1.3. Applications
Expliquons I'utilité du théoreme de validité.

1. En un sens, P I Q est quelque chose de facile. En effet, il s’agit de construire une preuve. Méme si
trouver une preuve n’est pas toujours une tache aisée, loin de 13, cela reste un processus avec un
nombre fini d’étapes et un nombre fini de régles possibles.

2. Par contre, montrer qu’il n’existe pas de preuve que P entraine Q, c’est-a-dire P If Q est difficile. Ce
n’est pas parce qu’on n’a pas réussi a obtenir une preuve qu’il n’en existe pas.

3. D’un autre cOté, montrer que P F Q n’est pas évident, car pour cela il faut tester une infinité de
structures et d’affectations imaginables.

4. En revanche, obtenir P ¥ Q est facile. Il s’agit de fournir un contre-exemple en explicitant une
structure et une affectation telles que P soit vraie et Q soit fausse dans cette interprétation.

Bilan : le théoreme de validité peut aider pour les points difficiles, dans son sens direct ou sa contraposée :

Si P F Q alos P E Q.
Si P K Q alors P ¥ Q.

2. Preuves du théoreme de validité

Nous allons prouver que chacune des régles d’inférence respecte la logique vrai/faux et la satisfaction
des formules. Comme une preuve est une succession finie de ces régles, on en déduira par récurrence le
théoreme de validité.

2.1. Regles de la logique V/F

On renvoie au chapitre « Preuves » de la premiere partie pour la liste complete de toutes ces régles. On
se contente d’en donner quelques exemples.

e Onalareégle«PAQ F P»etonabien la satisfaction «PAQ E P ».

e Onalaregle«P, Q F PAQ»eton a bien la satisfaction «P, Q@ E PAQ».

e Onalaregle «-=P F P»eton a bien la satisfaction « ==P E P ».

e Onalarégle« 1 F P»eton abien lasatisfaction«l F P»,

e Onalaregle«P, P—> Q F Q»eton abien la satisfaction «P, P—>Q E Q».

Il n’y a aucune difficulté pour justifier ces relations de satisfaction a I'aide de tables de vérité. Par exemple,
pour prouver PAQ F P, on fixe une structure S et une affectation s et on dresse la table de vérité :

P QlPrg]|P
v V| V |V
v F| F |-—
F v| F |-—
F F| F |—

On constate que chaque fois que P A Q est vraie, alors P est aussi vraie. Ainsi
PAQ Ess P
et comme c’est vrai quelles que soient S et s alors :

PAQ E P
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On peut faire de méme pour le modus ponens :

P Q|P-Q|Q
vV V \Y \Y
V F F —
F V \Y% —
F F \Y% —

On constate que chaque fois que P est vraie et en méme temps que P — Q est vraie, alors Q est aussi
vraie.

2.2. Regles des quantificateurs

Les regles avec les quantificateurs sont aussi compatibles avec la satisfaction. C’est encore dii au fait
que les régles d’inférence ont été choisies avec bon sens. Par contre cette validité est un jeu d’écriture
pas toujours simple a détailler. En premiere lecture, vous pouvez passer cette étape et vous rendre
directement a la fin de la preuve. Cependant, étudier les preuves aide a bien comprendre les conditions
d’application des regles d’inférence.
Rappelons les définitions et notions du chapitre « Satisfaction ».

Fss Vx P(x) ssi pour tout d € E, Fg ya] P(X)

La notation s[x — d] est I'affectation qui envoie x sur d et coincide avec s pour toutes les autres variables.

Fss3x P(x) ssi il existe un d € E, Fg yq) P(X)
Rappelons le lien entre affectation et substitution :

Fss Plc/x] ssi Fssfxocs] P(X)

Enfin, pour une formule P, on la note P(x) pour insister sur sa dépendance vis-a-vis de la variable x, et
on note :
P(c)=P[c/x]
Lorsque I'on note P(c), cela sous-entend que la substitution de x par c est valide.
Nous commencons par les deux regles simples.

Regle I. On a la régle

Vx P(x) F  P(c)
pour ¢ une constante. Et on a bien la satisfaction :

Vx P(x) E P(c)

Démonstration. Considérons une structure S de domaine E et une affectation s telles que « Yx P(x) »
est une formule vraie. Par définition, cela signifie que, quel que soit d dans le domaine E, P(d) est vraie.
Donc en particulier P(c) est satisfaite.

Reprenons formellement la preuve. Soit ¢ une constante du langage et ¢® son interprétation dans E.

Fss Vx P(x)
donc  Fgyxmq) P(x) pourtoutd € E
en particulier  Fgyes] P(X)
donc kg Plc/x]
dou  Eg, P(c)
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Regle III. On a la regle
Plc) F  3Ix P(x)
pour ¢ une constante, et on a bien la satisfaction :

Plc) E 3dx P(x)

Démonstration. Fixons S de domaine E ets. Si P(c) est vraie, alors il existe bien un d € E (en 'occurrence
d = c®) tel que P(d) soit vraie et donc « Ix P(x) » est une formule vraie.
Reprenons formellement la preuve. Soit ¢ une constante du langage et ¢® son interprétation dans E.

’:S,s P(C)
donc Fg; Plc/x]

donc  Fgrxmes) Px)

dou Fg; Ix P(x) puisque la formule est vraie pour d = S

O

Regle II. On reformule cette regle de la fagon suivante. Soit I' un ensemble de formules et ¢ une constante
qui n'apparait pas dans les formules de T'. La regle II s’écrit :

SiT F P(c) alors T F Vx P(x)
Et on a bien un énoncé correspondant en termes de satisfaction :

SiT" F P(c) alors T F Vx P(x)

Démonstration. Nous avons un langage £ avec une constante c. Supposons I' E P(c). Fixons S une
structure de domaine E et s une affectation telles que T soit satisfait. Intuitivement, il s’agit de montrer
que, quel que soit d € E, P(d) est satisfaite. Formellement, il faut prouver que, quel que soit d € E, on a
Fssixmd) P(X).

Pour l'instant nous avons une structure S de domaine E ; dans cette structure, la constante ¢ du langage
s'interpréte en une valeur c® € E. Les hypothéses impliquent alors que P(c®) est satisfaite. On a donc
vérifié P(x) pour une valeur du domaine, mais on veut le prouver pour toutes les valeurs.

Fixons d € E une valeur quelconque du domaine. On va considérer une autre structure S’ de méme
domaine E. S’ est égale a S, la seule différence avec S est que dans cette structure l'interprétation
de ¢ est notre valeur fixée d : ¢ = d. On ne change pas l'affectation s. Comme les formules de T ne
dépendent pas de la constante c et que T est satisfait pour S et s alors T est aussi satisfait pour S’ et s.
L'hypothése I' E P(c) exprime la satisfaction pour n’importe quelle structure, donc en particulier, on a

IZS’,S P(C)
Mais comme T est satisfait pour S’ et s, alors on a :
':S’,s P(C)

donc kg Plc/x]

donc  Eg qesp Plx)

donc  Fg gymq) P(x)

dot  Fgyxsa) PX)
Noter que dans la derniére ligne on est revenu a la structure S, ce qui est possible car dans la formule
P(x) la constante ¢ n’apparait pas (en effet des qu’on écrit P(c), il faut que la substitution de x par ¢

soit possible, donc que ¢ n’apparaisse pas dans P(x)).
Ainsi, pour n'importe quel d € E, nous avons obtenu :

I:S,s[x»—>d] 'P(X)
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Ce qui est exactement la définition de :
':S,S Vx P(X)
O

Regle IV. On reformule cette regle de la facon suivante. Q désigne une formule, I' un ensemble de
formules, ¢ une constante du langage qui n’apparait ni dans Q, ni dans les formules de T'. La regle IV
s’écrit :

Si T F3x P(x) e Pl) F Q aosT F Q
Et on a bien un énoncé correspondant en termes de satisfaction :

Si T F dx P(x) et P() E Q@ alorsT F Q

Démonstration. Considérons d’abord une structure S de domaine E et une affectation s telles que T' soit
satisfait. Alors par hypothése, « Ix P(x) » est satisfaite, donc il existe d € E tel que P(x) soit satisfaite
pour l'affectation s[x — d].

Changeons la structure S en une structure S’, ou seule I'interprétation de la constante ¢ est changée :
dans S’ on définit ¢S = d. Comme Q et les formules de T ne dépendent pas de c, alors leurs satisfactions
dans S et dans S’ sont équivalentes. Ainsi I' est satisfait dans S/, mais en plus P(c) le sera aussi :

Feos dx P(x)
donc  Fg ymq; P(x) pourle méme d € E que ci-dessus
donc  Fg sy Plx) car $'=d
donc kg Plc/x]
donc kg P(c)
donc kg Q dapres’hypothese P(c) F Q

dou FEg; Q carc napparait pas dans Q

2.3. Preuve du théoreme

On note I' = {Py,...,P;} 'ensemble des formules jouant le réle des hypotheses et Q la formule de
conclusion. On suppose I' + Q. Il s’agit de démontrer que I' F Q.

Le faitque I' + Q signifie qu'’il existe une preuve de Q a partir des formules de I'. Supposons que
cette preuve soit écrite en déduction naturelle comme la figure ci-dessous. P, ..., P; sont les hypotheses.
Chaque formule P, avec I +1 < k < g, est une formule obtenue en appliquant une des régles d’inférence
aux lignes précédentes P, ..., P,_;. La derniére formule P, obtenue est la formule Q.
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Py
Hypotheses
Py
Pri1
Pr Etapes de la preuve
Pg—1
| Pg=0Q Conclusion

Fixons une structure S et une affectation s telles que T' soit satisfait. Il s’agit de démontrer qu’alors Q est
aussi satisfaite (pour S et s). Nous allons le prouver par récurrence, sur k (pour 1 <k <q) :

Hy - la formule P, est satisfaite

e Initialisation. Pour k = 1,...,[, la formule P, est une des formules de T', donc est satisfaite par
hypothese.

 Herédité. Soit k tel que 1 < k < q. Supposons Py, ..., Py satisfaites (pour S et s) et justifions que Py,
est encore satisfaite. En effet, P, est obtenue a partir des formules précédentes en suivant I'une
des regles d’inférence des preuves. Nous avons déja démontré que chacune de ces regles respecte la
satisfaction des formules, donc P, est satisfaite (pour S et s).

» Conclusion. Par le principe de récurrence, la derniere formule Py, qui est en fait Q, est satisfaite.

Ainsi Fg; Q et comme S et s sont quelconques, alors T’ F Q.

Exercices

Le théoreme de validité

Exercice 1. Soit I' un ensemble de formules tel que I' - L. Montrer que I' est une contradiction, c’est-a-
dire qu’il n’existe aucune structure S et aucune affectation s, telles que toutes les formules de T soient
satisfaites.

Exercice 2. Démontrer 'improuvabilité des énoncés suivants :

1. 3x P(x) ¥ Vx P(x)

2. Vx 3y Qlx,y) ¥ Iy Vx Q(x,y)

. 3x (P(x) > Q(x) ¥ 3Ix (Qx) - P(x))

- Vx (PO VQ(x)) ¥ (Vx P(x)) Vv (Vx Q(x))

Exercice 3. Montrer les satisfactions suivantes :

1. Vx (P(x) = Q(x)), P(c) E Q(c)

2. Vx (P(x) - J_) = —|(Elx P(x))

3. Vx (P(x) = Q(x)), Vx (Q(x) —R(x)) F Vx (P(x) < R(x))
4. Vx (P(x)/\Q(x)) F Vx P(x)

W
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Preuves du théoreme de validité

Exercice 4. Vérifier que toutes les regles de base de la logique V/F sont compatibles avec la satisfaction.



Théoreme de complétude

Le théoréme de complétude dit que, en logique du premier ordre, tout ce qui est vrai est prouvable.
Nous énongons ce théoréme, ses variantes et ses applications.

1. Théoreme de complétude

1.1. Enoncé

Soit £ un langage du premier ordre.

Théoréme 1 (Théoréme de complétude).

Si Pn...P, E Q dors Py,...,P F Q

Ce que l'on peut lire : si, lorsque les hypotheses Py, ..., P; sont satisfaites, Q l'est aussi, alors il existe
une preuve de Q a partir de Py,...,P;.
Voici la variante pour un ensemble I" de formules, éventuellement infini dénombrable :
Théoréme 2 (Théoréme de complétude).

Si T  FE Q aos T F Q.
La conclusion ' F Q est un résultat d’existence : « il existe une preuve de Q a partir des formules de T ».
Cependant, le théoreme n’est pas constructif et ne donne aucune indication concrete sur cette preuve.
La démonstration du théoreme de complétude est assez exigeante. Elle partage des points communs
avec le théoréme de compacité de la logique V/F mais avec un niveau de difficulté supplémentaire.
Cette démonstration sera faite au prochain chapitre. On va maintenant se concentrer sur les différentes
reformulations et les applications.

1.2. Equivalence

On a vu au chapitre précédent le théoréme de validité qui est exactement la réciproque du théoréme de
complétude. Ainsi, on obtient une équivalence qu’on appelle encore théoréme de complétude :

Théoréme 3 (Théoréme de complétude).

r = 9 si ' F Q

Ainsi, pour la logique du premier ordre, la conséquence logique et la prouvabilité sont des notions
équivalentes.
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1.3. Et 'incomplétude ?

N’y a-t-il pas une contradiction a obtenir le théoreme de complétude alors qu’a la fin du livre on
obtiendra le théoréme d’incomplétude, dont le nom semble suggérer le contraire ? En fait, le théoréme
de complétude s’applique a la logique du premier ordre qui est une logique assez rudimentaire mais
avec ’hypotheése I' E Q qui est assez forte car la conséquence logique exige que la formule soit vraie
dans toutes les structures possibles.

Le théoreme d’incomplétude ne concerne pas 'ensemble des structures, mais concerne des théories plus
spécifiques, typiquement qui contiennent les entiers naturels N avec les axiomes de I'arithmétique (les
axiomes de Peano). On verra que, pour 'arithmétique des entiers, il existe des formules Q telles que ni
Q ni =Q ne sont prouvables, autrement dit, il existe des formules vraies mais non prouvables, mais tout
ceci uniquement pour la structure associée a I'arithmétique des entiers. Ceci n’est pas en contradiction
avec le théoreme de complétude car ’hypothése I' F5 Q n’est pas vérifiée pour toutes les structures,
mais seulement pour certaines structures spécifiques; les conditions du théoréme de complétude ne
sont donc pas réunies.

Ainsi, les théorémes de complétude et d’incomplétude sont tous les deux vrais, mais ne s’appliquent pas
aux mémes situations et ne se contredisent donc pas.

2. Applications aux théories

On va rappeler des définitions et introduire de nouvelles notions. Soit £ un langage du premier ordre.

2.1. Théorie cohérente, modele

e Une (ou , ou ) est une formule sans variable libre, c’est-a-dire
que toutes les occurrences de variables sont dans la portée d’'un quantificateur.

e Une T est un ensemble de formules fermées. (Remarque : certains appellent « théorie » un
ensemble quelconque de formules.)

o Une structure S est un pour 7 si T est satisfaite dans S, noté Fg T, c’est-a-dire que I'inter-
prétation de chaque formule de 7 est vraie dans S. (Comme les formules sont fermées, il n’y a pas
d’affectation a considérer.)

Voici une nouvelle notion trés importante.

Définition.

Une théorie 7 est s'il existe une formule Q telle que :
TFHQ e TF Q.

Dans le cas contraire, on dit que 7 est

Il est équivalent de dire que 7 est non cohérente si 7 F L, ot L désigne une contradiction.
Ainsi, d’'une théorie cohérente on ne pourra jamais démontrer une contradiction (ce qui est rassurant).

2.2. Lemme de déduction naturelle

' désigne un ensemble de formules, et P, Q des formules.

Lemme 1 (Lemme de déduction naturelle).

r, +F Q ssi r - (P—-9)
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Démonstration. Le sens réciproque < est en fait la regle du modus ponens P,P - Q F Q.
Le sens direct = est immédiat quand on a une preuve en déduction naturelle (d’ott le nom du lemme),
il s’agit juste d’une reformulation dans I’écriture de la preuve :

Preuvede T, P + Q Preuvede T +F (P— Q)

r r

P Hypotheses

Sous-hypothese

Etapes Mémes étapes
+ Q Conclusion Sous-conclusion
F Conclusion
[
Soit 7 une théorie et Q une formule fermée.
Corollaire 1.
T F Q ssi T U{—-Q} non cohérente
Démonstration.
T U{=Q} non cohérente
ssi Tu{—-9} F L par définition
ssi T F (mQ—1) par le lemme de déduction naturelle
ssi T F —(=9) car par définition —P signifie P — L
ssi T F Q par double négation
O

2.3. Différentes formulations du théoreme de complétude

Nous allons énoncer le théoréeme de complétude ainsi que quelques reformulations.
Cadre : T est une théorie, Q une formule fermée.
Formulation classique :

Théoréme 4 (Théoréme A).

T E QO ssi T F Q

Reformulation :

Théoréme 5 (Théoréme B).

T cohérente st T admet un modéle

On pourrait énoncer un résultat similaire pour un ensemble quelconque de formules :
I' cohérent ssi I" satisfaisable.
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2.4. Démonstration du théoreme B a partir du théoréeme A

7 non cohérente
ssi T F L par définition
ssi T F L par le théoreme A
ssi T n’est satisfaite par aucune structure S
ssi 7 n’a pas de modeéle

On verra en exercice qu’on pourrait prouver le théoréme A a partir du théoréme B.

3. Application a la finitude

Nous nous intéressons au cas ot 'ensemble des hypothéses est infini (mais dénombrable). Nous allons
voir que seul un nombre fini d’hypotheses est nécessaire. Nous aurons deux résultats, un sur les preuves
(le théoreme de finitude) et un sur la satisfaction (le théoréeme de compacité en logique du premier
ordre, analogue a celui du chapitre « Théoreme de compacité » de la logique V/F).

3.1. Théoreme de finitude

Soit I un ensemble de formules (éventuellement infini), soit Q une formule d’'un langage L.

Théoréme 6 (Théoréme de finitude).
SiT F Q alors il existe une partie finie T, C T telle que Ty + Q.

Remarque : la réciproque est bien stir vraie.

Démonstration. La démonstration est fondée sur la nature méme de ce qu’est une preuve. I' F Q signifie
qu’il existe une preuve de Q a partir des formules de I'. Considérons une telle preuve. Cette preuve
consiste en un nombre fini d’étapes et a chaque étape on applique une regle. Chaque régle ne fait
intervenir qu'un nombre fini de formules de I'. On note I}, 'ensemble des formules de I' qui apparaissent
dans cette preuve. Alors on a bien obtenu une preuve de Q a partir de I}, donc [, - Q avec [, fini. [

3.2. Théoreme de compacité

La version correspondante pour la satisfaction est le théoréme de compacité pour la logique du premier
ordre, similaire a celui rencontré pour la logique V/F dans le chapitre « Théoréme de compacité » de la
premiére partie.

Théoréme 7 (Théoréme de compacité).

[ satisfaisable ssi toute partie finie [}, C I est satisfaisable.

Reformulation : I' E Q ssi pour toute partie finie [, CTonaly F Q.
Remarque : a chaque fois le sens direct = est évident.
Pour les théories, une reformulation du sens intéressant est :

Théoréme 8.

Si toute partie finie d’une théorie T admet un modeéle, alors T elle-méme admet un modéle.

Il est intéressant de prendre le temps de réfléchir a la profondeur d’un tel théoréme. Chaque partie finie
a un modele, mais bien stir ce modeéle peut étre différent pour chaque I},. Cependant, on trouve a la fin
un modele commun a toutes les formules.
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Démonstration du théoréme de compacité. On a déja dit que le sens direct = est évident. On va démontrer
le sens réciproque < par contraposition : « si I' non satisfaisable, alors il existe I}, fini tel que I}, non
satisfaisable. »

[' non satisfaisable
donc T F L car de toute facon I' n’est jamais satisfait
donc T F L par le théoreme de complétude, donc I non cohérente
donc T, F L pour un certain I, C T fini, par le théoreme de finitude
donc I, F L par le théoreme de validité
donc T, non satisfaisable
donc il existe T}, fini, non satisfaisable

donc non (tout I} fini est satisfaisable)

4. Théoreme de cloture

Le théoreme de cloture explique que I'on peut passer d’un énoncé du théoréme de complétude avec des
formules fermées a un énoncé pour des formules quelconques.

4.1. Enoncé
Théoréme 9 (Théoréme A).
Soit T une théorie, Q une formule fermée.
SiT F Q alors 7T F Q.

Théoréme 10 (Théoréeme C).
Soit maintenant T' un ensemble de formules quelconques, et Q une formule quelconque.

SiT E QO alors r ~ o.

Théoréme 11 (Théoréme de cloture).
Le théoréme A entraine le théoréme C.

Autrement dit, pour démontrer le théoréme de complétude en toute généralité, il suffit de démontrer le
théoreme de complétude pour les formules fermées.

4.2. Cloture

Avant de donner la démonstration du théoréme C, introduisons une notion de cléture par introduction
de nouvelles constantes.

Définition.

Soit P une formule ayant des variables libres, notées x,..., x,, définie sur un langage £. On note £° le
langage obtenu a partir de £ en ajoutant n nouvelles constantes c;, ..., c, (ces constantes ne doivent pas
apparaitre dans £). On note P¢ de P, la formule obtenue a

partir de P en remplacant chaque variable libre x; par la nouvelle constante c;.

Par construction, P¢ est une formule fermée (du langage £°).

Pour un ensemble de formules I' et une formule Q, on note x,...,x, '’ensemble des variables libres
dans I'U {Q}. On construit ainsi un langage £¢, et des formules fermées I'“ (la cloture par les constantes
nouvelles des formules de T') et Q°.
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Voici quelques propriétés utiles pour la preuve, qui sont essentiellement des jeux d’écriture.
» Point a.

r EQ implique I e o
Justifions en détail. Considérons une structure S (pour le langage £) qui satisfait I'*. On note
d; = cfc I'interprétation de la constante c; dans S°.
On peut construire une structure S (pour le langage £) en oubliant les constantes nouvelles cq,...,c,
et en méme temps on construit une affectation s en posant s(x;) = d; pour chaque variable libre x;.
Pour une formule P (de T ou Q), on a alors :

Fse P° ssi FssP

(Ceci découle directement de la substitution de chaque variable libre x; par la constante c;.)
Comme Fg. I', alors on a Fg T' (par la substitution précédente). Par hypotheése, onaT F Q, donc
Fss Q, et donc en retour Fg. Q°.

« Point b. Le lemme des constantes nouvelles :

r‘r Qf implique '+ Q
En effet imaginons qu’on a une preuve écrite en déduction naturelle de Q° a partir de I'“. On recopie

cette preuve, en remplacant dans toutes les lignes les occurrences des constantes nouvelles c; par les
variables x;. On obtient une preuve de Q a partir de I'.

Preuve de I F Q° Preuvede T + QO
Pi Hypotheses I Py Hypothéses I'
Py P
Preuve : Preuve
i Cien Les constantes nouvelles c X Retour aux variables
F o° Conclusion F Q Conclusion

4.3. Démonstration du théoreme C a partir du théoreme A

rkEQ
donc T° F Q° par le point a
donc TI° F Q° par le théoreme A pour les formules fermées

donc T F Q par le point b

4.4. Cloture universelle

Il existe une autre notion de cloture, appelée cloture universelle.
Définition.
Soit P une formule ayant des variables libres, notées x,...,x,. On note P (ou aussi YP) la
de P:
P: Vx; Vxy ... Vx, P
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Exercices

Théoreme de complétude
Exercice 1. On considere I' un ensemble de formules et P, Q des formules telles que :
r - p et P F Q )
Le but de I'exercice est d’obtenir I' Q.
1. Premiére méthode. A partir d’une preuve en déduction naturelle de I + P et d’une preuve en
déduction naturelle de P + Q, écrire une preuve de I' + Q.
2. Deuxiéme méthode.
(@) Quels énoncés obtient-on a partir de nos hypothéses (x) en appliquant le théoréme de validité ?
(b) Sous les hypothéses (x), montrer quon a ' F Q.
(¢) Conclure.
Exercice 2. Soit £ un langage muni d’un prédicat binaire R(x,y). On considere les trois formule
suivantes :
1. symétrie S: Vx Vy (R(x,y) —>R(y,x))
2. transitivité 7 : Vx Vy Vz (R(x,y) AR(y,z) — R(X,Z))
3. réflexivité Q: Vx R(x,x)
Une relation R pour laquelle ces trois formules sont vraies, s’appelle une relation d’équivalence. On se
demande si les deux seuls axiomes S et T suffisent, c’est-a-dire a-t-on S, 7 F Q?
1. Un étudiant propose la preuve suivante :
Soit x un élément quelconque. Prenons un élément y tel que R(x, y). Par Uaxiome S (symétrie),
on a aussi R(y, x). En appliquant Uaxiome T (transitivité) sur R(x,y) et R(y, x), on en déduit
R(x, x). La relation est donc réflexive et Q est prouvée.

Quelle est I'erreur logique fondamentale dans ce raisonnement ?

2. Trouver une structure S, c’est-a-dire définir un domaine E et y expliciter la relation R, telle que les
formules S et 7 y soient vraies, mais telle que Q ne le soit pas.

3. AtonS, 7T + Q?

Applications aux théories

Exercice 3. Montrer '’équivalence entre ces deux définitions d’une théorie 7 non cohérente :
(i) il existe Q, telleque 7 F Qet T F —Q,
i 7 F L.
Exercice 4. A I'aide du théoréme de complétude «si 7 E Qalors 7 F Q » prouver que :
«si T est insatisfaisable alors 7 est non cohérente ».

Démontrer ensuite la réciproque.

Exercice 5. On rappelle les théoremes A et B :

e Théoréme A.
T E QO ssi T F Q.

e Théoréme B.
T cohérente ssi T admet un modele.

On admet le théoréme B. En déduire le théoréme A.
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Application a la finitude

Exercice 6. Soit £ un langage (contenant le symbole d’égalité =). Pour tout entier n >> 1, on note P, la
formule exprimant « il existe au moins n éléments distincts ».

1. Ecrire explicitement les formules P;, Py, Ps.

2. Soit 7 une théorie ayant des modéles finis de taille arbitrairement grande, c’est-a-dire que pour tout
entier k, 7 admet un modéle ayant au moins k éléments.

On pose I' =T U {P, | n > 1}. Montrer que tout sous-ensemble fini de I' admet un modéle.
3. En utilisant le théoréme de compacité, en déduire que 7 admet un modéle infini.

4. Conclusion : existe-t-il une théorie du premier ordre T5,; dont les modeles seraient exactement
toutes les structures finies ?

Théoreme de cloture

Exercice 7. Pour une formule P dont on note x, ..., x,, les variables libres, sa cloture existentielle est la
formule P5 (notée aussi IP) :

Ps: dxy ... 3x, P
1. Montrer que P est satisfiable si et seulement si P; admet un modele.
2. Montrer ’équivalence —(5) = (-P)s.

On rappelle que P désigne la cloture universelle et que P = Q signifie (P E Q et Q k P), voir le
chapitre « Satisfaction ».

3. Montrer que siT' F Q, alors I' F Q5. La réciproque est-elle vraie ?



Preuve du théoreme
de complétude

Nous prouvons le théoréme de complétude.

1. Le théoreme de complétude

1.1. Enoncé
On rappelle I'’énoncé qu’on a déja bien étudié dans le chapitre « Théoréme de complétude » mais que
I'on n’a pas encore prouvé.

Théoréme 1 (Théoréme de complétude).
SiTEQalorsTF Q.

Autrement dit, tout ce qui est vrai est prouvable.

1.2. A prouver : « Si 7 est cohérente, alors 7 admet un modéle. »

Grace au théoreme de cloture du chapitre précédent, on ramene la preuve du théoréme de complétude
dans le cadre général au cadre des formules fermées. Soit 7 une théorie, Q une formule fermée.
Théoréme 2 (Théoréme A).
SiTEQ, alors T+ Q.
On va donc étudier le cas des théories. Ce théoréme A sera obtenu a partir du théoréme B suivant qui
lui est équivalent :
Théoréme 3 (Théoréme B).
Si T est cohérente alors T admet un modeéle.
Ainsi on aura 'enchainement :

Théoréme B =— Théoréeme A —> Théoréme de complétude
C’est donc ce théoréme B que I'on va démontrer dans ce chapitre, apres avoir justifié comment en déduire
le théoreme A.

1.3. Rappel du vocabulaire

. : un ensemble 7" de formules fermées.
e T est si7TF L;sinon T est .
e 7 admet un s'il existe une structure S telle que ¢ 7, C’est-a-dire une structure dans laquelle

toutes les formules de 7" deviennent vraies.
On a vu au chapitre précédent la proposition suivante :
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Proposition 1.

TEQ ssi T uU{~Q} non cohérente.

Voici comment prouver le théoréme A a partir du théoréme B (on a vu la réciproque dans le chapitre
précédent).

Démonstration. On va donc prouver le théoréme A sous sa forme contraposée : si 7 i Q, alors T ¥ Q.
On utilisera avec modération les négations d’opérateurs : 7 I# Q signifie non(7 + Q) et 7 ¥ Q signifie
non(7 F Q).

Hypothese : non(7 F Q). But : non(7 E Q).

non(7 + Q)
donc 7 U{~Q} est cohérente par la proposition 1 ci-dessus
donc 7 U{—-Q} admet un modele par le théoreme B
donc FsTuU{-09} pour une certaine structure S
donc FgT et Fg—Q car dans S, 7 est vraie et =Q aussi

donc non(7 E Q) car pour S, T est vraie et Q fausse

2. Théorie complete

2.1. Définition
Définition.
Une théorie T est dite si:

e T est cohérente,
« et pour toute formule fermée Q,ona: 7+ Qou 7Tk —Q.

Ainsi dans une théorie complete, quelle que soit la formule fermée Q, on peut la prouver ou bien prouver
son contraire, mais pas les deux en méme temps. La dénomination « complete » est donc bien choisie.

2.2. Satisfaction

Voici une conséquence importante quand on se place dans le cadre d’une théorie compleéte : les formules
sont vraies ou fausses indépendamment de la structure.

Théoreme 4.
Soient T une théorie compléte, Q une formule fermée. Soient S; et S, deux modéles de T. Alors :
Fs, Q@ ssi Fg Q.

Démonstration. Comme 7T est compléte, on consideére les deux cas : soit 7 F Q, soit 7 F —Q.
o SiTHF Q,alors T F Q par le théoreme de validité, donc Fg Q et Fg, Q car S; et S, sont des modeles
de T, c’est-a-dire que Q est vraie pour S; et S,.
¢ Si TF—Q, le méme raisonnement donne g —Q et Fg —Q, C’est-a-dire que Q est fausse dans S; et
S,.
O
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2.3. Un lemme

Dans une théorie complete, il n’y a pas de piege. On va prouver les énoncés suivants qui pourraient
sembler évidents mais nécessitent cette notion.

Lemme 1.
Soit T une théorie complete.

1. TE=P ssi non(T FP)
2.TEPAQ ssi (THEP et THQ)
3 TEPVQ ssi (THP ou TFQ)

Démonstration.

1. « Supposons 7 F —P. Par 'absurde, si 7 + P, alors 7 + (P A =P), donc T + L. Contradiction avec
T cohérente (car 7 compléte). Donc non(7 + P).
e Supposons non(7 + P). Comme 7 est complete (7 P ou 7 F—P), on a donc 7 + —P.

2. ¢« SiTHEFPAQ,alorsTHPetTHQcarPAQFPetPAQF Q.
e SiTHPetTHQ,alors THFPAQ,car P,QFPAQ.

Remarque : ce point n’utilise pas 'hypothese que 7 est complete.

3. ¢« Si(THFPouTHFQ),alorsTHFPVQcarPFPVQet QF PV Q. (Pas besoin de 7 complete).
e Supposons 7 F PV Q. Supposons par I'absurde que TP et T I Q. Comme T/ P,ona 7 =P
car 7 est compléte (par le point 1), et de méme comme 7 I Q, alors 7 F —Q. Ainsi par le point
2, TFH-PA-Q,donc T F —(PV Q). Mais alors, on a a la fois 7+ PV Q (par 'hypothese) et
T+ -(PV Q), donc T est non cohérente. C’est une contradiction car 7~ complete, donc cohérente.

O]

3. Construction d’un modeéle a partir d’'une théorie compléte

On commence la preuve du théoréme de complétude dans sa forme du théoréme B : «si 7 est compléte,
alors 7 admet un modele ». On débute cette démonstration un peu par la fin. On va partir d’'une théorie
compléte, avec des hypothéses supplémentaires, et on va construire un modele. On expliquera plus
tard comment obtenir ces hypothéses supplémentaires. Il existe plusieurs preuves du théoréme de
complétude, nous adoptons ici celle basée sur les témoins de Henkin.

3.1. Hypothéses renforcées

Soit £ un langage et 7 une théorie. On va supposer les propriétés suivantes pour 7 :

(i) 7 est cohérente.

(ii) 7 est complete.

(iii) 7 admet des témoins de Henkin.
Remarque : (ii) = (i) mais on insiste sur le fait qu’a la fin on aimerait avoir la seule hypothese (i).
Définition.
T admet des si pour toute formule P de £ ayant une unique variable libre x, il existe
une constante cp de £ telle que la formule suivante :

dx P(x) — Plcp)
soit une formule de 7.

Remarques.
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» On pourrait aussi écrire : il existe ¢ € £ tel que :
«(3x P(x)) = P(c)» € T,

si on ne souhaite pas insister sur la dépendance de c vis-a-vis de P.
e Avec des témoins de Henkin, une formule « 3x P(x) » n’est plus une formule abstraite car on peut en
obtenir une réalisation concrete « P(cp) », d’ou le nom de « témoin ».

Voici encore deux hypothéses supplémentaires, cette fois concernant le langage £ :
(iv) £ estun langage dénombrable (I’ensemble des symboles de £ est dénombrable). Cela entraine que
I'ensemble des formules de £ est aussi dénombrable (voir le chapitre « Théoréme de compacité »).
(v) £ ne contient pas le prédicat d’égalité « = ». Sans cette hypotheése, on augmenterait la technicité
de la preuve car on devrait travailler avec des classes d’équivalence de la relation définie par t; ~ t,
lorsque t; = t, est vérifié.
Malgré ces hypothéses simplificatrices, la preuve reste ardue.

3.2. Construction du modeéle

Pour une théorie 7 qui vérifie les hypotheses (i), (ii), (iii) dans un langage £ qui vérifie les hypothéses
(iv), (v), nous allons construire un modele S pour 7, c’est-a-dire une structure S telle que Fg 7.
Construire la structure S, c’est donner :

e un domaine E,

« une interprétation ¢ de chaque constante c de £,

« une interprétation f¢ de chaque fonction f de L,

« une interprétation PS de chaque prédicat P de L.
Ensuite, il faudra démontrer que toute formule P de 7T est vraie lorsqu’elle est interprétée dans S.

C’est parti! La construction est plus ou moins automatique. On définit les objets afin d’avoir les propriétés
voulues. Voici la structure S :

e Le domaine E est 'ensemble des termes fermés de £. On rappelle que les termes sont formés a partir
des constantes et des variables, auxquelles on peut appliquer des fonctions de maniere récursive. Ici,
les termes fermés sont donc uniquement les constantes et les itérations de fonctions appliquées a des
constantes. Exemples de termes fermés : ¢y, ¢, f(cq), g(c1,¢5), £ (f (1)), g(cy, f(cy)), etc.
Remarque : si on avait 'égalité comme élément du langage, il faudrait prendre pour E 'ensemble des
classes d’équivalence des termes fermés modulo la relation d’équivalence t; ~ t, ssi T F (t; = t,).

 Sic est un symbole de constante de L, alors c est un terme fermé donc un élément de E. On définit
simplement ¢S = c.

o Soit f un symbole de fonction n-aire de £. Définir £, c’est définir une « vraie » fonction ¢ : E" — E.
Soient tq,...,t, des éléments de E. Ce sont des termes fermés de £, donc f(tq,...,t,) est aussi un
terme fermé, donc un élément de E. On pose fS(tq,...,t,) = f(t1,...,t,).

e Soit P un prédicat n-aire de £. Définir I'interprétation P, c’est définir une fonction PS : E" —
{V,F}. Voici comment attribuer une valeur vrai/faux a chaque élément (¢t;,...,t,) € E" : on pose
PS(ty,...,t,) =V si TFP(tq,...,t,) et on pose P°(tq,...,t,) =F sinon.

On a ainsi par construction : Fg P(tq,...,t,;) ssi T F P(tq,...,t,). Cest une assertion que 'on
généralisera plus tard a une formule quelconque.

3.3. Satisfaction

Il reste a montrer que notre structure S est bien un modele pour 7, c’est-a-dire F¢ 7. La preuve repose
sur le résultat suivant :
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Lemme 2.
Soit Q une formule fermée.

THQ ssi FgQ
Admettons un instant ce lemme et justifions que S est un modele de 7. En effet soit P une formule de 7,
alors bien siir 7 F P donc par le lemme g P. Ceci étant vrai pour toute formule de 7, on a bien F5 7.

Démonstration du lemme. Pour simplifier, et sans perte de généralité, on suppose que la formule Q ne
contient que les connecteurs — et A ainsi que le quantificateur 3. Pour les connecteurs, on renvoie au
chapitre « Quels connecteurs sont utiles ? » afin de se ramener a ces deux connecteurs. Si on a une formule
« Yx P(x) », alors elle équivaut a « =(3x =P (x)) » ce qui permet de transformer tous les quantificateurs
Y en des quantifications 3 (avec des négations en plus).

Démontrons le résultat par induction sur la construction de la formule Q.

» Cas Q est une formule atomique.
Alors Q = P(tq,...,t,) ou P est un prédicat et ty,..., t, des termes fermés. Par construction de S,

ThEP(ty,...,t,) ssi FEgP(ty,...,t,),

donc le lemme est vrai dans ce cas.

e Cas Q=-P.
Par récurrence on suppose le lemme vrai pour P et on veut le prouver pour Q = —P.

THQ

ssi TE-P

ssi non(7 FP) par le Lemme 1, car 7 est compléte

ssi  non(Fg P) par I’hypothése de récurrence

ssi  Fg-P

ssi FgQ

Le point clé est le passage de la deuxieme a la troisiéme ligne qui utilise ’hypothése (ii) 7 compléte
via le Lemme 1.
e Cas Q=P; AP,.
Par récurrence on suppose le lemme valide pour P; et P,.
TEQ
ssi THEPLAP,
ssi (THP, et THP,) par le Lemme 1
ssi (FsP; et FgP,) par I'’hypothése de récurrence
ssi FgPi AP,
ssi FsQ
e Cas Q =3dx P(x).
On suppose le lemme vrai pour P.
— Si T+ Q, cest-a-dire 7 + Ix P(x). Par 'hypothese (iii) sur les témoins de Henkin, on sait qu’il
existe cp € L tel que « (Ix P(x)) — P(cp) » soit une formule de 7. Comme 7 F Ix P(x) et
T [(Elx P(x)) — P(cp)], alors 7+ P(cp). Donc par hypothese de récurrence on a F5 P(cp), et
par définition de la satisfaction pour 3, on en déduit Fg 3x P(x), c'est-a-dire Fg Q.
— SikEg Q, alors g 3x P(x), donc il existe un terme fermé t, dont l'interprétation est t° € E, tel
que F5 P(t). Par hypothese de récurrence on a 7 F P(t). Ainsi par la regle d’introduction de 3
on a bien 7+ 3dx P(x) donc T+ Q.
O
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4. Construction d’une théorie complete

Expliquons comment rendre une théorie compléte en ajoutant des formules.

4.1. Construction

Soit 7 une théorie cohérente sur un langage £. Nous allons construire une théorie 77, sur le méme
langage L, telle que 7 C 7' et T’ est compléte. On va supposer que le langage £ est dénombrable,
donc I'ensemble des formules I'est aussi. Considérons une énumération Py, Py, ... de toutes les formules
fermées de £. On construit 7' comme la limite de (7,),>o définie par récurrence :

s To=T

o — Ths1 =T, U{P,} si cette union est cohérente,

— Tns1 = T U{~P,} sinon.

Enfin on pose T’ =5 Tn-
Proposition 2.
Chaque T, est cohérente et T’ est compleéte.

4.2. Démonstration

Démonstration.

» Montrons par récurrence que les 7, sont cohérentes. C’est vrai pour 7, = 7 par hypothese. Supposons
que ce soit vrai pour 7,. Dans le premier cas, 7,,; = 7, U {P,} est cohérente par construction. Dans
le second cas, 7, U {P,} n’est pas cohérente, donc 7, =P, (Proposition 1). Si 7,1 = T, U {—=P,}
n’était pas cohérente non plus, alors 7, F ~(=P,) donc 7, - P,,. On aurait alors 7, - =P, et 7, - P,,
ce qui contredit I’hypothése de récurrence que 7, est cohérente. Ainsi, dans tous les cas, 7, est
cohérente.

« T’ est cohérente. En effet, sinon on aurait 7'+ 1. Comme une preuve est constituée d’un nombre
fini d’étapes, donc d’'un nombre fini de formules, ces formules sont incluses dans un certain 7,,, pour
n assez grand. On aurait alors 7, - L, ce qui contredit la cohérence de 7,,.

« T’ est complete. En effet, soit Q une formule fermée de £. C’est 'une des P,. Donc, P, € T,.; ou
=P, € Ths1- Ainsi Q ou —Q est un élément de 7'. Par conséquent, 7'+ Q ou 7'+ —Q.

O

Remarque utile pour la suite : si 7 admet des témoins de Henkin, alors 7" aussi. En effet « (3x P(x)) —
P(cp) » est dans T donc dans 7.

5. Construction des témoins

Partons d’une théorie 7 d’un langage £. Nous allons étendre le langage afin d’obtenir une nouvelle
théorie 7" sur un langage £’ qui admet des témoins de Henkin, c’est-a-dire :

«3Ix P(x) — P(cp)» estune formule de 7.
En plus 7’ doit étre cohérente, comme 7.

5.1. Extension du langage et de la théorie

L' sera construit a partir de £ en ajoutant de nouveaux symboles de constantes ¢, ¢, ... Avant de
donner la preuve entiére, voici a quoi correspond I'étape fondamentale.

Soit 7 une théorie cohérente d'un langage £. Soit P une formule de £ ayant x pour seule variable libre.
Soit ¢, un nouveau symbole de constante (qui n’est pas dans £). On note £' = LU {cp}.
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Affirmation. 7/ = 7 U {3x P(x) — P(cp)} est encore cohérente.
On a par construction un témoin de Henkin (juste pour la formule P) et on a conservé la cohérence.

Démonstration. Par I'absurde, si 77 n’est pas cohérente :
TU{3x P(x) = P(cp)t - L
donc 7 F —(3x P(x) — Plcp))
donc 7T F3x P(x) A =P(cp) car (A—-B)=AA-B
donc 7 F3Ix P(x) et TF-P(cp)
donc 7T F3dx P(x) et THVYx —P(x) par la regle d’introduction de V
donc 7T F3x P(x) et TH —|(Elx P(x)) par la négation de V
donc TFHQ et TH=-Q pour Q = Jx P(x)
Ce qui contredit 7 cohérente. Conclusion : 7" est cohérente. Noter I'introduction de V, afin de passer de

«P(cp) » a « Yx—P(x) » qui est 1égitime car la constante ¢, n’apparait pas dans 7. En effet, 7 sont des
formules de £, qui ne contient pas la constante cp. O

On pourrait penser faire ceci a chaque formule Py, P;,... de £, mais ce sera un peu plus délicat que
cela. En effet a chaque étape on augmente le langage, donc il y a de plus en plus de formules ce qui
complique la récurrence.

5.2. Construction

Soit 7 une théorie cohérente d’un langage £. On va construire par récurrence une suite de théories
(Tn)n>o et une suite de langages (£,),>o de la facon suivante :
e Lo=LetTy=T,
e puispourn >0:
— Ly =L,U {CP}P ot 'union porte sur toutes les formules P de £,, ayant une seule variable libre,
— Tor =T, U{3x P(x) > Plcp)} -
Enfin, on pose £’ = - L et 7' = J,50 Tn-

Affirmation. 7’ admet des témoins de Henkin.

Démonstration. Soit P une formule de £’ ayant une seule variable libre x. Elle contient un nombre fini
de symboles de £’, donc pour un n suffisamment grand, P est une formule de £,,. Donc 3x P(x) — P(cp)
est une formule de 7,,,; donc de 7. O

Affirmation. 7' est cohérente.

Démonstration. On va montrer que chaque 7, est cohérente. Cela prouvera que 7’ est cohérente. En
effet si on avait 7’ L, alors une preuve de ceci ne fait intervenir qu’un nombre fini de formules de 77,
qui sont donc toutes incluses dans un 7, pour un n assez grand. Pour ce n, on a 7, F L ce qui contredit
7T, cohérente.

La preuve que les 7,, sont cohérentes se fait par récurrence, sur le méme principe que I'étape fondamentale
expliquée pour une seule formule au début de cette section.

Montrons par récurrence que 7, (pour n > 0) est cohérente. Pour n =0, 7, = 7, alors 7, est cohérente
par hypothese.
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Supposons 7, cohérente et par ’absurde que 7, ne l'est pas :

k
T, U U{Ex Pi(x) = Pi(cp )} F L (avec un nombre fini de P; impliquées dans la preuve)

1=

(3x Pi(x) > Pilep))} F L

1

donc 7;1U{
donc 7T,

1
k
=1
k
F= A\ (3x Pi(x) = P(ep)
i=1

k
donc T,k \/ —|(Elx Pi(x) — Pl-(cpi))

i=1
donc T,k —|(3x Pi(x) — Pj(cpj)) pour un certain j (par le Lemme 1)

donc T, F3x Pj(x) et T, F _'Pj(ij)
donc T, F3x Pj(x) et T,FVx =P;(x) par la regle d’introduction de V
donc 7,k 3x Pi(x) et T+ —=(3x P;(x))

Donc 7, est non cohérente. C’est contradictoire avec 'hypothése de récurrence. Conclusion : 7, est
cohérente.

Noter encore une fois 'introduction de V, afin de passer de « ﬂPj(cpj) » & « Vx =P;j(x) » qui est légitime
car la constante cp, n’apparait pas dans 7,,. O

5.3. Preuve complete du théoréeme

Nous avons donné les détails de la preuve du théoréme de complétude mais un peu dans le désordre.
Voici le plan de la preuve remis dans le bon sens.

» Hypothéses. 7 théorie cohérente, £ langage dénombrable.

« Etape 1 : Ajouter les témoins de Henkin. On renvoie au début de cette section 5. On obtient une
théorie 7’ sur un nouveau langage £’ avec 7 ¢ 7' et £ c £'. T' admet des témoins de Henkin et
reste cohérente. £’ est obtenu a partir de £ en ajoutant un nombre dénombrable de constantes cp,
ainsi £’ reste dénombrable.

« Etape 2 : Rendre la théorie compléte. Voir la section 4. A partir de 77 et £/, on obtient une théorie
T" complete avec 7' C 7”. De plus on préserve les témoins de Henkin (remarque a la fin de la
section 4). Le langage est inchangé, on note £” = £’.

« Etape 3 : Construction du modeéle. C’est la section 3 appliquée & 7" et £”. On obtient un modéle
S” de T” sur £”. Ce modeéle se restreint naturellement en un modeéle S de 7 sur £. En effet, £”
est obtenu a partir de £ en ajoutant des constantes cp. On considere la structure S identique a 8"
sauf que I'on ne donne pas d’interprétation de ces constantes (qui n’existent pas dans £). Soit P
une formule de 7 sur £. C’est donc aussi une formule de 7" sur £”. Comme S” est un modele de
T", alors on a Eg, P. Mais comme P est une formule de £, elle ne contient pas de symboles de ces
constantes supplémentaires, donc on a aussi Fg P. Ainsi, S est un modeéle pour 7.

Ainsi se termine la preuve du théoreme de complétude de Godel. Ce théoreme était le sujet de sa theése,
terminée en 1929 a 'dge de 23 ans et publiée 'année d’apres. Ainsi se termine aussi cette partie sur la
logique du premier ordre. On continue dans la partie suivante avec ce qui a rendu Godel célebre dans le
monde entier bien au-dela des mathématiques : le théoreme d’incomplétude.
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Exercices

Le théoréeme de complétude

Exercice 1. On rappelle les théoremes A et B :

e Théoréme A. Si 7 F Q, alors T+ Q.

e Théoréme B. Si 7 est cohérente, alors 7 admet un modeéle.
On admet le théoreme A. En déduire le théoréme B.

Exercice 2. Une théorie 7 (qui peut contenir une infinité de formules) est dite finiment cohérente si pour
tout sous-ensemble fini I' C T, T" est cohérente.
Montrer qu’une théorie 7 est cohérente si et seulement si elle est finiment cohérente.

Théorie compléte

Exercice 3. Soit £ un langage du premier ordre et soit S une structure pour ce langage. On définit la
théorie de S, notée T(S), comme I'ensemble de toutes les formules fermées P sur £ qui sont vraies dans
S:

T(S)= {P formule fermée | Fg P}
Montrer que 7(S) est une théorie complete.

Exercice 4. Soit 7 une théorie cohérente. Montrer '’équivalence entre :
(i) T est complete,
(ii) pour toute formule fermée Q, si 7 U {Q} est cohérente, alors 7 + Q.

Construction d’'un modéle a partir d’'une théorie complete

Exercice 5. On considere un langage £ sans symbole d’égalité, contenant une constante 0, un symbole
de fonction unaire s, et un prédicat unaire P. Soit 7 une théorie complete sur £ qui contient notamment
les deux axiomes (fomules) suivants :

e A;:P(0)

e Ay:V¥x (P(x) & =P(s(x)))

1. Construire le modeéle S canonique associé a 7 (comme dans la Section 3.2).

2. Construire un modéle S avec la structure de domaine N, ol s(x) correspond a x + 1 (le successeur)
et expliquer a quoi correspond P(x).

Exercice 6. Compléter la preuve du Lemme 2 pour les connecteurs manquants, ainsi que pour le
quantificateur 3, c’est-a-dire pour les formules : Q =P,V Py, Q=P; = Py, Q =P <> Py, Q = Ix P(x).

Construction d’une théorie compléte

Exercice 7. On se place dans le cadre plus simple de la logique propositionnelle. Soit un langage £
contenant seulement les deux variables propositionnelles A et B.

1. Justifier que toute formule est une formule fermée. Donner des exemples de formules.

2. Justifier que construire un modele d’une théorie 7, c’est attribuer une valeur V/F a A et une valeur
V/F a B qui rendent toutes les formules de 7 vraies.

3. Justifier que si 7 admet un modele, alors 7 est cohérente.
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On veut maintenant construire (le début d’) une théorie compléte a partir de 7, = {A}. On considere le
choix suivant pour 'énumération (P,), des formules de £ :

B, AVB, —-A A-—B,
Pour n > 0 on définit :
e Tni1=T,U{P,} sicette union est cohérente,
o Tni1 =T, U{~P,} sinon.
Justifier que 7, est cohérente.

Construire 7y, ..., 7.

La théorie complete 7 = U@O T, prouvera-t-elle AAB?

N o ok

On repart de 7; = {A}, mais cette fois on considere I'énumération :
-B, AVB, -A, A—B,
Construire 77, ..., 7,.

8. La théorie compléte 7/ = U@O 7., sera-t-elle identique a 7 ?

Construction des témoins

Exercice 8. On considere un langage initial £, contenant un unique prédicat unaire P(x), sans constante
ni fonction. Soit la théorie 7, composée des deux axiomes suivants :

Aj :3x P(x) et Ay 1 Ix 2P (x)
1. Justifier que 7, est cohérente (par exemple en construire un modeéle).
2. Le langage £, posséde-t-il des termes clos ? La théorie 7, admet-elle des témoins de Henkin sur £, ?

3. On applique la méthode de Henkin pour les deux formules P(x) et =P(x). On note alors £; =
Lo U{c;, o} le langage étendu par deux constantes c; et c,. Quels axiomes de Henkin a-t-on ajouté ?
Que vaut alors la théorie 77 ?

4. Montrer que 7; prouve P(c;) A (—P(c,)). En déduire que dans tout modele de 7;, l'interprétation de
c; et I'interprétation de c, sont nécessairement deux éléments distincts du domaine.

Exercice 9. Soit £’ une extension d’'un langage £. Soit 7 une théorie sur le langage £’, qui est complete
et qui admet des témoins de Henkin. Soit P(x) une formule du langage initial £ (ayant x pour seule
variable libre).
Montrer que si 7 ne prouve pas Vx P(x), alors il existe une constante de Henkin ¢ du langage £’ telle
que :

T F  =P().
Comment appelle-t-on ¢ en langage courant ?
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Un apercu de
I'incomplétude de Godel

Avant de se lancer dans la construction des outils nécessaires a U'énoncé précis des théorémes de
Godel et a leur preuve, on donne un aper¢u d’ensemble des théorémes d’'incomplétude et du long
chemin pour y parvenir.

1. Enoncés des théoremes

1.1. Enoncé pour I'arithmétique des entiers

Voici une version encore informelle du premier théoréme d’incomplétude.

Théoréme 1.
Dans la théorie des entiers naturels, il existe des formules vraies mais non démontrables.

On note PA la théorie de I'arithmétique des entiers. C’est une liste de formules, appelées axiomes de
Peano (par exemple « x +0 = x » et « x x 0 =0 »). Ils sont construits de sorte que les entiers N satisfont
naturellement ces axiomes.

Godel ne parlait en fait pas de vérité dans son énoncé afin d’éviter les discussions du type paradoxe du
menteur qui affirme « Je suis un menteur ». Il construit plutot une formule G telle que ni G, ni =G n’est
démontrable. On parle alors d’une théorie incompléte (d’ot1 le nom du théoréme).

Maintenant, si on se place sur le modele N des entiers naturels, qui satisfont les axiomes de Peano, alors
soit G est vraie, soit g est vraie, et on a bien 'une des deux formules qui est vraie mais non démontrable.

1.2. Théoreme général

On pourrait penser que cest la faute des axiomes de Peano qui sont mal choisis ou pas assez nombreux.
Mais le théoreme de Godel est en fait plus général.

Théoreme 2.
Toute théorie T cohérente, contenant P.A et ayant des axiomes récursifs est incompléte.

Oublions un moment les hypotheses et revenons a I'arithmétique de Peano. Puisque cette théorie est
incomplete, il existe une formule P, non démontrable dans P.A. Notons 7, = PA et T; = To U {Py} la
nouvelle théorie obtenue en ajoutant a 7, la formule indémontrable P,.

On a maintenant P, démontrable dans 7; : 7; F Py, car P, est 'une des formules de 7;. Malheureuse-
ment la version générale du théoréeme d’incomplétude affirme que cette nouvelle théorie 7; est aussi
incomplete : il existe une formule P; telle que ni Py, ni =P; ne sont démontrables. On pourrait rajouter
P, (ou —P,) afin de construire une théorie 75,... mais on ne fait que repousser le probleme a l'infini.
Ainsi, on aura beau rajouter une a une des formules indémontrables comme axiomes, il existera toujours
des formules indémontrables. C’est 'incomplétude !
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1.3. Notions en jeu

Revenons sur les définitions des termes des hypothéses et de la conclusion.

Complétude.
o Une théorie 7 est ¢’il existe une formule fermée Q telle que :
T ¥ Q@ e T ¥ -Q
 Si on se place dans un de T, cest-a-dire une structure ou toutes les formules de 7 sont

satisfaites, alors dans ce cas, un des énoncés Q ou —Q est vrai mais pas démontrable.

Cohérence.
o Une théorie 7T est s'il existe une formule fermée Q telle que :
T F Q et T F -Q
Elle est dite sinon.

Notez bien que la définition de « incohérente » n’est pas la négation de « incompléte » car la négation
d’un « et » est un « ou ».

Ainsi, une théorie incohérente prouve 7 + (QA—Q) donc 7 F L. Alors par la régle d’explosion, 7+ Q
(quelle que soit la formule Q) donc on a aussi 7+ —Q.

Une théorie incohérente n’a donc pas d’intérét puisqu’elle ne peut pas avoir de modele. En effet, si
elle possédait un modéle, et comme 7 F Q et T + —Q, par le théoreme de validité, alors Q et =Q
devraient étre toutes les deux vraies, ce qui fournit une contradiction.

Autrement dit si 7 admet un modele alors 7 est cohérente.

Contenir P A.

Une théorie est un ensemble de formules, appelées axiomes.

P A est une théorie spécifique dont les formules sont les axiomes de Peano qui modélisent les entiers
naturels N.

L'hypothese « T contient P.A » signifie que tous les axiomes de Peano doivent étre des axiomes de 7.
On dit alors que 7 est « suffisamment riche », c’est-a-dire qu’on doit pouvoir travailler avec les entiers
naturels. C’est une exigence relativement faible!

Axiomes récursifs

L'hypothese que 7 a des axiomes récursifs (le terme courant est « récursivement axiomatisable ») est
plus technique. Cela signifie que I'on doit pouvoir reconnaitre les axiomes.

Plus précisément pour une formule donnée, on doit pouvoir décider par un calcul (ou un algorithme)
si C’est un axiome de 7 ou pas.

Encore une fois, c’est une hypothése raisonnable : pour décider quels théorémes on peut prouver il
faut pouvoir identifier les axiomes qui servent d’hypothése !

1.4. Second théoreme

Théoréme 3.
Une théorie ne peut prouver sa propre cohérence.

Cela signifie concrétement qu’on ne peut espérer vérifier les hypothéses du théoréme d’incomplétude en
restant dans la théorie 7, il faudrait se placer dans un cadre plus large.

Par exemple, on considére généralement que P.A est une théorie qui a un modele. En réalité, on a
accepté implicitement I'existence des entiers naturels N. Pour avoir une construction rigoureuse de N, il
faut se placer dans un cadre plus large, par exemple la théorie ZFC (voir le chapitre « Arithmétiques de
Peano »).
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2. Conséquences

2.1. Conséquences mathématiques

Autour de 1900, Hilbert souhaite définir un cadre rigoureux pour les fondations de la logique. Dans
les années 1800, on a déja formalisé beaucoup de notions mathématiques : les réels, les limites, la
continuité,.. . Il est temps d’aller plus loin et d’axiomatiser complétement les mathématiques.
L'objectif est de faire abstraction du monde physique (la continuité c’est tracer le graphe sans lever le
crayon) et de n’avoir a écrire que des formules logiques. Cependant, on se retrouve vite confronté a des
problemes, comme le paradoxe de Russell : il n’est pas facile de définir ce qu’est un ensemble.
Le premier et le second théoremes de Godel font exploser le programme de Hilbert. Apres Godel, il n’y
a plus aucune chance d’obtenir une axiomatisation parfaite :
» d’une part, si on se place dans une théorie (suffisamment riche et cohérente), il y aura des formules
vraies mais non démontrables,
 en plus on ne peut méme pas prouver que la théorie est cohérente afin de garantir qu’on ne puisse
pas prouver une chose et son contraire.
C’est donc fatal pour le programme de Hilbert.

Malgré ce choc, les théoremes de Godel ont eu des conséquences positives profondes bien au-dela d’'un
résultat concernant un petit cercle de logiciens.

Tout d’abord, les outils développés par Godel sont précurseurs de la théorie de I'informatique. Par
exemple, 'arithmétisation de la syntaxe (coder toute formule par un nombre) est une idée naturelle
dans le monde numérique dans lequel nous vivons aujourd’hui, mais ce n’était pas le cas en 1930.
Plus généralement, Godel s’intéresse a savoir ce qui est calculable, bien avant la notion d’algorithme et
les travaux de Turing (1936) sur un ordinateur théorique, la machine de Turing, et I'indécidabilité.

L’hypothese du continu.

Méme si Godel construit une formule G explicite qui n’est pas démontrable, cette formule a pour seul
intérét de prouver le théoreme.

L est un énoncé beaucoup plus concret qui est, lui aussi, un énoncé indécidable
(ni HC ni =HC ne sont démontrables dans ZFC).

Cela a été prouvé par Cohen (en 1963), résolvant ainsi le premier de la liste des 23 problémes de Hilbert.
Expliquons ce probleme.

» Les ensembles N, Z, Q sont dénombrables (en bijection avec N), ils ont donc le méme cardinal, méme
si ce sont des ensembles infinis. On note ce cardinal X (aleph est la premiére lettre de ’alphabet
hébreu).

« Les ensembles R, [0, 1], R?, C sont indénombrables, on note 2% leur cardinal (voir plus loin pour
I'explication de cette notation).

« Lhypothése du continu affirme qu’il n’y a pas d’autre type d’infini entre X, et 2%,

» Autrement dit, si on note X; le premier type d’infini strictement plus grand que X, alors on a
R, = 2%,

» Cohen prouve donc qu’on ne peut pas répondre a cette question, ce qui fait qu'on peut choisir
d’accepter ou de refuser HC indépendamment du reste.

Revenons sur cette notation 2% pour le cardinal de R.

Pour E, F deux ensembles, on note parfois F£ 'ensemble des fonctions de f : E — F. Cela se justifie par
le fait que si E et F sont finis, le nombre de telles fonctions est Card(F)4(), Par exemple, si F = {0, 1}
et Card(E) = n, alors le nombre de fonctions f : E — {0,1} est 2".

Expliquons comment les réels de [0,1] peuvent étre décrits par des fonctions de N — {0,1}. Pour
x €[0,1], on calcule I’écriture binaire : x =0.100110101...= Z;Zl a,27" ol qa, € {0,1}. C’est comme
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I’écriture décimale a virgule mais avec seulement les chiffres 0 et 1. Ainsi, a chaque écriture binaire, on
peut associer une fonction f : N — {0, 1} définie par f(n) = a,,. Cette correspondance est (a peu pres)
bijective.

Ainsi le cardinal de [0, 1] est celui de {0, 1} qui est 2% (ou1 X, désigne le cardinal de N).

C’est aussi 'occasion de rappeler le théoréeme de Cantor : Card(P(E)) > Card(E) quel que soit 'ensemble
E. 1l est facile de voir que P(N) correspond a {0,1}". En effet, A C N définit naturellement un réel
x =0.0110001... ot on a 1 a la n-éme place exactement lorsque n € A. Ainsi [0, 1] a le méme cardinal
que P(N) : 2% et ce cardinal est strictement plus grand que X,.

2.2. Conséquence philosophique

Les théoréemes d’incomplétude sont parmi les rares résultats mathématiques modernes connus par les
non-mathématiciens pour leur influence sur certains courants de pensée.

Ces théorémes rendent indéniable la différence fondamentale entre ce qui est vrai et ce qui est démon-
trable. Cela renforce le point de vue des platoniciens : la vérité est une réalité absolue, indépendante du
monde qui nous entoure.

Les théorémes de Godel prouvent aussi que les mathématiques ne sont pas qu'un jeu d’écriture sur
des symboles abstraits, en montrant que la syntaxe (ce que I'on peut démontrer) ne correspond pas
forcément a toute la sémantique (ce qui est vrai).

IIs questionnent aussi la différence entre humain et machine. Si 'on modélise une machine par une
théorie (les axiomes correspondant a des instructions), la machine ne pourra pas sortir de son cadre
pour prouver sa propre cohérence. Par exemple, pour la phrase G de Godel, qui dit « Je ne suis pas
démontrable dans P A », il faut se placer dans un cadre plus large, par exemple ZFC, pour pouvoir dire
que cette phrase est vraie. Est-ce qu’'une machine peut englober toute la complexité des raisonnements
humains?

2.3. Ce que ne sont pas les théoremes d’incomplétude

Complétude et incomplétude.

Les théorémes de complétude et les théorémes d’incomplétude sont des théorémes vrais, prouvés par
Godel, et ne sont pas contradictoires.

On rappelle la complétude, pour toute formule Q :

T E QO ssi T F Q

Placons-nous maintenant dans le cadre d’'une théorie 7 = P.A (ou contenant P.A) ayant pour modele N.
Le théoréme d’incomplétude affirme qu'’il existe une formule Q telle que :

T ¥ Q9 et T ¥ =Q

Il concerne des théories spécifiques (modélisant N), alors que la complétude vaut quelle que soit la
structure S.

L'incomplétude alliée a la complétude prouve que Q ne peut étre vraie pour toutes les structures (car
sinon, par la complétude, Q serait démontrable).

Il existe donc des structures S, différentes de N, dans lesquelles Q est fausse (donc on n’a pas 7 F Q)
méme si S satisfait les axiomes de Peano. On parle de modéle non standard des entiers.

Les mathématiques et la logique sont-elles incohérentes ?

Le second théoreéme dit qu'une théorie ne peut prouver sa propre cohérence. Cela signifie qu’en restant
dans le cadre strict de cette théorie, on ne sera jamais s{ir qu'on ne peut pas prouver a la fois une formule
Q et sa négation —Q.
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Cependant, si on se place dans un cadre plus grand, on peut s’en sortir. Par exemple, on prouve la
cohérence de I'arithmétique a partir de la théorie ZFC. Apparait alors un probleme de régression infinie :
on ne peut pas étre stir de la cohérence de ZFC. Il faudrait se placer dans une théorie encore plus
grande...

Il n’y a donc pas de cadre logique unique et universel au fondement des mathématiques. Le consensus
empirique des mathématiques modernes est d’utiliser le cadre ZFC dans lequel personne n’a trouvé
d’incohérence.

3. Plan de travail

Prouver le premier théoréme d’incomplétude est un gros travail, assez technique avec quelques idées
lumineuses (par exemple la fonction 8 qui encode une liste quelconque de nombres avec seulement
deux entiers!). Méme cent ans apres, cela reste difficile a aborder. On ne peut étre qu’admiratif qu'une
seule personne ait fait tout cela.

On présente un par un les prochains chapitres.

3.1. Arithmétique de Peano

On y décrit les 7 axiomes de Peano et le schéma d’axiomes de la récurrence qui régissent le comportement
des entiers naturels. On décrira aussi d’autres théories plus faibles (de Presburger, de Robinson) et une
théorie plus forte, la théorie de Zermelo-Fraenkel éventuellement augmentée de I'axiome du choix ZFC.

3.2. Codage de Godel

C’est la partie « arithmétisation de la syntaxe » : il faut coder chaque formule, et méme chaque preuve,
par un seul entier. On pourra alors donner une preuve informelle, mais qui reste dans l'esprit du premier
théoréme de Godel, par un argument de diagonalisation. On en profitera pour motiver cette méthode
de diagonalisation via le paradoxe de Russell et I'argument diagonal de Cantor.

3.3. Fonctions récursives primitives

Il s’agit d’'un des chapitres techniques. Les fonctions récursives primitives sont les fonctions f : NP — N
« facilement calculables ». Le but est de voir que les opérations sur les formules, par exemple vérifier
qu’'une suite de formules est bien une preuve, sont facilement calculables.

On abordera la construction de preuves a la Hilbert, plus adaptée que les preuves en déduction naturelle
pour un traitement algorithmique.

3.4. Fonctions représentables

Encore un chapitre technique qui fait le passage entre 'univers mathématique des entiers et le langage
L, de I'arithmétique de Peano. On prouvera que toute fonction récursive primitive peut étre traduite
par une formule de £,. On obtient ainsi une formule qui décide si une preuve est valide ou non, ainsi
qu'une formule exprimant si un énoncé est démontrable ou pas. C’est dans ce chapitre qu’on expliquera
la fonction 3 de Godel.
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3.5. Diagonalisation

On y expliquera comment obtenir une formule G qui parle d’elle-méme.
On y parlera aussi du paradoxe du menteur et d'un théoreme de Tarski qui dit qu’il n’existe pas de
formule qui définisse les formules vraies (alors qu’on a vu qu’on sait détecter les formules démontrables).

3.6. Preuve du théoreme d’incomplétude

On énoncera et prouvera le premier théoreme d’incomplétude d’abord dans le cadre de I'arithmétique de
Peano, puis dans le cadre des théories plus larges. La preuve est basée sur le lemme de diagonalisation
afin d’obtenir une phrase qui dit « Je ne suis pas démontrable ».

3.7. Le second théoreme d’incomplétude

On terminera par '’énoncé du second théoreme et on en donnera une preuve sans entrer dans les détails.



Arithmétique de Peano

Nous étudions les axiomes qui définissent Uarithmétique usuelle des entiers naturels.

1. Les entiers naturels

1.1. Axiomatisation

L'ensemble N = {0, 1, 2,...} des entiers naturels nous est familier et on en connait beaucoup de propriétés :
x+0=x, O0+x=x, x+y=y+x,

Mais peut-on dégager ce qui fait la « substantifique moelle » de N ? Quelles sont les propriétés qui jouent
le r6le d’axiomes et quelles sont celles qui peuvent étre démontrées a partir de ces axiomes? On a déja
I'habitude de procéder ainsi pour définir ce qu’est un groupe (G, o) ou un espace vectoriel (E, +,-) par
des définitions axiomatiques.

On va faire cette démarche pour obtenir les axiomes qui définissent I'arithmétique de N. Il y aura sept
axiomes de base (sur I'addition, la multiplication) et une série d’axiomes pour la récurrence : 'ensemble
forme I'arithmétique de Peano.

Qu’est-ce qu'un axiome ? De notre point de vue, un est une formule fermée. Un ensemble
d’axiomes est donc une théorie. Pour un ensemble d’axiomes A et une formule Q, on s’intéresse souvent a
savoir si A F Q. On s'intéresse aussi a I'assertion équivalente suivante (gréce au théoréme de complétude) :
est-ce que A F Q? Mais on va surtout se placer dans une structure S précise et discuter si F5 A implique
Fs Q, Cest-a-dire, si les axiomes sont vrais dans S, est-ce que la formule Q est aussi vraie dans S ? Ainsi,
on va utiliser le terme axiomes plutét que théorie car on ne cherche pas a étudier les propriétés générales
des théories. On va expliciter et fixer un ensemble de formules : les axiomes de 'arithmétique de Peano
qui seront notés P.A. Les entiers naturels N donnent un modele de P.A, c’est-a-dire Fy P.A.

1.2. Lien avec les théoremes d’incomplétude

Les théorémes d’incomplétude de Godel s’appliquent a des théories 7 suffisamment « riches ». Cela
signifie concrétement que la théorie doit contenir les axiomes de Peano (c’est-a-dire P.A C T ; ou doit
pouvoir les démontrer). Au final, demander qu’une théorie contienne ces axiomes n’est quand méme
pas une grande exigence, car il est difficile de faire des mathématiques sans avoir le droit de travailler
avec les entiers.

Les entiers naturels interviendront aussi dans les chapitres suivants car la preuve des théoremes
d’incomplétude repose sur une arithmétisation : chaque symbole, chaque formule, chaque preuve
va étre encodée par un entier de N.
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1.3. Qu’est-ce que N ?

Pour chercher a axiomatiser N, il serait bon de savoir en donner une définition. Malheureusement, ce
n’est pas aussi évident.
» Une premiére approche est de définir un langage £ contenant le symbole de constante 0 et une
fonction « successeur » S qui joue le réle de S(n) = n+ 1. On note alors 1 = 5(0), 2= S(1) = S(5(0)),
3 =5(2)... N est le plus petit ensemble pour lequel c’est possible.
» On peut aussi définir N a partir de la théorie des ensembles : les entiers sont construits a partir de
I'ensemble vide @. On part d’'un langage ol tout objet est un ensemble (voir le chapitre « Variables et
structures »).

0=9

1={z}={0}
2={g,{z}}={0,1}
3=1{v,{o}.{o,{z}}} ={0,1,2}

On définit ainsi S(n) =nuU{n} ={0,1,...,n} désigné par n+ 1.
On exige que 0 et les S(n) soient dans I'ensemble, N est alors le plus petit ensemble pour lequel
c’est possible. On reviendra sur ce point de vue de la théorie des ensembles lorsqu’on discutera de
I'axiomatique ZF.
» N peut aussi étre défini de facon unique dans la logique du second ordre, si on écrit 'axiome de la
récurrence sous la forme :
VP Recpy)
(Le principe de récurrence Recp(,) sera défini plus tard.) Attention, on sort du cadre de la logique du
premier ordre car le « pour tout » ne porte pas sur une variable individuelle, mais sur un sous-ensemble
de formules, ce qui est interdit en logique du premier ordre.
Dans tous les cas, méme si la définition de N n’est pas simple, cela correspond bien a I'ensemble que I'on
connait. Cependant, il existe aussi des modeles non standards, c’est-a-dire des ensembles qui vérifient
les axiomes de Peano mais qui ne sont pas N. On pourrait en construire a la main, mais ce sera aussi
une conséquence du théoreme d’incomplétude.

2. Axiomes de Peano

Les axiomes de Peano sont d’abord une liste de sept axiomes qui définissent 'arithmétique élémentaire,
suivie d'un schéma d’axiomes pour le principe de récurrence.
On considere le langage du premier ordre £, = (0,S, +, x) ou :
0 est un symbole de constante (penser a 0 € N).
e S est une fonction unaire, nommeée (penser a S(x) =x+1).
» + est une fonction binaire (penser a I'addition).
» x est une fonction binaire (penser a la multiplication).
o = est le prédicat d’égalité.
On notera x # y pour —(x = y). On introduira plus loin les symboles < et <.

2.1. Arithmétique élémentaire

Voici les sept axiomes de base :
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e A Vx S(x)#0
e A: Vx (x=0)v(Ey x=5())

s A3 Vx Vy (S(x)=S())—(x=y)
e Ay Vx x+0=x
e As: Vx Vy x+S(y)=S(x+y)

e Ag: Vx xx0=0
e A0 Vx Vy xxS(y)=(xxy)+x

L'ensemble de ces axiomes forme I’ . On ajoutera juste apres les axiomes de
récurrence.
Voici des commentaires pour chacun de ces axiomes et leur interprétation dans N :

Aj; : Un successeur n’est jamais nul. Dans N, on a toujours n+ 1 # 0. C’est important qu’on ne puisse
pas revenir au point de départ, ce qui arriverait par exemple si on cyclait moduloN : 0,1,2,...,N—1,
puis 0.

A, : Tout élément non nul est un successeur. Dans N, si n # 0 alors il existe me Ntel que n=m+ 1.
(En fait «m = n— 1 », mais on n’a pas le droit de faire de soustraction.) Cet axiome est le seul
axiome redondant car il se déduit des autres axiomes et du principe de récurrence (voir les exercices).
Cependant, outre sa justification historique, il s’avérera important pour I'arithmétique Q de Robinson
(voir en fin de chapitre).

As : Les successeurs de x et y sont égaux si et seulement si x et y sont égaux, autrement dit la
fonction S est injective. Avec I'axiome 4,, cela implique qu’en partant de 0, puis 1 = S(0), 2 =S(1)...
on ne crée que des nouveaux éléments. Dans N cela signifie (n+1=m+ 1) — (n = m). Noter que
par définition d’une fonction, on a toujours 'implication : si x = y alors S(x) = S(y).

Ay, @ Ajouter O (a droite) ne change rien. Dans N, n+0 = n. Noter que pour I'arithmétique de Peano on
prouvera que c’est aussi vrai a gauche « 0 + x = x », mais cela nécessite l'utilisation de la récurrence.
On verra que cela devient problématique pour I'arithmétique Q de Robinson (voir en fin de chapitre).
As : Le successeur se comporte bien vis-a-vis de I'addition. Dans N on écrirait n+(m+1) = (n+m)+1,
une conséquence de I'associativité dans N.

Ag : Multiplier par 0 donne 0. Dans N, n x 0 = 0. Ce sera aussi vrai a gauche.

A- : L'addition se comporte bien vis-a-vis de la multiplication. Dans N, n x (m + 1) = (n x m) +n,
une conséquence de la distributivité dans N.

2.2. Axiomes de la récurrence

On ne va pas ajouter un axiome mais une infinité d’axiomes, qu'on appelle un .Mva
y avoir un axiome pour chaque formule P ayant x comme variable libre.

Soit P une formule de £, ayant une variable libre x. On notera P(x) pour signifier la dépendance de P
vis-a-vis de x. Cela permet aussi d’écrire P(y) au lieu de P[y/x].

Le principe de récurrence pour la formule P(x) s’écrit :

Recpy: P0) A [Vx P(x)—-P(S(x)] — Vx P(x)

Dans N, on retrouve le principe de récurrence classique :

si P(0) est vraie (initialisation),
et si P(n) — P(n+ 1) quel que soit n € N (hérédité),
alors P(n) est vraie pour tout n € N (conclusion).

On note :

Rec = {Recp(x) | P formule de £, ayant une variable libre x}
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Rec contient une infinité (dénombrable) de formules.

Définition.
On note PA = {A,..., A7} URec. Ce sont les axiomes de I’

Remarque.
Si on veut étre un peu plus strict sur ’écriture, on peut écrire :

Recpiy:  PLO/x] A (Yy Ply/x]1-P[S(y)/x]) — V¥x P(x)

En plus, si on a d’autres variables libres x4, ..., x,, on note P(x, x1, ..., X,) et on ajoute les quantificateurs
universels au début :

Recp: Vx; ... Vx, [P(O,xl,...,xn)/\[\?’x P(x,xl,...,xn)—>P(S(x),x1,...,xn):|

- Vx P(x,xl,...,xn)]

Cette version est indispensable pour prouver x + y = y + x pour tout x, y en faisant une récurrence sur
X.

2.3. Modeles de P A

Proposition 1.
N est un modéle de P A.

On considere la structure S, qu’on note abusivement N, de domaine N, naturellement associée au langage
Ly (0 est le zéro, + est 'addition, x la multiplication et S(n) = n+1). On a vu dans les commentaires des
axiomes que N vérifie les axiomes de PA, cest-a-dire Fy Ay, ...,Fy A; et, quel que soit P, Fy Recp(y).
Cela prouve la proposition.

Corollaire 1.

P A est cohérente.

On rappelle que cela signifie P.A I L, autrement dit, il n’existe aucune formule Q pour laquelle on a a la
fois PAF Q et PAF —Q. On sait qu'une théorie 7 est cohérente si et seulement si 7 admet un modeéle
(voir le chapitre « Théoréme de complétude »). Comme N est un modeéle de P.A, alors P.A est cohérente.

Cependant, il existe d’autres modéles de P.A, appelés modeles . IIs sont tous infinis et
contiennent N. C’est un point trés intéressant : a la fois notre but est d’axiomatiser N, et effectivement
on a réussi a en formaliser les propriétés essentielles ; mais en méme temps on vient de dire que cela ne
suffit pas a caractériser N de facon unique. C’est un peu paradoxal, mais ce sont ces idées qui font le
cceur de ce livre. En fait, aucune axiomatisation de la logique du premier ordre ne permet de caractériser
N de facon unique.

Avertissement. L'énoncé du premier théoreme d’incomplétude de Godel commence par I'hypothese « Si
PA est cohérente, ... ». Pourquoi cette hypothese, , puisqu’on vient de dire que c’est le cas? En fait,
si on se place uniquement dans le langage £, de 'arithmétique de Peano, on ne peut pas prouver, a
l'intérieur de ce langage, que P.A est cohérente. C’est en fait exactement le second théoréme de Godel,
qui dit qu’aucune théorie (suffisamment riche) ne peut prouver sa propre cohérence.

Ici, on admet que N existe. Ainsi, la théorie PA possede un modele, donc elle est nécessairement
cohérente. Cette certitude quant a la cohérence de P.A repose sur une acceptation méta-mathématique
de l'existence N, c’est-a-dire qu'il faut se placer dans une théorie plus générale (par exemple ZFC) pour
confirmer cette construction.
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3. Propriétés de I'arithmétique de Peano

On a défini un nombre volontairement restreint d’axiomes. Il s’agit maintenant de retrouver les propriétés
arithmétiques usuelles a partir de ces axiomes. On va en prouver trés peu car cela releverait davantage
d’un cours de mathématiques que d’un cours de logique. Surtout, c’est 'occasion idéale pour utiliser un
logiciel de preuve formelle.

3.1. Avec les axiomes de base
Lemme 1.
24+2=4
Eh oui, rien n’est acquis! On n’ose pas appeler cela un « théoreme » et pourtant il faut bien justifier que
PAF «2+2=4»,
Remarque. On note 1 = S(0), 2 = S(1), 3 = S(2), 4 = S(3). Ce sont juste des notations, 1,2,3,4 ne
sont pas des symboles du langage mais des abréviations syntaxiques. Sans elles, il faudrait écrire
S(5(0)) +5(5(0)) = S(S(S(5(0)))).
Démonstration.
2+2=2+5(1) par définition de 2 = S5(1)

=S5(2+1) par As

= 5(2 + S(O)) par définition de 1 = S(0)

=S(S(2+0))  par As

=5(8(2))  par A,

=5(3) par définition de S(2) =3

=4 par définition de S(3) =4

Sans la récurrence, aucune propriété algébrique générale n’est démontrable.

3.2. Avec la récurrence
Lemme 2.
Vx O0+x=x

Cela ressemble a I'axiome A, : « Yx x+0 = x », mais on ne sait pas encore que I'addition est commutative.

Démonstration. Soit la formule P(x): 0+ x = x.
Nous écrivons la preuve par récurrence dans le style mathématique classique :
« Initialisation. P(0) : 0+ 0 = 0. C’est vrai par 4, (c’est le 0 a droite qui s’applique, et pas celui a
gauche!).
» Hérédité. Soit n fixé. On suppose P(n) vraie et on doit démontrer P(S(n)) (I'’équivalent de P(n + 1)).

P(n) est vraie
donc O0+n=n
donc S(0+n)=S(n) car S est une fonction
donc 0+S(n)=S(n) par 'axiome Asg
donc P(S(n)) est vraie.

On a ainsi P(n) — P(S(n)) et si on revient a I'écriture logique dans P.A, on a prouvé P(x) — P(S(x))
quel que soit x.
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« Conclusion. Par le principe de récurrence, ici Recp(y), on en déduit « Yx P(x) », c’est-a-dire « Yx 0+
X =Xx».

O]

Lemme 3.
Vx Vy S(x)+y=S(x+y)

C’est comme I'axiome .45, mais interverti.

Démonstration. Fixons x. Nous allons faire une récurrence sur la variable y. Soit P(y) : S(x)+y =
S(x+y).
o Initialisation. P(0) : S(x)+ 0= S(x) = S(x + 0). C’est vérifié.
» Hérédité. Supposons P(y).
S(x)+y=S(x+y) par hypothese de récurrence
donc S(S(x)+y)=S(S(x+y)) car S est une fonction
donc S(x)+S(y)=S(x+S(y)) par application de As a gauche et a droite
donc P(S(y)) est vraie.
Ainsi, quel que soit y, P(y) — P(S(y)).
» Conclusion. Par le principe de récurrence, on a Yy P(y). Comme c’est valable quel que soit x, on a
bien Vx Vy S(x)+y=S(x+y).
Remarque. Si on voulait étre rigoureux, on devrait noter P(x,y) : S(x) + y = S(x + y) puis prouver
Vx P(x,0), puis Yx Vy P(x,y)— P(x,S(y)), ce qui conduit a Vx Vy P(x,y). O

Lemme 4.
Vx Vy x+y=y+x
C’est la commutativité attendue de I'addition.

Démonstration. Fixons x. Nous allons faire une récurrence sur y. Soit P(y): x+y =y + x.
« Initialisation. P(0) : x + 0 = x (par 'axiome A4) et 0+ x = x (par le Lemme 2). Donc x +0=0+x
est vérifié.
» Hérédité. Supposons P(y) vraie.
X+y=y+x
donc S(x+y)=S(y +x)
donc x+S(y)=S(y)+x par As a gauche et le Lemme 3 a droite
donc P(S(y)) est vraie.

e Conclusion. Quel que soit x : Yy x+y =y +x.

3.3. Autres opérations

» Non-égalité. x # y signifie ~(x = y).

» Inégalité. x < y signifie 32 x +2z = y (on rappelle qu'on modélise les entiers positifs, il faut penser
a z comme un élément de N).

» Inégalité stricte. x < y signifie (x < y) A (x # y).

» Soustraction. Attention, x — y n’est pas une fonction car elle n’est pas toujours bien définie, par
exemple 2 — 3 n’a pas de sens ici. Par contre, pour x < y, on sait qu’il existe z tel que x +z =y, on
pourrait définir y —x = 2.

« Il n’y a pas non plus une division x/y bien définie.
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Il y a maintenant du travail a volonté pour démontrer par exemple :
(x<Y)A(y<z) — x<z

x<y — xXz<LyXzg

3.4. Ensembles définissables

Fixons un langage £ du premier ordre et une structure S associée a £ de domaine E.
Définition.
Un ensemble A C E est s'il existe une formule P(x) de L telle que :

A= {a €E | Fg P(a)}

Autrement dit, A est exactement 'ensemble des a pour lesquels P(a) est vraie.

Exemple.

» L'ensemble des nombres pairs de N est définissable, défini par la formule :
P(x): dy x=y+y
» Dans N, 'ensemble des nombres premiers est définissable par la formule :
P(x): (x#DA[Vy V2 (x=yxz) - (y=DV(@E=1)]
Lorsqu’on travaille formellement dans I'arithmétique de Peano (indépendamment du modéle

N), c’est cette formule qui sert de définition a la notion de nombre premier (avec 'abréviation
1=25(0)).

3.5. Récurrence forte

Dans une démonstration par récurrence classique, on suppose P(n) pour en déduire P(n+ 1). Dans une
récurrence forte, on suppose P(0),P(1),...,P(n) vraies pour en déduire P(n + 1) vraie. C’est parfois
trés utile dans certaines démonstrations.

Voici la formule de la récurrence forte pour P :

RecFp(y) [Vx (Vy y<x—o P(y)) — P(x)] - VYx P(x)
Sur N, c’est bien la traduction de I'idée que I'’hérédité forte [P(0) A --- A P(n—1)] — P(n) entraine
Yn P(n).
L'initialisation est implicite dans cette formule. En prenant x = 0 dans le crochet, le terme de gauche de
I'implication, « Yy y <0 — P(y) », est alors toujours vrai (car aucun y n’est strictement inférieur a 0

dans N) ; donc P(0) doit étre vraie afin que 'implication du crochet soit vraie.
On montrerait en exercice que la récurrence forte est en fait équivalente a la récurrence classique.
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4. Autres arithmétiques

4.1. Arithmétique de Presburger

C’est une arithmétique plus simple que celle de Peano, car sans la multiplication. En effet, le langage
est £ =(0,S,+) et on considere seulement les axiomes A;,..., A5 et Rec. On note PR cette théorie.
Noter que, méme si la multiplication est absente, on peut définir 3x comme x + x + x, en revanche, une
formule « x x y » est interdite.

Théoreme 1.
PR est cohérente et compleéte.

Rappelons ce que cela signifie. Pour n’importe quelle formule Q (fermée) :
e PR est cohérente, donc ne peut pas prouver a la fois Q et Q.
» PR est complete, par conséquent PR prouve Q ou bien PR prouve —Q.
La preuve est assez technique, elle se base sur I'« élimination des quantificateurs ». Il s’agit de transformer
une formule de £ en une formule équivalente sans quantificateur, mais en introduisant une relation
d’équivalence modulo des entiers n. On transforme d’abord les V en 3, car « Vx P(x) » équivaut a
«=(Ix —P(x)) ». Voyons comment éliminer les quantificateurs pour 'exemple de la formule « y est
pair » :
dx y=x+x
c’est-a-dire 3x y = 2x, ce qui équivaut a :
y=0 (mod 2)
Ainsi, a 'aide du modulo, la formule n’a plus de quantificateurs. De facon générale, partant d’une
formule fermée, on obtient une expression algébrique modulo un entier n. La formule est prouvable si et

seulement si cette expression algébrique est satisfaite. Ainsi, une formule est prouvable ou bien c’est sa
négation qui est prouvable.

4.2. Arithmétique Q de Robinson

On va définir une nouvelle axiomatique, avec addition et multiplication mais sans le principe de récurrence.
On note Q la théorie composée des axiomes A, ...,.4, sans ajouter d’axiomes pour la récurrence. Cette
fois 'axiome A, qui affirme que tout élément non nul est un successeur est indispensable.

Théoréme 2.
Q est cohérente mais non compléte.

La théorie Q est cohérente car N en est un modeéle.
Pour démontrer qu’elle n’est pas compleéte, nous allons montrer que la formule :

G: Vx O+x=x

n’est pas démontrable, et =G non plus. (La lettre G est pour « Godel ».)
Il ne faut pas confondre G avec 'axiome A4, « Yx x4+ 0 = x ». Souvenez-vous que pour démontrer G
dans le cadre de 'arithmétique de Peano, on a utilisé la récurrence, ce qui est interdit ici.

Démonstration.
e @ n’est pas prouvable.
Par 'absurde, si =G est prouvable, alors Q - —G. Ainsi, par le théoréeme de validité, on a Q F =G. Or
N vérifie les axiomes de Q, c’est-a-dire Fy O, et donc on doit avoir Fy ~G. Mais dans N, G est vraie,
donc =G est faux. On obtient une contradiction.
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e G n’est pas prouvable.

On va suivre la méme idée que ci-dessus. Il s’agit de trouver un modele de Q dans lequel G est faux.
Bien stir ce modele ne peut pas étre N, puisque dans N, G est vrai.
Soit S la structure de domaine N U {a, b}. a et b sont deux objets nouveaux et distincts, on peut les
considérer comme deux infinis co, et coy.
Pour deux entiers, ’addition est 'addition usuelle et on pose :
—a+0=a
— O+a=b
On a aussi S(a) = a et S(b) = b (dans l'esprit « 00 +1 = 00 »), on n’a pas besoin de définir le détail
des autres opérations pour la suite.
On peut vérifier que tous les axiomes A, ..., .4, sont satisfaits (voir les exercices). Par contre G est
fausse, car 0+ a=b et a # b.
On conclut comme précédemment. Par 'absurde, si Q - G alors Q F G, donc Fg G, donc G est vraie
dans S, ce qui contredit notre construction.

O

Mais alors est-ce la fin de notre histoire ? L'objectif de Godel et de ce livre est d’obtenir un théoréme
d’incomplétude et on vient de trouver une théorie incompléte. A quoi bon continuer ? La raison est
la suivante : si on n’est pas content que Q soit incompléte car on ne sait pas démontrer G (ni =G), on
pourrait tout simplement augmenter la théorie Q en une théorie Q; = QU {G} qui, elle, bien sfir, prouve
G. Le probleme est que Q; non plus n’est pas compleéte. Il existe G; tel que ni Q; F G;, ni 9, F =G, (voir
les exercices). On pourrait alors considérer Q, = Q; U{G;} ... ce qui ne fait que repousser le probléme.
On prend alors conscience qu’il faut un énoncé général afin de justifier qu’on n’obtiendra jamais une
théorie compléte. C’est cela la puissance du théoréme d’incomplétude de Godel : quelle que soit la
théorie, elle sera incomplete, donc ce n’est pas en ajoutant une formule non démontrable qu’on obtiendra
une théorie compléte.

4.3. Axiomatique Z.F et ZFC

La théorie de Zermelo-Fraenkel, notée ZF, est une théorie axiomatique des ensembles qui permet, entre
autres, de fonder I'arithmétique. Le langage est £ = {€} (avec égalité) et tout objet est un ensemble.
Voir le chapitre « Variables et structures » pour une introduction. Ainsi, « x € y » signifie « 'ensemble x
appartient a I'ensemble y ». Par exemple {0,1} € {@, {0}, {1},{o0, 1}}.

C’est une théorie plus moderne et beaucoup plus puissante que I'arithmétique de Peano. Cependant,
nous nous en passerons pour les théoréemes d’incomplétude. Ainsi, la mini-introduction suivante a la
théorie ZF ne sera pas utile pour la suite des chapitres.

On a déja vu comment construire les entiers en partant de 'ensemble vide :

0=02, 1={2}, 2={g{g}}={0,1}, 3={0 {0}, {z,{z}}}=1{0,1,2},
et de facon plus générale S(n) = nuU {n}.
ZF est régie par une liste d’axiomes permettant de manipuler les ensembles. On va en donner la liste
mais pas tous les détails :
» Axiome de ’ensemble vide : il existe un ensemble ne contenant aucun élément.

» Axiome de P'infini : il garantit 'existence d’'un ensemble infini (contenant tous les entiers naturels).
» Axiome d’extensionalité : deux ensembles ayant les mémes éléments sont égaux.

Vx Vy (Vz(zex — z€y) — x:y)

Axiome de fondation : tout ensemble non vide x posséde un élément y qui est disjoint de x. Cela
interdit I'existence de cycles d’appartenance (comme x € x).

Vx#g dyex (yNx=0Q)
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Axiome de la réunion : pour un ensemble x, il existe un ensemble | J, qui est la réunion de tous les
ensembles appartenant a x.

Vx 3y ¥z (z€y < Ft(tex)A(zet))

Par exemple, si x = {{1,2}, {2,3}, {4, 5}}, alors | J, =1{1,2,3,4,5} (1, 2, ... sont considérés comme
des ensembles).

Axiome de la paire : a partir de deux ensembles x et y, il existe un ensemble {x, y} exactement
formé de x et de y.

Exemple : x = {{1,2}, {3}} et y = {3,4}, alors {x,y} = {{{1,2}, {3}}, {3, 4}}. (Ce n’est pas 'union
de x et y.)

Axiome des parties : pour un ensemble x, il existe un ensemble P(x) qui est 'ensemble des parties
de x. Par exemple, si x = {0, 1}, alors P(x) = {@, {0}, {1}, {0, 1}}.

Schéma d’axiomes de compréhension : ils permettent de définir des sous-ensembles a ’aide d'une
formule P : ainsi {x € y | P(x)} est un ensemble.

Schéma d’axiomes de remplacement : il permet de remplacer les éléments d’'un ensemble par
d’autres objets, le résultat reste un ensemble.

Ces axiomes forment la théorie ZF.

On considére souvent en plus I'axiome suivant :

Axiome du choix AC : pour tout ensemble A, il existe une fonction qui a chaque partie non vide de
A, associe un élément de cette partie.

Cet axiome est indépendant de ZF (on ne peut ni le démontrer, ni démontrer sa négation a partir de Z.F)
ce qui fait qu’on peut I'ajouter ou non selon ses besoins quand on est confronté a des ensembles infinis.
Il se retrouve sous des formes différentes (lemme de Zorn, théoréme de Krull), il est indispensable
pour certaines démonstrations classiques (existence de bases dans des espaces vectoriels de dimension
infinie, existence de parties de R non mesurables au sens de Lebesgue) et peut aussi simplifier certaines
démonstrations (théoreme de Hahn-Banach dans le cas dénombrable). Si on décide d’adopter I'axiome
du choix, on note la théorie ZFC. C’est le cadre classique des mathématiques modernes.



Codage de Godel

On transforme les symboles, les formules et méme les preuves en des entiers. On expliquera ensuite
les grandes lignes de la preuve du premier théoréme d’incomplétude.

1. Codage des symboles, formules, preuves

1.1. Motivation

Le but est de coder chaque formule par un entier, afin de permettre un traitement mathématique et
algorithmique. Une analogie parlante se fait avec le code ASCII qui code un caractére par un entier (A’ :
65, ‘B’ : 66, ...). Pour coder un texte (une chaine de caractéres), il suffit de juxtaposer les entiers (‘BAC’ :
66/65/67). Comme un ordinateur ne code pas les entiers par les chiffres de 0 & 9 mais seulement avec
les symboles 0 et 1, nos caractéres ASCII sont écrits sur 8 bits :

A: 01000001
B: 01000010
Z: 01011010

Pour une chaine de caractéres il suffit de juxtaposer les codes de chaque caractere en un seul entier.
‘BAC’ :  010000100100000101000011
Le décodage est facile et commence par séparer le code par paquets de 8 bits.

Il y a une distinction importante a faire entre un nombre et la représentation de ce nombre :

7, VI, sept, 111,, SSSSSSS(0)
sont différentes représentations du méme entier désigné par ‘7’ (ici en chiffres arabes, romains, en toutes
lettres, en écriture binaire et dans le langage £, de I'arithmétique de Peano). C’est une distinction bien
connue en informatique. Il y a un aspect philosophique profond a donner un nom aux choses, méme
si le nom ne change pas la chose elle-méme. Ainsi, tout comme le mot table n’a pas quatre pieds, les
symboles arithmétiques servent uniquement de support formel pour représenter les entiers.
Dans la suite, ce qui est vraiment fondamental c’est 'existence d’un codage et d'un décodage. Les rouages
internes ne sont pas si importants et varient d’un livre a 'autre. De toute facon, on verra que ce codage
est absolument inutilisable en pratique.

1.2. Coder les symboles

On consideére le langage £, = (0, S, +, x) de la logique du premier ordre pour 'arithmétique de Peano. Il
faut coder les symboles du langage, les connecteurs, les quantificateurs et les variables (x;);>1.
On choisit (arbitrairement) le codage suivant (voir le livre de Peter Smith) :
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- AV - o VYV I = ([ ) 0 S + x
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27
x1/x  Xxo/y X3/z x4 0 X

2 4 6 8 -+ 2

Par exemple, le code du symbole « 3 » est ¢ = 13. Le symbole du code ¢ = 21 est « 0 » (la constante zéro
du langage). La variable x; est codée par I'entier 2i.
Pour décoder un code, il suffit de lire le tableau de bas en haut :
* sic est impair, chercher a quel symbole il correspond,
* si c est pair, le symbole est la variable x, ;.
Remarques :
 Pour certaines preuves on peut limiter le nombre de connecteurs, par exemple a (-, —, V) ou bien a
(=, Vv, V).
o Il est important pour le décodage de ne pas avoir de code qui vaut 0.

1.3. Coder une formule

On considere un mot du langage £, c’est donc une suite finie de symboles. Cela peut étre une formule
« YS(x) = y » ou une suite de symboles qui n’a pas de sens « S(V) — = x 0 ».

On va noter ¢y, ¢y, C3, ... les codes des symboles de ce mot (lu de gauche a droite). Ces codes seront les
exposants dans un produit de nombres premiers :

21 x 3% x 5% x ...
On note 7w, =2, m, =3, m3 =5,... la suite ordonnée des nombres premiers. On peut ainsi formaliser
notre construction :
e On part d'un mot (ou d’'une formule) P qui est une suite de symboles a;,a,,...,q; de L.
« A chaque symbole q;, on associe son code c;.
e Le n(P) de la formule P est :

_| | Ci
n= 7'Ci

[
i=1

Remarques. C’est généralement un tres grand nombre. Cela s’applique aussi a un mot quelconque de L,
méme si ce n’est pas une formule.

Exemple.
o P <<—|(x:0)>>
- [aly"')aG:l = [_lj(,x’ZJO’)]
— [egyennscs]=1[1,17,2,15,21,19]
— n(P)=2"-3.5%.7%.1121 . 13"
 «2» nexiste pas dans £, son écriture dans £ est « SSO » dont le nombre de Godel est 223 -323.521,

1.4. Décoder

Le décodage est basé sur la décomposition en facteurs premiers des entiers (aussi appelé le principe
fondamental de I'arithmétique) et en particulier sur I'unicité de cette décomposition.

Théoreme 1.

Pour tout entier n > 1, il existe un entier | > 1 et des entiers aq,...,a; > 0 tels que :

— 0‘1>< azx x a
Tl—TCl ’/Tz ’}'Cl
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De plus, les a; sont uniques.

Ainsi, pour décoder un nombre de Godel n, c’est-a-dire retrouver la formule encodée, on commence par
décomposer n en produit de facteurs premiers. Les exposants cy,...,c; sont les codes qui redonnent un
a un les symboles de la formule.
Il n’y a qu'une seule facon de décoder un nombre. D’un point de vue mathématique, cela signifie que le
codage est injectif :

Si n(P)=n(Q) alors P=Q.

Exemple.
n=35872267500
« Décomposition en facteurs premiers : n = 22 x 31° x 5%,
 Les exposants donnent les codes [2,15,4].
» Chaque code se décode en un symbole [x,=, y].
e La formule de n est donc « x = y ».

1.5. Coder les preuves

On souhaite aussi coder une preuve entiere par un seul entier. Une preuve est ici une suite finie de
formules (Py, P, ..., P). Comment coder une preuve ? Chaque P; est codée par son nombre de Godel
n; = n(P;) Ensuite, on associe a la preuve son :

N:2n1.3n2...ﬂ;zL

c’est-a-dire :

N = l_[ n;l(Pj)

Jj=1

Remarques :
o C’est un nombre trés trés grand. On ne le calculera jamais en pratique.
» On ne mélangera jamais les nombres de Godel et les super-nombres de Godel. Ce sont deux codages
distincts. On saura au préalable si un entier donné désigne un nombre de Gédel ou un super-nombre
de Godel.

Comment décoder un super-nombre de Godel ?
» On décompose N en produit de facteurs premiers.
» On en extrait la liste des exposants (ny,...,ny).
* On décode chaque nombre de Godel n;, en une formule P;.
» On obtient la liste de formules (P,...,P.).
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2. Algorithme de décodage

Nous avons réussi a coder les symboles, les formules, les preuves par des entiers. Il va falloir montrer que
les opérations associées sur les entiers sont « suffisamment simples », ce qui correspondra a la notion
de fonction récursive primitive discutée dans les chapitres suivants. Pour I'instant on va aborder cette
problématique d’un point de vue algorithmique, afin de mieux appréhender le travail futur.

On commence par les opérations de codage/décodage. Que ces opérations soient « suffisamment simples »
signifie qu’on peut les programmer en utilisant uniquement des boucles « pour » (for) bornées (le nombre
d’itérations est borné en fonction de 'entrée). Cela signifie qu’on s’interdit les boucles « tant que » (while)
pour lesquelles on ne sait pas a 'avance quand sera atteinte la condition d’arrét.

2.1. Décoder le code d’un symbole

Il est facile d’écrire un algorithme decode_code_symbole(c) qui en entrée recoit un entier ¢ (le
code valide d’'un symbole) et qui en sortie renvoie le symbole a € £, correspondant (voir la section
précédente). Il n’y a méme pas besoin d'une boucle « pour ».

Algorithme (decode_code_symbole(c)).
+ — Entrée : ¢ un entier.
— Sortie : a un symbole de L.
e Sic=1,a «»,
e Sic=3,a« «An».

. SiC:27,a(—«X>>,
* Sic est pair, a < x./;.
« Renvoyer a.

2.2. Décoder un nombre de Godel

Lemme 1.
Soitn=mn{"x---xmlaveca; 21 (i=1,...,1).
e [ <logy(n)<n

e a;<log,(n)<n (i=1,...,D)

Démonstration. On rappelle que par définition log,(2") = n. Comme 2" > n alors n > log,(n).
. nzn?l---nf” >y X X > 2l donc log,(n) > L.

e n= n‘lxl ---n?l > n?i > 2% donc log,(n) > a;.

O]

La boucle de I'algorithme suivant est bornée par K = |log,(n)]. Le lecteur pointilleux qui considere que
calculer log,(n) est une opération compliquée remplacera log,(n) par n.

Algorithme (decode_nombre_godel(n)).
e — Entrée : n un nombre de Godel.
— Sortie : un mot/formule [ag,...,q].
e liste« [ ] (liste vide).
e Pour k allant de 1 a K = |log,(n)] :
¢ <« exposant(n, my)
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Sic > 0, ajouter decode_code_symbole(c) a liste.
e Renvoyer liste.

On laisse au lecteur le soin d’écrire I'algorithme de décodage d’un super-nombre de Gédel N.

2.3. Nombres premiers

On s’autorise les opérations arithmétiques de base +, —, x, /. Cependant, il faut s’assurer que les
opérations sur les nombres premiers sont faciles a réaliser.

Tout d’abord, le test de divisibilité est_divisible(n,d) qui décide si d divise n serait facile a pro-
grammer avec une boucle « tant que ». Voici 'algorithme avec une boucle « pour ».

Algorithme (est_divisible(n,d)).
e — Entrée : deux entiers n, d.
— Sortie : Vrai ssi d divise n.
e Pouriallantdelan:
ne«—n—d
Si n =0, renvoyer Vrai (et terminer la boucle).
Si n < 0, renvoyer Faux (et terminer la boucle).

On en déduit un algorithme est_premier (n) qui renvoie Vrai lorsque n est un nombre premier et Faux
sinon, en testant s’il existe un diviseur d parmi 2,3,...,n—1.

Ensuite, on sait récupérer 'exposant de p dans la décomposition d’un entier n en facteurs premiers. Par
exemple exposant (293b5¢ 3) est b.

Algorithme (exposant (n,p)).
o« — Entrée : n un entier, p un nombre premier.
— Sortie : 'exposant e de p dans n.
e e« 0.
e Pour k allant de 1 a K = |log,(n)] :
Siest_divisible(n, p):
e—e+1
nen/p
Sinon quitter la boucle.
+ Renvoyer e.

Enfin, on a partout utilisé la liste ©; = 2, w5, = 3,... de tous les nombres premiers. Il faut vérifier qu’on sait
calculer cette liste aussi loin que nécessaire. On programme une fonction prochain_premier(n) qui
renvoie le premier nombre premier plus grand que n. Le postulat de Bertrand (prouvé par Tchebychev)
affirme qu’il existe toujours un nombre premier entre n et 2n. Il suffit donc de tester la primalité de
n+1,...,2n. On obtient alors facilement une fonction 1iste_premiers(K) qui renvoie la liste de tous
les nombres premiers inférieurs a K.
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3. Opérations sur les formules

Nous allons maintenant justifier qu’a partir d'un nombre de Godel n, on peut « facilement » dire si la
formule correspondante vérifie une propriété. Par exemple, la formule est-elle bien définie ? Est-elle une
formule fermée ? Est-elle réduite a une variable ? Et pour un super-nombre de Godel N : encode-t-il une
preuve correcte ?

3.1. Formules

e est_variable(n) teste si la formule de nombre de Godel n est une des variables x;.

» est_terme(n) teste si la formule de nombre de Gbdel n est un terme de £,. On rappelle que les
termes sont la constante 0, les variables x; et si t; et t, sont des termes alors S(t;), t; +tq, t; X ty
sont aussi des termes.

e est_formule(n) renvoie Vrai lorsque n encode une formule valide du langage £, (« x =V » n’est
pas valide par exemple).

e est_formule_fermee(n) renvoie Vrai si n encode une formule sans variable libre.

Voici par exemple 'algorithme pour tester si n encode un terme de L.
Algorithme est_terme(n) :

« — Entrée : un entier n.

— Sortie : Vrai ssi n encode un terme de L.

e P« decode_nombre_godel(n)

e Si P = «0», renvoyer Vrai

» Si P est une variable, renvoyer Vrai

e Si P s’écrit « S(t) », renvoyer est_terme (t)

e Si P s’écrit « t; + t, », renvoyer est_terme(t_1) ET est_terme(t_2)

e Si P sécrit « t; X t, », renvoyer est_terme(t_1) ET est_terme(t_2)

e Sinon, renvoyer Faux

C’est une fonction récursive, dont la profondeur est inférieure a la longueur de P, donc inférieure a
log,(n). On pourrait en écrire un algorithme avec des boucles en utilisant des piles.

3.2. Preuve

Il est fondamental qu’on sache décider efficacement si une preuve donnée est valide ou pas. C’est le role
de la fonction est_preuve (N,n).

» Soit N super-nombre de Godel représentant une suite de formules Py, ..., P;.
 Soit n un nombre de Godel représentant une formule Q.
» La fonction est_preuve (N,n) renvoie Vrai ssi P, = Q et que Py,...,P; forment une preuve (une

suite de formules obtenues par les régles d’inférence).

P1

PL—l

F | PL=2
Ici il est plus facile de supposer que les preuves sont écrites dans le systéme de Hilbert, dans lequel on a
des axiomes et des regles d'inférence de la forme P, — P,. Il n’y a pas d’hypotheses, ni sous-hypothéses,
comme dans nos preuves en déduction naturelle. Pour obtenir P + Q on prouve en fait P — Q.
Ainsi, on vérifie facilement :
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* 50it P; est un axiome,
« soit P; se déduit de P, et P, avec a,b < i ou P, est de la forme P, — P;.
e SiPy,...,P; forment une preuve valide et que P; = Q alors on renvoie Vrai.

3.3. Valeur entiere vs numeéral

On revient sur la différence entre un nombre et 'écriture de ce nombre, avec deux nouvelles notations :
e "P7:le nombre de Godel de P,
e le n : c’est I'écriture d’'un entier n dans le langage £,,.

P n="p" n=rp?
«—> —>
formule de £, nombre de Godel, dans N numéral de n, dans £,

Exemple :

P:x=0 ¢—> n="P'=27-3".5" > n="P'= §5...5§ 0
——
n occurrences

On écrira souvent Q(n), au lieu de Q(n) car il ne peut pas y avoir de confusion. Ainsi, lorsque I'on écrit
«est_formule(n) », si 'on veut vraiment un algorithme dans le langage £, n doit étre écrit sous la
forme du numéral n =SS...S0.

3.4. Concaténation

Deux formules (ou mots) P et Q juxtaposées donnent la P x Q. Par exemple « S(x) » *
«+» % « y » donne « S(x) + y ». Cette opération semble immédiate, cependant elle est plus délicate a
écrire lorsque nos formules sont représentées par des entiers :

e MS(x)7=24.3b.5¢.7d

° r+1 — 26

. l_y‘l — 2f

o TS(x)+y =29.3b.5¢.74.171¢.13f

. [ Q; R = 4 B; .

Formellement, sin=[],_, n;" etm=]];,_, m;” alors:

l/
_ B;
n*m—nxl |7T].+l
j=1

3.5. Substitution

Considérons une formule P de variable libre x, que 'on note généralement P(x). Quand on écrit P(n)
c’est en fait la substitution P[n/x]. Il faut maintenant écrire cela dans le langage L, c’est-a-dire qu’il
nous faut une fonction substitution("P7, "x7, n) qui renvoie "P(n)”, le nombre de Godel de la
substitution.

Exemple.

e P(x):«y=x+0», de nombre de Godel "P(x)"=2"-3"-5"-77- 11",
P(2) : «y =2+ 0 », mais « 2 » n’est pas un symbole du langage, il faut écrire 2 = SS0.
Ainsi, P(2) : « y =SS0+ 0 », c’est bien une formule de £,.
rp(2)'=2"-3".5".77.11"-13" .17 est le nombre de Godel de la substitution.

Il ne reste plus qu’a transformer "P(2)™ en son numéral "P(2).

C’est un bon exercice, pas trop difficile, d’écrire I'algorithme de substitution en utilisant la concaténation.
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4. Preuve du théoréeme d’incomplétude par diagonalisation

4.1. Le paradoxe de Russell

Nous allons donner 'idée générale de la preuve du premier théoreme d’incomplétude. La preuve repose
sur le principe de diagonalisation qui prend ici la forme d’auto-référencement, c’est-a-dire une formule
qui parle d’elle-méme. On commence par une petite analogie avec le paradoxe de Russell, popularisé
sous la forme de I’énigme suivante :

Dans un village, le barbier rase tous les hommes qui ne se rasent pas eux-mémes, et seulement
ceux-la. Qui rase le barbier ?
Si on suppose que le barbier ne se rase pas lui-méme, alors le barbier se rase lui-méme. Et 'l se rase
lui-méme, il ne doit pas se raser lui-méme. C’est inextricable !

La version suivante a servi a Russell pour justifier qu’il ne peut pas exister un ensemble contenant tous
les ensembles. Si un tel ensemble £ existait, on pourrait considérer :

y={xe&|x¢x}
Question : Est-ceque y € y ?
Remarque : y est bien un ensemble de &, car £ contient tous les ensembles.
e Si y €y alors par définitionde y, y ¢ y.
e Si y ¢ y alors par définitionde y, y € y.
On obtient une contradiction, aussi 'ensemble de tous les ensembles ne peut pas exister.

4.2. La diagonalisation et la formule de Godel

Formule de départ.
Voici la formule que 1'on va étudier :

P(x) : «La formule obtenue a partir de la formule de nombre de Godel x,
en y substituant sa variable libre par x, est non démontrable. »

Bien sfir, dans les chapitres suivants on écrira cette formule de fagon purement mathématique.
Pour I'instant, remarquons :
» Pour un entier n, on sait qu’il peut étre vu comme le nombre de Godel d'une formule Q que I'on
saurait retrouver (voir les sections précédentes).
« Sicette formule Q posséde une variable libre, par exemple Q(y), alors on peut effectuer la substitution
Q[n/y], notée Q(n).
 Enfin, pour un n donné on peut discuter si la formule fermée Q(n) est démontrable ou pas.
Il faut maintenant justifier que cette formule P(x) est bien une formule de notre langage £,. On a vu que
«est_formule() » et «est_preuve () » sont des algorithmes faciles, ce qui signifie qu’ils pourraient
s’exprimer dans le langage £, de I'arithmétique de Peano. Mais qu’en est-il de I'affirmation « cette
formule est démontrable » ?
On peut définir :
est_demontrable(n) ssi 3N est_preuve(N, n).
Le probleme principal, d’'un point de vue algorithmique, est qu’on n’a pas de borne a priori sur le N,
donc un algorithme correspondant utiliserait une boucle « tant que » afin de tester N =1, N =2, ...
Si la formule est démontrable, I'algorithme finit par s’arréter, mais ce n’est pas le cas si elle est non
démontrable. C’est donc un mauvais algorithme de notre point de vue.
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En revanche; « 3N est_preuve (N, n) » est bien une formule de notre langage du premier ordre. Ainsi,
« cette formule n’est pas démontrable » est bien une formule de £,. Ce qui fait de P(x), avec x comme
variable libre, une formule de £,.

Diagonalisation.
Comme P(x) est une formule de £, elle admet un nombre de Gédel. Notons :
n="pP(x)"
le nombre de Godel de la formule P.
La formule de Godel est alors définie ainsi :
G="P(n)

C’est donc la formule P évaluée en son propre nombre de Godel, autrement dit :

G=P("PY)

Le théoréme d’incomplétude.
Avec cette formulation encore informelle, voici le théoreme d’incomplétude et sa preuve.

Théoreme 2.
Il existe des formules vraies et non démontrables.

Nous allons montrer que G est une telle formule. Tout d’abord, G dit « la formule obtenue a partir de la
formule de nombre de Gédel n, en y substituant sa variable libre par n, est non démontrable ». Mais la
partie « la formule obtenue a partir de la formule de nombre de Godel n, en y substituant sa variable
libre par n » désigne exactement la formule P évaluée en n, c’est-a-dire G = P(n), car n est le nombre
de Godel de P. Ainsi, la phrase G dit exactement « G n’est pas démontrable ».

Démonstration.
 Par I'absurde, supposons G fausse. Alors =G est vraie, ce qui signifie « G est démontrable ». Mais par
le théoréme de validité : si G est démontrable alors G est vraie. Contradiction.
« Ainsi, G est vraie, mais alors cela signifie « G n’est pas démontrable ».
e Conclusion : G est vraie, mais n’est pas démontrable.

4.3. La diagonale de Cantor

Pourquoi le procédé expliqué ci-dessus s’appelle un procédé de diagonalisation ? C’est facile a comprendre
sur le schéma ci-dessous. On a des formules P (ou P(x)) qui, on I'a vu, sont indexées par des entiers de
N (leur nombre de Godel). Et on a des entiers n € N qui jouent le réle de x dans I’évaluation. La phrase
de Godel G est 'application de la formule P exactement en n ="P7.

nentier N
joue le réle de x 1
diagonale

évaluation d’une formule
sur son nombre de Godel

» N
P(x) formule
indexée par son nombre de Godel
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D’ou vient cette idée de la diagonalisation ? Elle est déja présente dans le paradoxe de Russell ot la
question « Est-ce que x € y ? » donne sur la diagonale « Est-ce que y € y ? ». Cette méthode a surtout été
utilisée par Cantor pour prouver que 'ensemble des réels n’est pas dénombrable. Etudions sa preuve.

Théoreme 3.
R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Supposons par 'absurde que ’ensemble des réels [0, 1[ soit un ensemble dénombrable,
c’est-a-dire en bijection avec N. En termes plus familiers, cela signifie que tous les réels de [0, 1[ peuvent
étre numérotés xg, X, Xo, ... cest-a-dire [0, 1[= {x; }ren-

On écrit chaque réel de [0, 1[ par son écriture décimale, par exemple

xo=0.189335...
x; =0.772 004...
X5 =0.191542...
x5 =0.053 477...

Cette écriture décimale est unique si on s’interdit I'écriture avec une infinité de 9 a la fin. Par exemple
pour x = 0.123 999 999... on choisit I'écriture x = 0.124 000 000... On remplit un tableau avec les
décimales de tous les (x)x>o (sans le 0 avant la virgule).

x3/0 5 3 4 7 7 05 3 17 7

X1 9 1 5 4 2 1 9 2 5 4 2

x2 |7 7 2 0 0 4 7 1 2 0 0 4

x,|1 8 9 3 3 5 2 8 9 3 3 5
Décimales

Ensuite, on change le chiffre numéro k de x; selon la régle suivante :

« si ce chiffre est 1, on le change en 2,

« et si ce chiffre est différent de 1, on le change en 1.
Avec ce procédé on peut lire les décimales d’un nouveau réel x’ € [0, 1[ sur la diagonale. Sur notre
dessin ce serait x’ =0.2121...
Mais par construction x’ ne peut pas étre 'un des x; car x’ et x; ont leur décimale numéro k distincte.
C’est une contradiction car {x; };ey devait énumérer tous les réels de [0, 1[. Conclusion : [0, 1[ n’est pas
dénombrable et par conséquent R non plus. O



Fonctions récursives primitives

Nous définissons et étudions les fonctions qui expriment les calculs « faciles » de Uarithmétique.

Dans ce chapitre, notre point de vue est sémantique, c’est-a-dire qu’on va étudier des objets de la
« réalité » : les entiers, les nombres premiers, I'addition, ...

Dans le chapitre suivant, nous ferons le lien avec le langage £, de 'arithmétique de Peano, qui sera
le point de vue syntaxique ou tout s’exprime par des suites de symboles. Le lien entre les deux sera
le théoréme de représentabilité : tout ce qui est vrai pour les fonctions récursives primitives peut étre
prouvé dans le langage de 'arithmétique de Peano.

1. Les fonctions récursives primitives

Les fonctions récursives primitives sont les fonctions qui sont « faciles a calculer » au sens du chapitre
précédent, c’est-a-dire qu'on peut en calculer les valeurs a I'aide d’'un algorithme n’utilisant que des
boucles « pour ».

Ce sont des fonctions f : N’ — N. Elles sont définies a partir de trois fonctions de base et deux opérations
élémentaires. Cependant, cet ensemble contient toutes les fonctions et opérations usuelles sur les entiers :
addition, multiplication, puissance, ...

1.1. Définition

On note 7, = {f : N’ > N} et F = Up21 F,. On rappelle que N’ = N x --- x N. On notera souvent le
p-uplet (xy,...,x,) € NP par x. Les éléments de F sont donc des fonctions de p variables (ou p peut
varier d’une fonction a l'autre).
La définition des fonctions récursives repose sur trois fonctions de base et deux opérations.
Fonctions de base

 Z :la fonction nulle

Z:N—N
x+—0
S :la fonction successeur
S:N—N
x—x+1
. Pl.p : les projections (pour 1 <i < p).
P/ :NP—N
(X150005Xp) — X;

Opération de composition
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» Données: fi,...,f; : NP > Net g :NT - N.
« Composition : la fonction g(fi,..., f;) : NP — N définie par

X = g(fl(x)z* . ':fq(x))

Opération de récurrence
» Données :
— ¢:NP >N (initialisation)
— h:NP*2 5 N  (étape de récurrence)
« Nouvelle fonction f : NP*! — N définie par :

fx,0)=g(x) et f(xy+1)=h(xy,f(xYy))

Il faut y voir une récurrence comme pour toute suite définie par une initialisation u, et une relation
up4+1 = h(n,u,). La récurrence se fait sur la derniere variable (ici y).

Définition.
L'ensemble PR des est le plus petit ensemble de F qui contient Z, S, Pl.p
(pour tout p > 1, 1 <i < p) et qui est stable pour les opérations de composition et de récurrence.

Que signifie « étre stable »? Par exemple, pour la composition, si fi,...,f, € PR et g € PR, alors la
composée g(fy,..., fy) est encore dans PR. Idem pour 'opération de récurrence.

Note. Le terme « récursive primitive » est mal choisi, mais c’est la terminologie usuelle. Un nom plus
évocateur serait celui de fonction « facilement calculable », mais ce terme est utilisé dans d’autres
situations.

1.2. Premiers exemples

(a) Fonctions constantes N —» N

Les fonctions constantes f : N — N sont récursives primitives. On le sait pour la fonction nulle Z. Pour la
constante 1, on calcule S(Z(x)) =S(0) =1, donc f =S o Z est récursive primitive comme composée de
deux fonctions de base. Plus généralement, x — k est dans PR (par k compositions de S appliquées a Z).

(b) Fonctions constantes N*> — N
Soit k € N un entier fixé. On définit :

« initialisation : g : N — N, la fonction constante égale a k, qui est dans PR.

o étape de récurrence : h : N® — N définie par h(x, y,z) = z. C’est la projection P2, donc elle est

récursive primitive.

L’opération de récurrence construit la fonction f : N> — N appartenant a PR telle que f(x,0) = k et
f(x,y +1) = f(x,y). Par récurrence sur y, f(x,y) = k pour tout y. Donc f : N> - N, (x,y) — k est
récursive primitive.

On prouverait, par récurrence sur p, que toute fonction constante f : N’ — N est récursive primitive.

(c) Opérations arithmétiques élémentaires

Proposition 1.

Les fonctions suivantes sont récursives primitives :
o laddition : N> - N, (x,y)— x+y
o la multiplication : N> - N, (x,y) = x x y
o lexponentiation : N> - N, (x,y) — x”

Démonstration.
o L’addition vérifie la relation de récurrence : x + (y + 1) = (x + y) + 1. Ainsi on pose I'initialisation
g : N — N définie par g(x) = x (en fait g(x) = Pl1 (x) = x est donc récursive primitive). Ensuite on
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pose h : N® — N définie par h(x, y,z) = S(z) (en fait h = S o P2, donc h est récursive primitive). Par
Popération de récurrence on obtient f : N> — N récursive primitive.
Vérifions que f(x,y) = x + y. On fixe x et on fait une récurrence sur y.
— Pour y =0, f(x,0)=g(x)=x=x+0.
— Supposons f(x,y)=x+y. Alors :
flo,y+D)=h(x,y,f,y) =S, y)=fl,y)+1=(x+y)+1=x+(y+1)
On a prouvé par récurrence sur y que pour tout x, y, f(x,y) = x+y. On savait que f était récursive
primitive, donc I'addition I'est aussi.
 Pour la multiplication, on utilise la relation x x (y +1) = x x y + x. Ce sera a faire dans les exercices.

» L'exponentiation est aussi a faire dans les exercices.
O

(d) La soustraction entiere

Proposition 2.
 La fonction prédécesseur prec : N — N,

x—1 six>1
prec(x) = )
0 stx=0

est récursive primitive.

e La N2 > N, (x,y) — x = y est aussi récursive primitive.
. X—y Six=>y
x= y= )
0 sinon
Démonstration.

 La fonction prec : N — N vérifie la relation de récurrence suivante : prec(0) = 0, et pour y > 0,
prec(y + 1) = y. Cela en fait intuitivement une fonction récursive primitive. Mais techniquement
c’est un peu plus compliqué car I'opération de récurrence fournit une fonction f : N°*! — N. On
procede ainsi :

— g(x)=Z(x) =0 est dans PR.

— h(x,y,2) =P;(x,y,z) =y est aussi dans PR.

Donc f : N2 — N définie par f(x,0) = 0 et qui vérifie f(x,y + 1) =h(x,y, f(x,y)) = y est dans PR.
Ainsi f (x, y) est récursive primitive.

Note : f(x,y) est une fonction de deux variables ot la variable x ne sert a rien. On s’en débarrasse
par la composition suivante : prec : N — N, définie par prec(y) = f(P{(¥),P{(¥)) = f(y,y) qui est
donc bien récursive primitive.

» La soustraction entiére vérifie la relation de récurrence : x =~ 0 =x et x = (y + 1) = prec(x = y).
On pose g(x) = P}(x) = x et h(x, y,z) = prec(P3(x, y,2)) = prec(z). Puisque g et h sont récursives
primitives, par I'opération de récurrence, on obtient une fonction f : N> — N récursive primitive qui
vérifie f(x,y)=x= y.

[

1.3. Remarques

 Autre définition de PR. On peut aussi définir 'ensemble des fonctions récursives primitives « par le
bas ».

PRy ={Z,S} U{P{})>11<icp
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PR,,, = PR, U {fonctions obtenues par opération de composition a partir de PR, }

U {fonctions obtenues par opération de récurrence a partir de PR,,}
Et alors PR = J,» o PR,.

o Variables. On peut permuter les variables comme on veut. Par exemple, si f : N> - N, (x, y) — f(x,y)
est récursive primitive, alors (x,y) — f(y,x) est aussi récursive primitive. En effet, f(y,x) =
f (Pzz(x, ¥), Plz(x, ¥)). Ainsi, on utilise souvent les variables x, y,z directement et dans 'ordre que
'on veut.

o Fonctions f : N’ — N. Les éléments de N? sont des p-uplets (x, ... ,Xp). Pour p =0, N est constitué
d’un seul 0-uplet noté (). Ainsi N° = {()} et une fonction f : N° — N n’a qu’une seule valeur (car il y
a un seul élément dans son ensemble de départ), c’est donc une fonction constante.

Pour l'instant nous avions exclu ce cas p = 0. Mais cela peut étre utile de I'autoriser et d’ajouter par
convention que les fonctions f : N° — N sont récursives primitives (elles sont considérées comme des
constantes).

Cette convention permet d’utiliser 'opération de récurrence avec p = 0. Cela simplifie la preuve
que la fonction prec est récursive primitive (en effet, dans la preuve, la variable x était inutile). On
renvoie aux exercices pour montrer que n! est récursive primitive avec cette méthode.

1.4. Algorithmes

Faisons le lien avec le chapitre précédent. Si f : N’ — N est une fonction récursive primitive, alors quel
que soit x € NP, on peut calculer f(x) par un algorithme n’utilisant que des boucles « pour » (avec un
nombre d’itérations bien contr6lé).

Si on veut démontrer que les fonctions de PR vérifient une certaine propriété, il suffit de la vérifier pour
les trois fonctions de base et de montrer que cette propriété est conservée par application des opérations
de composition et de récurrence.

Il est clair que Z(n) =0, S(x)=x+1 et Pip (x) = x; sont calculables facilement. Si f est la composée
g(f1,...,fq) et qu’il existe des algorithmes faciles pour fi,..., f, et g, alors on calcule y; = f1(x),...,y, =
fq(x) par ces algorithmes, puis g(y,...,y,) qui donne ainsi f (x) par une suite finie d’algorithmes faciles.
Si f est obtenue par opération de récurrence : f(x,0) = g(x) est supposé se calculer par un algorithme
facile, ce qui permet de calculer f(x,1) = h(x,0, f(x,0)) ou h se calcule par un algorithme facile. De
proche en proche, on calcule f(x,2), f(x,3),... jusqu’a la valeur voulue.

2. Ensembles et prédicats

2.1. Ensembles

Définition.
SoitAc NP. La x4 : NP — N est définie par :

1 sixeA

xa(x) = .

0 sinon
On la note aussi parfois 1,.
Définition.
Un ensemble A ¢ NP est un si sa fonction caractéristique y, est une fonction

récursive primitive.

Par exemple, 'ensemble A C N des entiers pairs est un ensemble récursif primitif. En effet, on peut
définir sa fonction caractéristique par la relation de récurrence suivante :

2a0)=1 et ya(n+1)=1= yu(n)
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Ceci fait de y, une fonction récursive primitive.

Proposition 3.
Si A et B sont des ensembles récursifs primitifs de NP, alors les ensembles AUB, AN B et NP \ A sont aussi des
ensembles récursifs primitifs.

Pour la preuve, on a besoin de la sgn : N — N définie par :
0 sin=0
sgn(n) = ,
1 sin>0

Elle est récursive primitive car elle s’écrit aussi sgn(n) =1-= (1= n).

Démonstration. Les fonctions caractéristiques de ces ensembles s’expriment a I’aide des fonctions récur-
sives primitives y, et yp :

* XanB = XA X XB

* Xaup = sgn(xa+ x5)

s Invva=1" Xa

Proposition 4.
Si f est une fonction récursive primitive et A= {x € NP | f(x) = 0}, alors A est un ensemble récursif primitif.

Démonstration. On a y,(x)=1= f(x). O

Proposition 5 (Définition par cas).
Soient g,h : N’ — N des fonctions récursives primitives et A C NP un ensemble récursif primitif. La fonction
f : NP — N définie par :
g(x) sixeA
fx)= ,
h(x) sinon
est une fonction récursive primitive.

Démonstration. On peut écrire f(x) = g(x) X xa(x) +h(x) x ynp\a(X). Elle s’exprime comme somme et
produits de fonctions récursives primitives, donc I'est également. O

2.2. Prédicats

Définition.

Un prédicat P : NP — {V,F} a p places est un si ’ensemble
A= {xe NP | P(x) est vrai}

est un ensemble récursif primitif.

Autrement dit, cela signifie que la fonction caractéristique :

1 si P(x) est vrai

(x)=
X 0 sinon

est une fonction récursive primitive.

Proposition 6.

Si P et Q sont des prédicats a p places récursifs primitifs, alors les prédicats =P, PAQ, PVQ,P - Q, P <+ Q
le sont aussi.

Démonstration. Notons A et B les ensembles récursifs primitifs associés respectivement a P et Q.
» L'ensemble NP \ A est un ensemble récursif primitif, donc =P est un prédicat récursif primitif. (Autre
démonstration : y_p(x) =1- yp(x).)
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» Le prédicat P A Q a pour ensemble associé AN B qui est bien un ensemble récursif primitif (ou bien
xraQ(X) = xp(X) X xo(x)).

* Le prédicat P vV Q a pour ensemble associé¢ AUB (ou bien ypyq(x) = sgn(xp(x) + xq(x))).

o Pour les connecteurs — et «—, ils peuvent s’exprimer a I'aide des connecteurs précédents.

O
Proposition 7.
Les prédicats « x > y » et « x > y » sont récursifs primitifs.
Démonstration. Leurs fonctions caractéristiques s’écrivent :
« 2>(x,y)=sgn(x = y)
« =, y)=sgn((x+1)= y)
O

2.3. Schémas bornés

Rechercher des éléments définis par un minimum, ou par les quantificateurs V ou 3, conserve le caractere
récursif primitif a condition qu’ils soient bornés. Ce sera fondamental pour les applications a 'arithmétique
que l'on verra juste apres.

Schéma du minimum borné
Soit P(x, t) un prédicat. Fixons x et y. On peut considérer :
min{t < y | P(x, t) est vrai}.
Sil'ensemble {t < y | P(x,t) est vrai} est vide, on pose par convention min =y + 1.
Si A est un ensemble, on définit de méme :
min{t < y | (x,t) €A}
Proposition 8.
Si P est un prédicat récursif primitif, alors la fonction f (x,y) définie par :
f(x,y)=min{t < y | P(x,t) est vrai}

est une fonction récursive primitive.
Il en est de méme pour un ensemble A récursif primitif.

Exemple.
Considérons la fonction racine carrée entiére N — N, qui a y associe | ,/y | (par exemple | v10] = 3).
En fait, | ,/¥] est le plus petit entier dont le carré de son successeur dépasse y, c’est-a-dire :

lvyI=min{t <y [(t+1)*>y}

C’est donc une fonction récursive primitive.

Démonstration. Intuitivement, pour x fixé et y fixé, il y a un nombre fini de valeurs t < y a tester, c’est
donc facile a calculer au sens algorithmique. Fixons x et trouvons la formule de récurrence.
o Initialisation : (y = 0). Si P(x,0) est vrai, on pose g(x) = 0, sinon g(x) = 1 (par la convention
min =y + 1).
» Formule de récurrence. On cherche f(x,y +1) = min{t <y + 1| P(x,t)}. On trouve une formule par
disjonction de cas (voir la Proposition 5) :

f&y) sifxy)<y
fx,y+1)={y+1 sif(x,y)=y+1etP(x,y+1)estvrai
y+2 sif(x,y)=y+1etP(x,y+1)estfaux
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Quantification bornée

Proposition 9.

Soit A C NP un ensemble récursif primitif. Alors les ensembles :
e B= {(x,y) [Vt <y, (xt) EA}
e C= {(x,y) |dt <y, (%, t) GA}

sont aussi des ensembles récursifs primitifs.

7 . _ _ _ y _
Démonstration. Notons A, = {(x,t) € A}. Alors yg = ya, X xa, X =++ X Xa, = l_[tIOXAt et yo =
sgn (Z{:o xa, ) La somme et le produit bornés se définissent facilement par 'opération de récurrence. [

Cela fonctionne aussi sous la forme de prédicat. Par exemple, « étre un carré parfait » est un prédicat
récursif primitif. On rappelle que y est un carré parfait s’il existe t tel que y = t2 (0,1,4,9,16,25,...
sont des carrés parfaits). Ce prédicat se définit par la quantification bornée :

<y, y=t>

2.4. Arithmétique

Proposition 10.

Les fonctions suivantes sont récursives primitives :
e q(x,y) le quotient de la division euclidienne de x par y (avec la convention q(x,0) = x + 1).
o 1(n) qui calcule le n-iéme nombre premier.
 exposant(n,i) qui calcule Uexposant de n(i) dans la décomposition de n en facteurs premiers.

Proposition 11.
L’ensemble P des nombres premiers est un ensemble récursif primitif.

Nous allons prouver ces deux propositions ensemble.

Démonstration.
e q(x,y)=min{q < x| (g+1) x y > x} est donc récursive primitive.
o Lereste r(x,y)=x—= (q(x,y) x y) 'est aussi.
» Le prédicat est_divisible(x, y) (qui vaut vrai si y divise x) s’obtient par r(x,y) = 0. C’est donc un
prédicat récursif primitif.
« Ftre un nombre premier, c’est étre un nombre strictement plus grand que 1 et ne pas avoir d’autres
diviseurs que 1 et lui-méme. Ainsi P est un ensemble récursif primitif :

P= {x | x > 1} N {x |Vy <x (y =1Vy= xVﬂest_diVisible(x,y))}

De facon équivalente, le prédicat est_premier(n) est récursif primitif.
» La fonction 7(n) qui renvoie le n-ieme nombre premier (noté r,, avec 7t; = 2) vérifie la relation de
récurrence suivante, qui en fait une fonction récursive primitive :

n(n+ 1) = min {t <nan)+1]|t>n(n)A est_premier(t)}

On rappelle qu’il existe toujours un nombre premier entre 7, et 7,!+ 1 (ou méme entre m et 2m).
» L'exposant de 7; dans la décomposition de n en facteurs premiers est défini par :

exposant(n, i) = min {k < n | —est_divisible(n, nifﬂ)}

C’est donc bien une fonction récursive primitive.

Terminons par un contre-exemple célébre.
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Exemple.
La fonction d’Ackermann A : N? — N n’est pas récursive primitive. Elle est définie ainsi :

e AO,n)=n+1

e A(m+1,0)=A(m,1)

e A(m+1,n+1)=A(m,A(m+1,n))
Pour m fixé, la fonction A, : N — N, n — A(m, n) est récursive primitive. Mais la fonction A : N> — N ne
l'est pas a cause de la récurrence imbriquée qui la fait croitre plus vite que n’importe quelle fonction
récursive primitive.

3. Application au codage de Godel

Nous allons justifier, dans le monde des entiers, que toutes les opérations que I'on souhaite faire sur les
nombres de Godel se font par des fonctions récursives primitives, c’est-a-dire comme on l'avait présenté
avant, que les calculs se font par des algorithmes avec des boucles « pour ».

3.1. Longueur, exposant, concaténation, substitution

On considére un nombre de Godel n = rcil X eoe X Trfl (avec les ¢; > 1).
» On veut d’abord pouvoir retrouver [ a partir de n de facon récursive primitive :

longueur(n) = min{i < n | 7;,; ne divise pas n}

» On a déja étudié la fonction exposant(n,i) qui renvoie 'exposant c;. On sait ainsi décoder un nombre
de Godel par une fonction récursive primitive.

. - Lo . l i I j
« On a vu au chapitre précédent la formule de la concaténation. Sin=[]_, ;" etm = ]_[j:1 .

j
alors :
l/
_ B;
nxm=—nx l_[ ﬂ'-j-i—l
j=1

Ce sont des produits finis, donc c’est une opération récursive primitive.

» Considérons la fonction substitution(p, v, n) : pour une formule P (donnée par son nombre de Godel
p), de variable libre x (donnée par son code v), elle renvoie le code de Godel de P(n) (C’est-a-dire
P(n/x)).

« On commence par extraire chaque code ¢; de P, on compare ce code a celui de la variable x, si c’est le
meéme on remplace ce symbole par le terme n en utilisant la concaténation. C’est donc une succession
de fonctions récursives primitives, donc la substitution est une fonction récursive primitive.

3.2. Variables, termes, formules

Décider si un entier n représente une variable, un terme, ou une formule valide sont des prédicats
récursifs primitifs. On renvoie au chapitre précédent sans s’étendre davantage.

 est_variable(n)

o est_terme(n)

o est_formule(n)



FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES 151

3.3. Axiomes de Peano

On nous donne un entier n (un nombre de Godel) et on doit décider si la formule qu’il encode est un
des axiomes de Peano. Prenons I'exemple du premier axiome de Peano « Vx S(x) # 0 » que 'on écrirait
dans £, par « Yx—Sx = 0 », on note n; son nombre de Godel.

Pour savoir si n code la formule de cet axiome, il suffit de tester si n = n;. On fait cela pour les sept
axiomes.

La difficulté vient des axiomes de récurrence :

Recp(ay,y 1 P(0) A [VJ’ P(}’)—’P(S(J’))] -  ¥Yx P(x)

Il s’agit d'un schéma d’axiomes, il y a un axiome pour chaque formule P(x). Il y a donc a priori une
infinité de formules et de variables a tester. Mais heureusement, pour un nombre de Gédel n donné, si x
est une variable présente dans la formule de n, alors son code v est nécessairement inférieur a n. De
méme, si P est une sous-formule de la formule n, alors son code p vérifie aussi p < n.

On peut ainsi construire un prédicat récursif primitif sous la forme :

est_axiome recurrence(n) =3P decodep<n 3Ix decodev<n 3Ty decodew<n
tel que est_formule(P) ET est_variable(x) ET est_variable(y)
ET n code la formule Recp(,)

Ainsi on sait détecter tous les axiomes de Peano de facon récursive primitive.

3.4. Preuves a la Hilbert

Dans les deux premiéres parties de ce livre, nous avons présenté les preuves avec leurs regles d’inférence
dans leur écriture en déduction naturelle. Comme son nom l'indique, les preuves en déduction naturelle
ont une écriture proche de I'écriture d’'une preuve mathématique. Cependant il y a des hypothéses et
des sous-hypotheses, et cette présentation n’est pas adaptée a un traitement algorithmique.
Nous allons voir I'écriture dans le systeme de Hilbert qui est plus adapté au codage de Godel.

» Tout d’abord on se passe d’hypothéses. Si on devait prouver P + Q, on prouverait - (P — Q).

Il n’y a qu'une seule regle d’inférence pour la logique propositionnelle :

P,P—>Q F Q (modus ponens)

 Par contre on a 'apparition d’axiomes qui sont des formules supposées toujours vraies (quel que soit
ce que I'on souhaite démontrer).

Pour la logique propositionnelle il y a trois axiomes (il existe des variantes, ici la variante de
Lukasiewicz) :

1. P—>(Q—P) (ajout d’hypothése)
2. P-(Q->R)—>({(P—>Q) —(P—R)) (distribution de I'implication)
3. ("Q@—>-P)—>(P— Q) (contraposée)

« Ainsi pour vérifier si une suite P;,...,P; de formules est bien ’écriture d’une preuve de 9, il suffit

que pour tout i :

— soit P; est un des axiomes,

— soit P; est obtenu par modus ponens a partir des lignes précédentes, c’est-a-dire qu’il existe j,k < i
tels que Py soit P; — P,

et enfin on vérifie que P; = Q.

Pour la logique du premier ordre, on ajoute les axiomes suivants :

— (Vx P(x)) = P(t)

— [Vx (P—- Q(x))] — [(73 — Vx Q(x))] si P ne contient pas de variable libre x.

— X=X
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— x=y = (P(x)—>P(y))
» Et on ajoute une seconde regle d’'inférence, qui est une variante de la régle d’introduction de V :

si FP alors FVYxP

3.5. Etre une preuve

Ainsi on comprend que vérifier si un super-nombre de Godel N est une preuve de n se fait facilement a
l'aide du systéeme de Hilbert. On rappelle qu'on n’a pas d’hypotheses (pour prouver I' - Q, on prouve
F (T — Q)), que les régles d’inférence sont trés simples (modus ponens et introduction de V) et qu'une
preuve est juste une suite linéaire de formules.
On construit ainsi un prédicat est_preuve(N, n) récursif primitif qui vérifie si la suite de formules P;
codée par le super-nombre de Godel N est bien une preuve valide de la formule codée par le nombre de
Godel n.
La construction de ce prédicat se fait ainsi (pour la logique propositionnelle) :

 extraire de N les expressions P;, i = 1,...,1 et de n 'expression Q,

« vérifier que ces expressions sont des formules valides,

e pour chaquei=1,...,l:
— Vérifier si P; est un axiome,
— ou si P; se déduit par modus ponens des lignes précédentes (C’est-a-dire qu’il existe j,k < i tels

que Py soit P; — P;).

vérifier si la derniere formule P; est bien Q.



Fonctions représentables

Il s’agit de justifier que Uarithmétique de Peano permet d’exprimer toutes les fonctions récursives
primitives.

Note : Il s’agit d'un chapitre technique. Le lecteur pressé peut juste se concentrer sur le résultat énoncé
au début. Cependant, il s’agit aussi d’un chapitre charniére puisqu’on va faire le lien entre la sémantique
(le monde des entiers) et la syntaxe (le langage de I'arithmétique de Peano). On y trouve aussi une des
prouesses techniques de Godel : la fonction f. Elle permet de coder une liste quelconque de nombres a
l'aide de seulement deux entiers.

1. Un prédicat récursif primitif est représentable

1.1. Prédicat représentable

Pour p > 1 fixé, on note x = (xy,...,X,). Sin=(ny,...,n,) € NP, on note n = (n,,...,n,) la suite des
numéraux correspondants.

Définition.

Un prédicat R(x) a p places est s'il existe une formule P(x) du langage £ telle que pour
toutne NP :

e siR(n) estvraialors: PAF P(n)

e siR(n) est faux alors: PA + —P(n)
Remarque : la dénomination compléte est « prédicat fortement représentable par la théorie P.A de
larithmétique de Peano ».

Noter bien le passage d’'un entier au numéral ; par exemple si p = 1, le prédicat s’évalue en R(n) (avec
n € N), la formule P s’évalue en P(n), avec le numéral n = SSS...SO représentant n dans L.

Exemple.
Le prédicat R(x) : « x est un entier pair » est représentable grace a la formule suivante :

P(x) : 3dy x=2xy

La vérification de cette propriété pour un entier précis est un processus fini, qui peut étre traduit pas
a pas sous forme de preuve au sein de P.A.
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1.2. Théoreme

Voici le théoreme qui sera utile pour la suite des chapitres. Il sera appliqué pour le prédicat
« est_preuve(N,n) » qui détermine si les formules du super-nombre de Godel N forment bien une
preuve de la formule de nombre de Godel n.

Théoreme 1.

Si R est un prédicat récursif primitif, alors R est représentable.

On rappelle qu'un prédicat est récursif primitif si sa fonction caractéristique est récursive primitive. De
méme, un prédicat sera représentable si sa fonction caractéristique est représentable. Dans la suite,

on va donc définir et étudier cette notion plus générale de fonction représentable, indispensable pour
démontrer le théoréme ci-dessus.

2. Fonctions représentables

2.1. Définition
Définition.
Une fonction f : N’ — N est s’il existe une formule P(x, y) telle que pour tout n =
(nq,...,n,) €NP, on ait :
PA F Vy [P@y) < y=fm)]

Remarques :

» La terminologie complete est « fonction fortement représentable par la théorie P.A ».

» Encore une fois, cette définition fait le lien entre un entier k € N et son numéral k dans L.

o Il faut comprendre la formule P comme le graphe de f. C’est une facon équivalente de définir la
fonction.

Exemple.
La fonction f : N — N définie par f(x) = 2x + 1 est représentable. En effet, considérons la formule :

Plx,y) : y=2x+1

Il est donc exact (et démontrable dans I'arithmétique de Peano) que P(x, y) est vérifiée ssi y = f(x).
Autrement dit, quel que soit n € N, P(n, y) est vrai ssi y = f(n).

Mais attention, on n’a pas tout a fait construit I’expression dans le langage £,. En effet, ’entier 2
n’existe pas, il faut I'écrire 2 = SS0. La bonne formule de £, est donc :

P(x,y) : ¥y =5(5850 % x)
Et ’équivalence est, quel que soitn € N :
Vy [Py) < y=fn)]

(ounn=SS...50 est le numéral de I'entier n et f(n) =SS...S0 est le numéral de I'entier f(n)).
C’est donc bien un passage du monde des entiers au langage L.

2.2. Définition équivalente

Afin de mieux comprendre la définition de fonction représentable, voici une définition équivalente.
Définition.

Une fonction f : N’ — N est une fonction s’il existe une formule P(x, y) telle que pour
tout n € NP et en posant m = f(n), on ait :
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1. PA + P(n,m)
2. PA F Vy [P@y) » y=m]

L'exactitude signifie que la formule P permet bien de retrouver la valeur m de f(n). L'unicité est
indispensable, car une fonction ne peut bien stir prendre qu’une seule valeur.

Justifions que cette seconde définition est équivalente a la premiére. Dans la définition originale, on a une
équivalence. L'unicité est exactement I'implication —. Partons de la définition originale, en spécialisant
le V en y =m, on obtient exactement P(n, m). Réciproquement, en partant de la seconde définition,
on a P(n, m) ce qui implique que y =m — P(n, y). On introduit alors le Yy pour obtenir 'implication
inverse («<).

On verra en exercice des contre-exemples de formules ne satisfaisant pas I'exactitude ou I'unicité.

2.3. Prédicat représentable

Revenons sur la notion de prédicat représentable.

Proposition 1.

Un prédicat R(x) est un prédicat représentable si et seulement si sa fonction caractéristique yr(x) est une
fonction représentable.

On rappelle que par définition yz(x) =1 si R(x) est vrai, et yz(x) = 0 sinon.

Pour simplifier 'écriture des preuves, ici et souvent dans la suite, on écrira les preuves avec le minimum
de variables possibles, par exemple avec p = 1. Pour obtenir la preuve générale, il suffirait bien siir de
changer x en x et n en n. De plus, on écrira a la fois n pour I'entier et son numéral n car il n’y a pas
d’ambiguité.

La preuve suivante est assez technique et peut étre passée en premiere lecture.

Démonstration.
. =
Hypothése : y est une fonction représentable.
But : R est un prédicat représentable.
Notons P(x, y) la formule issue de ’hypothese et définissons P;(x) par P(x, 1). Dans la formule
issue de ’hypothése « yx est une fonction représentable », on pose y =1 et on obtient I'équivalence :

PA F [P(n,l) — 1=)(R(n)]

— SiR(n) est vrai, alors yz(n) = 1. Donc 1 = yz(n) est vrai. Donc, par I'’équivalence, P;(n) est vrai
aussi. Plus précisément, PA + (P;(n) < (1 = 1)). Donc, par définition de I'implication, on
obtient : PA F P;(n).

— Si R(n) est faux, alors yz(n) =0, donc, par '’équivalence, c’est =P;(n) qui est vrai.

Ainsi, le prédicat R est bien représentable par la formule P;.

. &

Hypotheése : R est un prédicat représentable.

But : yy est une fonction représentable.

L’hypothése nous donne une formule P,(x) associée au prédicat R. On construit alors la formule

P(x,y) pour la fonction yj ainsi :

Pley) : (Pol) Ay = 1)V (=Po(x) Ay =0))
Nous devons vérifier que cette formule fait bien de y; une fonction représentable.
Exactitude. Fixons un entier n et posons m = yz(n), qui vaut donc 0 ou 1.
— Si m = 1, alors R(n) est vrai, donc par hypothése PA  Py(n). Donc PA F Py(n) A(m = 1),
c’est-a-dire PAF P(n, m).
— Sim =0, alors R(n) est faux et on obtient de maniére similaire P.A F P(n, m).
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Dans tous les cas, on a bien vérifié la condition d’exactitude.

Unicité. Pour 'unicité, on doit justifier que, quel que soit y : PA F P(n,y) » y =m.
— Cas y #0 et y # 1. Alors P(n, y) est faux, donc 'implication est vérifiée.
— Casy=1.

— Si R(n) est vrai, alors PA F Py(n). Donc PA F Py(n) A(y = 1). Ainsi PA F Py(n) A (y =
A (y = yr(n)), donc PAF (P(n,1) —» y = m) (car les deux assertions de part et d’autre de
I'implication sont vraies).

— Si R(n) est faux, alors PAF —Py(n) donc P(x, y) est faux, donc I'implication est vraie.

— Cas y = 0. Similaire au cas précédent.

2.4. Exemples importants

Le but du chapitre est de prouver que toutes les fonctions récursives primitives sont représentables. La
stratégie a déja été rencontrée : il suffit de le démontrer pour les trois fonctions de base, puis de montrer
que cette propriété est stable par les opérations de composition et de récurrence.

Proposition 2.
Les fonctions de base Z, S et les projections P!’ sont des fonctions représentables.

Démonstration. Il n’y a pas vraiment grand-chose a prouver. Il s’agit juste de donner la formule P(x, y)
qui convient.
o Prenons 'exemple de la fonction successeur S, définie par S(n) =n+ 1. On pose P(x,y) : y =S(x)
(qui est une formule de £,).
Pour n € N fixé, et en notant m = S(n) =n+ 1, on a bien :

P(n,y) < y=S(n) < y=S(n) < y=m
Ces équivalences sont vraies dans tout systeme logique, pas besoin des axiomes de Peano. Ainsi S est
une fonction représentable.

« Pour la fonction zéro Z, la formule est P(x,y) : y =0.
 Pour la projection Pip , la formule est P(x,y) : y =x;.

Proposition 3.
Soient fy,...,fq : NP —> Net g : NT — N des fonctions représentables. Alors h = g(fi,..., f,) est aussi
représentable.

Ainsi 'opération de composition est stable pour la propriété de représentabilité. Si on prouve qu’il en
est de méme pour l'opération de récurrence, on aura le résultat souhaité. Cependant, cette derniére
stabilité sera beaucoup plus difficile a obtenir et nous occupera le reste du chapitre.

Pour 'instant, on se concentre sur la preuve de la proposition ci-dessus. Comme on 'a déja dit, on
donnera la preuve dans un cadre minimaliste, mais il est intéressant de commenter la formule générale
qui fait de h une fonction représentable :

P(xy) : wy...3wg Po(wy,...,wg, ¥) AP1(X, W) A APy(X, wg)

ol P, est la formule associée a la fonction représentable g et P; la formule de f; (i =1,...,q). Le réle
des variables w; est trés intéressant : il s’agit de mémoriser le résultat intermédiaire du calcul w; = f;(n),
afin de pouvoir l'injecter dans g pour calculer h(n) = g(wy,...,wq) = g(fi(n),..., fy(n)).

Démonstration. On fait la preuve seulement dans le cas p =1 et ¢ = 1. Soit f; : N — N une fonction
représentable, représentée par la formule P; (x, w). Soit g : N — N une fonction représentable, représentée
par la formule Py(w, y). On veut montrer que la composition h = g o f; : N — N est représentable.
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On définit la formule :
Plx,y) : dw Py(w,y) APi(x,w)
qui va représenter la fonction h. Pour n € N, posons k = f;(n) et m = g(k) = g(f;(n)) = h(n).
» Exactitude. Par hypothese, on a PAF Py(k, m) et PAF P;(n, k). Donc PAF Iw (Po(w, m)AP;(n, w))
(il suffit de prendre w = k). Donc PA + P(n, m).
 Unicité. P.A prouve par hypothese les deux implications suivantes :

Yw (Pl(n, w)—ow= k)

et Vy (Polk,y)—y =m)
Ainsi, supposons qu’on ait P(n, y). Donc il existe w tel que Py(w, y) et P;(n,w). Comme on a P;(n,w),
alors w = k. On a donc Py(k, y), ce qui implique y = m. Ainsi on a bien vérifié la condition d’unicité :
P(n,y)—y=m.
[

Proposition 4.
La fonction reste, qui d a et b associe le reste reste(b, a) de la division euclidienne de b par a, est représentable.

Démonstration. La formule est :
P(a,b,r) : [a=0/\b=r]v|:EIq <b (b=qa+r)A(r <a)]

On prouve I'exactitude et 'unicité. En effet 'arithmétique de Peano prouve l'existence et 'unicité de la
division euclidienne. En fait, ce serait aussi vrai dans I'arithmétique Q de Robinson, donc sans utiliser la
récurrence.

Remarque : «3g < b P » signifie «Iq (q < D) AP ». O

3. La fonction 3 de Godel

Le but de cette section est d’étudier la fonction 8 de Godel. C’est une construction astucieuse qui permet
de stocker une liste quelconque d’entiers (n,...,n;) a 'aide de seulement deux entiers a et b.

Cette construction joue le réle de mémoire. En effet, pour calculer une suite par récurrence, il faut
calculer uy,u,,...,u;_; avant de pouvoir calculer u;.

3.1. Théoreme

Théoréme 2.
Il existe une fonction 3 : N® — N qui est récursive primitive, représentable et telle que, pour tout entier [ et
toute suite (nq,...,n;) dentiers, il existe a,b € N tels que :

pla,b,i) =n; pouri=1,...,1.

La fonction f est au final assez simple, car f(a, b, 1) sera le reste de la division euclidienne de b par
a x i+ 1. Ce qui est délicat, c’est d’expliquer I’existence de ces a et b. Pour cela, on aura besoin d’'un
théoreme bien connu d’arithmétique.

3.2. Théoreme des restes chinois

Théoréme 3 (Théoréme des restes chinois).
Soient ay,...,a; des entiers premiers entre eux deux a deux. Soient nq,...,n; des entiers quelconques. Il
existe x € N tel que pour touti=1,...,1, on ait :

x =n; (mod qa;)

Pour deux entiers, cela s’énonce ainsi :
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Théoreme 4.
Soient a et b des entiers premiers entre eux. Pour tous a, 3 €N, il existe x € N tel que :

x=a (moda)
x = (mod b)
D’un point de vue algébrique, on a méme un isomorphisme de groupes :
Z/abZ ~ Z[/aZ x Z]bZ

Démonstration. On définit :
¢ :Z/abZ — Z./aZ x 7/ bZ.
par ¢(x®®) = (x% x?) ol I'on note Xx™ la classe de I'entier x modulo m.

« ¢ est bien définie. En effet, si x** = 3% alors x = y + kab, donc x* = ¥* et x’ = y°. Donc
¢(x*")= ().

« ¢ est un morphisme de groupes : ¢(x** +7°) = ¢(x?°) + ¢ (7).

« ¢ est injective. Si ¢(x??) = (0°,0") alors ¥* = 0" donc x = kia, et X° = 0" donc x = kob. Ainsi
k,a = k,b. En particulier, b divise k;a. Or, par hypothese, a et b sont premiers entre eux, donc d’apres
le lemme de Gauss b divise k;, donc k; = k3b. Ainsi x = kya = ksba. Donc x est un multiple de ab
et la classe X est 0. Ainsi I'application ¢ est injective.

o Comme les cardinaux des ensembles de départ et d’arrivée sont égaux (a ab), 'application est

bijective.
Ainsi, pour (a, ) donné, il existe un antécédent x par ¢, ce qui dit exactement que :

x=a (mod a)
x=f (mod b)

3.3. Preuve

Construction de a et b. On se donne n;,...,n; € N. On choisit m e Ntel que m > [ et m! > n;
(i=1,...,1). On pose a = m!. Lautre entier b sera construit a I'aide du théoreme des restes chinois.
 Les entiers ai+ 1 sont premiers entre eux deux a deux. En effet, si p est un nombre premier qui divise
ai+1etaj+1 (aveci < j), alors par différence pla(j —i). Donc pla ou p|(j—i). Or j—i <l <m
et a = m! donc dans tous les cas, p < m. Cela entraine p|m! (c’est-a-dire p|a), mais comme p|ai + 1
alors p|1. Contradiction.
e Onaai+1>n;carm;<ml=a(i=1,...,0.
 Par le théoreme des restes chinois, il existe b € N tel que :

b=n; (modai+1) quelquesoiti=1,...,l1

Construction de . Cela justifie la construction de £ : (a, b, 1) est le reste de la division euclidienne
de b par ai + 1. En effet, ce reste est caractérisé par b = n; (mod ai + 1) et n; < ai + 1 comme ci-dessus.

p est récursive primitive. La premiére partie nous assure que ce codage existe méme s’il est un peu
compliqué. Cependant, le décodage reste simple :

pB(a,b,i) =reste(b,ai+ 1)
Ce reste est bien donné par une fonction récursive primitive. En effet :
reste(b,a) =min{r < b|3g<b b=qa+r}

La condition «3g < b b =qa+r » est bien un prédicat récursif primitif car la quantification est bornée.
Donc le reste I'est aussi car il est obtenu par minimisation bornée. La borne sur le minimum n’est pas
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naturelle, car en général r < a dans une division euclidienne, mais cette borne b permet d’englober le
cas exceptionnel a = 0.

p est représentable. La formule a considérer est :
B(a,b,i,r) : (Elq <b b=q(ai+1)+r)/\(r <ai+1)

Autrement dit, r est défini comme le reste de la division euclidienne de b par ai + 1. On a vu que la
fonction reste est représentable.

Abus de notation : a, b, i, r ne sont pas des variables du langage £, elles devraient étre remplacées par
X1, X, ..., mais les formules deviendraient moins lisibles.

Note. Lintérét du codage par la fonction f3 est de n’utiliser que des additions et des multiplications,
qui sont les seules opérations autorisées par le langage £,,.

Sinon, pour coder une suite d’entiers, on aurait pu choisir le codage 2™3"5™ ... avec les nombres
premiers. Mais dans £, on n’a pas encore le droit de calculer des puissances : par exemple, pour calculer
x", on calcule successivement x, x2, x3... jusqua x™. On a donc besoin de 'opération de récurrence,
autrement dit, il faut pouvoir mettre en mémoire les résultats intermédiaires. Mais on ne sait pas encore
que l'opérateur de récurrence préserve la représentabilité, puisque c’est exactement ce que I'on souhaite
démontrer.

Une fois qu’on aura la représentabilité des fonctions récursives primitives grace a la fonction 3, on

pourra utiliser des listes (finies) de nombres pour le codage de Godel dans le langage L.

4. Les fonctions récursives primitives sont représentables

Attaquons-nous a I'objectif final du chapitre.

Théoreme 5.
Toute fonction f : NP — N qui est récursive primitive est représentable.

4.1. Opération de récurrence

Pour prouver que les fonctions récursives primitives sont représentables, il reste donc a démontrer la
stabilité de la représentabilité par 'opération de récurrence.

Proposition 5.
Soient g : NP — N et h : N*2 — N deux fonctions représentables. La fonction f : N
Uinitialisation g et la relation de récurrence h est une fonction représentable.

Pl N définie par

Cette proposition entraine le théoréme ci-dessus, car on a déja montré que les trois fonctions de base Z,
S, P? étaient représentables et que la composition préservait la représentabilité.

4.2. La formule

On va faire la preuve dans le cas p = 1 afin d’avoir I’écriture la plus simple possible.

g :N— Nreprésentable par Pg(x,u).

e h:N3— N représentable par Pj,(x, y,u,v).

e f:N2— N définie par f(x,0) = g(x) et f(x,y +1)=h(x,y, f(x,y)).
Le but est de trouver une formule qui représente f. Cette formule P;(x, y,2) est : « il existe une suite
finie (encodée par des entiers a et b), dont le premier terme est z, = g(x), chaque transition respecte la
relation de récurrence z;,; = h(x,1,2;) et dont le dernier terme est z, = z ».
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Il faut transcrire cette phrase dans £,. Pour cela on utilise la fonction f de Godel. On va faire une
modification mineure afin d’avoir une bonne indexation : on suppose maintenant que f(a, b, 1) encode
une suite ng,nq,n,,... (les indices partent de 0). On a vu que la fonction f est représentable, on note
B(a, b,i,r) la formule correspondante. On rappelle que la fonction 8 a pour roéle de mémoriser une liste
de nombres qui seront ici les termes z; de la suite.
Voici la formule P, dans le langage £, :
Ps(x,y,2) : Ja3b Init(a, b,x) ATrans(a, b, x,y) AB(a,b,y,z)
On fixe x (cette variable x ne sert en fait a rien), on pose z, = g(x), z; = h(x,0,2), 2o = h(x,1,2,),...
et le but est de calculer z, afin de vérifier que c’est bien la valeur z = f(x, y).
Avec B la formule associée a la fonction 5 de Godel, les trois parties de la formule P, sont définies ainsi :
e Init(a,b,x): FJu B(a,b,0,u) A Pg(x,u)
Ainsi on a u = f(a, b,0) (le premier terme dans la mémoire) et en méme temps u = g(x), donc on a
7o = g(x) = B(a, b, 0).
e Trans(a,b,x,y): Vi<y 3Juiv B(a,b,i,u)AB(a,b,i+1,v)APy(x,i,u,v)
Les conjonctions donnent : u = f3(a, b,i) etv = f(a, b,i+1) et v = h(x,i,u). Ainsi siz; = (a, b,i) =u
alors z;,1 = h(x,1,2;) = h(x,i,u) = v = fB(a,b,i + 1). Ainsi par le principe de récurrence on a
z; = fB(a,b,i) pour tout i < y.
* B(a,b,y,z) signifie que z = f3(a, b, y) C’est-a-dire z = z,,.

4.3. Exactitude

On considere n (pour la variable x), [ (pour la variable y) et m = f(n,[) (pour la variable z). I'exactitude
signifie que PAF Ps(n, [, m).
Cette fois on note z, = g(n) et z;.; = h(n,i,2;) pouri =0,...,l — 1. But final : montrer que m = z;.
On sait qu'il existe a, b qui encodent la suite et vérifient f(a, b,i) =g; pouri =0,...,L.
» On a f(a, b,0) = 2y, on a donc PA}F B(a,b,0,zy) A Pg(n,z,). Donc en posant u = z;, on a PA +
Init(a, b, n).
 Ensuite pour z;,,, on pose u =z; et v =2;,1,0na:
B(a,b,i,z;) AB(a,b,i+1,2;41) APy(n,1,2;,2141)
Ceci pouri=0,...,l—1, donc PAF} Trans(a, b,n,1).
e Enfin z; = h(n,l —1,2_,) donc g, = (a, b,1) = f(n,1) = m et ainsi on a B(a, b, 1, m).

4.4. Unicité

Il s’agit de démontrer que :
PA F Vz Pi(nl,z) >z=m
c’est-a-dire z = z;.
Par récurrence sur [ :
 Aurang 0 : La formule P;(n,0,z) (avec m = f(n,0) = g(n) = z,) se réduit a :
da 3b Init(a, b,n) A B(a, b,0,2)
(car la condition « Yi < 0 » est vide, donc le prédicat Trans est vrai). Donc z, = f8(a, b,0) =z, d’ou
z = m comme voulu.
» Hérédité. Fixons i avec 0 < i <[ et supposons :
Vz Pr(n,i,z) > z=g3
Soit z quelconque. Supposons Py (n,i + 1,2) vraie. Dans la formule P;(n,i + 1,z) est incluse la
sous-formule P;(n, i,v) donc par hypothése de récurrence v = z;. Mais on a en plus :

B(a,b,i,u) AB(a,b,i+1,v) APy(n,i,u,v)AB(a,b,i+1,2)
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ce qui prouve dans l'ordre : u = f8(a, b,i) =2;, v=p(a,b,i + 1), v=h(n,i,u) = h(n,i,z;) = 24, et
2z = fB(a, b,i+ 1). On en déduit donc que z = z; ;.
« Par le principe de récurrence (dans P.A), 'assertion est vraie pour tous les i < [, donc l'unicité est

démontrée.

Remarque. Il est possible de tout faire dans 'arithmétique Q de Robinson, car en fait notre récurrence

se limite a un nombre fini d’étapes (car [ est fixé).

Cela termine la preuve que, pour les fonctions récursives primitives, 'opération de récurrence préserve

la propriété d’étre une fonction représentable.

4.5. Application aux prédicats

On savait que les trois fonctions récursives primitives de base étaient représentables, et que 'opération de
composition préservait la représentabilité. On vient de terminer la preuve difficile que pour 'opération de
récurrence on a aussi la stabilité de la représentabilité. Par définition de ce qu’est une fonction récursive
primitive, on en déduit le Théoréme 5 « Toutes les fonctions récursives primitives sont représentables. »
En particulier, on sait qu'un prédicat est représentable ssi sa fonction caractéristique I’est. Donc on a le
Théoreme 1 annoncé au tout début « Tout prédicat récursif primitif est représentable. »



Diagonalisation

Nous rassemblons tous les outils construits a présent afin de démontrer Uétape cruciale de Uin-
complétude : le lemme de diagonalisation.

1. Résumé des épisodes précédents

L'objectif final n’est maintenant plus tres loin : démontrer le théoréeme d’incomplétude. Nous sommes ici
dans un chapitre encore technique avec un lemme crucial qui nécessite tous les chapitres précédents.
Avant de nous plonger dans les détails, revenons briévement sur toutes les notions utiles.

1.1. Arithmétique de Peano

o L’arithmétique de Peano est basée sur le langage £, = (0,S,+, x), dans lequel on construit une
théorie PA (les axiomes de Peano).

» Les entiers naturels N sont un modele de cette théorie : les axiomes de Peano sont satisfaits sur N.

e Pour n €N, son numéral n =SS...S0 est son écriture dans £, (il y a exactement n symboles S).

1.2. Codage de Godel

« A toute formule de £,, on associe un entier dans N : son nombre de Goédel. On le note aussi n = "P7.

« Dans £, son numéral est donc 7 ="P7, que I'on notera souvent aussi par "P7 (C’est un peu abusif,
mais il ne peut pas y avoir de confusion dans les formules).

» On a déja donné un apercu de ce qu’est la diagonalisation d’une formule lors de la preuve informelle
de I'incomplétude, I'idée est de considérer G = P("G™).

» Le but du chapitre est de formaliser de facon rigoureuse cette formule G.

1.3. Fonctions récursives primitives

« On rappelle que les fonctions récursives primitives sont des fonctions f : N’ — N facilement calcu-
lables.

o Le point important pour ce chapitre est que la fonction substitution(n, v, k) : N> — N est récursive
primitive, n désigne le nombre de Gédel d’'une formule P, v le code d’une variable x, et k est la
valeur que I'on souhaite appliquer a x. La fonction renvoie donc "P(k)™ € N.
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1.4. Fonctions représentables

« Toute fonction récursive primitive est représentable dans P.A. On peut alors traduire tous nos concepts

mathématiques dans L.

e Pour f : N — N récursive primitive, cela signifie qu’il existe une formule P(x, y) de £, telle que pour

tout n € N, on ait une preuve dans P.A de I'’équivalence :

Vy P@y) < y=f(n)

» Autrement dit, on caractérise la valeur f(n) de facon unique dans £, grace a P.

2.

Lemme de diagonalisation

Attaquons-nous a la clé de votte de la preuve du théoréme d’incomplétude.

2.1. Enoncé

Lemme 1 (de diagonalisation).
Pour toute formule P(x) (ot x est la seule variable libre), il existe une formule fermée G telle que :

PA + (6 — PGD)

Ainsi G apparait deux fois dans '’énoncé, une fois en tant que formule logique, I'autre via son nombre
de Godel. La formule G vérifie donc une propriété sur elle-méme.

On peut considérer le lemme de diagonalisation comme un théoréme de point fixe : au lieu d’obtenir
flx)=x,onaP("g") —g.

L’équivalence est la facon syntaxiquement correcte de dire que G et P("G™) sont des énoncés équiva-
lents (mais ce ne sont pas des formules égales dans £)). Par contre on verra dans la preuve ci-dessous
que G est exactement défini par G = H("H™).

2.2. Preuve

Diagonalisation sur les entiers

On va construire une fonction diag : N — N récursive primitive.

Pour Q(x), on sait lui associer son nombre de Gédel n ="Q" € N. On va s’intéresser a I'opération
inverse.

Pour n € N, on sait décider si cet entier correspond a une formule correctement formée Q(x) de L,
ayant x comme seule variable libre. Si ce n’est pas le cas, on pose diag(n) = 0.

Si n représente la formule Q(x), alors on peut évaluer Q en n, c’est-a-dire écrire la substitution Q(mn).
C’est une formule de £, qui a pour nombre de Godel "Q(n)™. On définit alors I'entier :

diag(n) ="9(n)"
C’est-a-dire diag(n) ="9("Q™)™.
Résumons la construction par un schéma :

inversion du nb de Gédel substitution nb de Godel

neN QeLy — 9Q(n) e Ly, — diag(n)="9(n)'eN

Pour une formule Q(x) de nombre de Godel n = "Q7, le calcul de Q(k) se fait par la fonction
substitution(n, "x7, k) qui, pour la formule Q de nombre de Godel n, remplace les occurrences de la
variable x par k, puis renvoie le nombre de Godel de la formule obtenue, c’est-a-dire "Q(k)™.
Remarque : dans toute la suite la variable a substituer sera toujours la variable x.
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» Décider si un entier n désigne une formule Q(x) correctement formée ayant x pour seule variable
libre est une opération récursive primitive. La substitution l’est aussi (voir les chapitres « Codage de
Godel » et « Fonctions récursives primitives »). Ainsi la fonction diag : N — N est aussi une fonction
récursive primitive.

Diagonalisation dans le langage

» Toute fonction récursive primitive est représentable (voir le chapitre « Fonctions représentables »),
donc pour notre fonction diag : N — N, il existe une formule Diag(x, y) de L, telle que, quel que soit
n €N on ait :

PA F (Vy Diag(®y) & y = diag(n))

Formule G

e On fixe la formule P(x) de '’énoncé et on définit une nouvelle formule # par :

H(x) : 3Ty Diag(x,y) AP(y)
Notons p le nombre de Godel de cette derniere formule : p ="H".
« On définit la formule de Godel par :
Gg=H(p)
Ainsi par définition, G désigne « 7(p) » et donc aussi « Iy Diag(p, y) AP(y) ».
e De plus, diag(p) ="G". En effet, reprenons le schéma ci-dessus, cette fois pour I'entier p :

inversion du nb de Godel substitution nb de Godel

PEN H(x) € Ly ——— H(P) € Lo ——— diag(p) ="H(p)"="G" €N

Fin de la preuve

Rappelons que le but est de montrer :
PA + (6—PFGM)
On se place donc dans la théorie P.A. On rappelle que p ="H", G = H(p) et diag(p) ="G™.
e Sens —
Supposons G
donc  H(p) par définition de G
donc 3Jy Diag(p,y) AP(y) par définition de H
donc 3y (y =diag(p)) A (P(y)) par la représentabilité de diag par Diag dans P.A
donc  P(diag(p)) car I'égalité force la valeur de y
donc  P(TG7)
Ainsi G — P(TG7).
» Sens « L
Supposons P("G™M). 1l s’agit d’en déduire G = H(p), c’est-a-dire :
dy Diag(p,y) AP(y)

On va montrer que y ="G' convient.

— D'une part, y =G = diag(p), donc Diag(p, y) est vérifié par la représentabilité.
— De plus, P(y) = P("G™") est notre hypothese.

— Dong, pour ce y, on a bien Diag(p, y) A P(y).
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Par introduction de 3, on a :
P(CG) — [Iy Diagm,y)AP()]

ce qui est exactement P("G") — G.
On a terminé la preuve du lemme de diagonalisation, on a montré :

PA + (G PG

3. Théoreme de Tarski

3.1. Motivation

Le reste de ce chapitre n’est pas utile pour la preuve du théoréme d’incomplétude. Cependant, c’est une
excellente application du lemme de diagonalisation et c’est aussi I'occasion de souligner une nouvelle
fois la différence entre le vrai et le démontrable. Le théoréme de Tarski est une version puissante du
paradoxe du menteur. Je dis la phrase suivante :
«Je suis un menteur. »
« Sije suis effectivement un menteur, alors la phrase est vraie, donc je dis la vérité, donc je ne suis pas
un menteur. Contradiction.
 Si je ne suis pas un menteur, alors je dis la vérité, donc d’apres ma phrase je suis un menteur.
Contradiction a nouveau.
Une variante est :
« Cette phrase est fausse. »

3.2. La vérité n’est pas définissable

De facon informelle, le théoreme de Tarski (1933) dit qu’il n’existe pas de formule V(x) qui détecte les
formules vraies, c’est-a-dire que V(x) serait une formule telle que V(n) est vraie exactement lorsque la
formule fermée P de nombre de Gédel n est vraie.

Dans notre contexte, une formule fermée P est vraie si Fy P, c’est-a-dire si elle est satisfaite dans le
modele standard des entiers naturels N.

Voici I'énoncé précis.

Théoréme 1 (Tarski).

Il n’existe pas de formule V(x) de L telle que pour toute formule fermée P de L, on ait :

En P sietseulementsi Fy V('_P_-')

Une reformulation est « la vérité n’est pas définissable ». En effet, si on note A 'ensemble des entiers
n="P7 tels que Fy P (C’est-a-dire les nombres de Godel des formules vraies), alors il n’existe pas de
formule V(x) telle que Fy V(1) pour tous les n € A, et uniquement ceux-la. On renvoie au paragraphe
« Ensembles définissables » du chapitre « Arithmétique de Peano » pour cette notion de « définissable ».
Par contre, on verra dans le chapitre suivant que « étre démontrable » est définissable.

3.3. Preuve

Par I'absurde, supposons qu’une telle formule V(x) existe. On applique le lemme de diagonalisation a
-V(x) (a la place de P(x) dans I’énoncé du lemme). Ainsi il existe une formule fermée G telle que :

PA + (G -v(G)
Cette phrase G est notre version du menteur qui parle de lui-méme. On se place sur la structure N pour
la théorie PA sur L. Par le théoreme de validité, si PAF Q alors Fy Q : tout ce qui est prouvable est



DIAGONALISATION 166

vrai. Ainsi I’équivalence ci-dessus est vraie :

G — V(G
Vérifions que la phrase G contredit I’équivalence du Théoreme 1 voulue par Tarski (ol G joue le role de
la phrase P).

» Si G est vraie, c’est-a-dire Fy G, alors par '’équivalence du lemme de diagonalisation on a aussi
Fx -V(TG7), Cest-a-dire que V(TG est faux, donc on n'a pas Fy V("GT). Ainsi dans ce cas, V ne
détecte pas que G est vraie.

» Si G est fausse (C’est-a-dire on n’a pas Fy G), alors par I’équivalence du lemme de diagonalisation
—V(TG7) est faux, donc V(TG™) est vrai. Ainsi on a Ex V(TG™). Par conséquent dans ce cas, V ne
détecte pas que G est fausse.

« Ainsi, sans savoir si G est vraie ou fausse, G est quand méme un contre-exemple a ’équivalence
recherchée.



Preuve du théoreme
d’'incomplétude

Nous rassemblons tous les outils obtenus afin de prouver le premier théoréme d’incomplétude de
Gadel.

Remarque : C’est le bon moment pour relire le chapitre « Un apercu du théoreme d’incomplétude » et
aussi le chapitre précédent « Diagonalisation ».

1. Lincomplétude de I’'arithmétique de Peano

1.1. Enoncé

Théoreme 1.
Si PA est cohérente, alors P A est incompléte, c’est-a-dire qu’il existe une formule fermée G telle que :

PA ¥ G et PA ¥ G

Ainsi il existe des propositions vraies (dans le modele standard N) mais non démontrables.

« On rappelle que P.A désigne la théorie de 'arithmétique de Peano, c’est-a-dire les axiomes usuels
associés aux entiers naturels.

» L'incomplétude signifie qu’il existe une formule fermée G qui n’est pas démontrable a partir des
axiomes de Peano, et telle que ~G n’est pas non plus démontrable.

» Comme G est une formule fermée, alors dans toute interprétation, par exemple le modeéle N ou un
autre modéle, exactement 'une des deux possibilités est vérifiée : soit G est vraie, soit =G est vraie.
L'une des deux est vraie et les deux sont indémontrables.

» Pour le modeéle standard N, et pour tout autre modele, il existe donc des propositions vraies (dans ce
modele) et non démontrables (dans P.A).

1.2. Cohérence, incomplétude

Rappels sur la cohérence.
o Une théorie T est s'il existe une formule Q telle que :

THQ et TF-O.
Elle est dite sinon.
» De facon équivalente, T est incohérente si T F L et alors T prouve n’importe quelle formule (et sa
négation), par la regle d’explosion. Une théorie incohérente n’a donc aucun intérét.

e Si T admet un modele (c’est-a-dire Fg T pour une certaine structure S), alors T est cohérente via le
théoréme de validité.

Rappels sur la complétude.
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o Une théorie T est s'il existe une formule fermée Q telle que :
THQ et T ¥ —0Q.
« Elle est dite sinon, c’est-a-dire que pour toute formule fermée Q on a :

TFOQO ou TEF=-O.

Dans I'énoncé du théoréme de Godel, on part d’'une théorie cohérente et on prouve qu’elle est incompléte.

1.3. Hypothese de cohérence

Quand on avait énoncé le théoreme d’incomplétude dans le chapitre « Un apercu du théoréeme d’incom-
plétude », on n’avait pas énoncé I’hypothese « P A est cohérente ». Pourquoi ? Il s’agit d’'une des subtilités
de I'’énoncé.

Si on se place dans un monde ot les entiers naturels N existent (par exemple dans ZF(C), alors N est un
modele de PA (tout est fait pour : les axiomes de P.A correspondent aux propriétés des entiers), donc
P A est cohérente, ce qui rend 'hypothese inutile.

Mais si on souhaite rester dans le cadre strict du langage £, et de la théorie P.A, alors I'existence de N
n’est pas acquise, et par conséquent, la cohérence de P.A non plus.

Ce point est d’ailleurs irrésoluble : le second théoréme d’incomplétude affirmera qu'une théorie (suffi-
samment riche) ne peut pas prouver sa propre cohérence.

2. w-cohérence, étre une preuve, étre démontrable

2.1. w-cohérence

On va prouver le théoréme de Godel avec une hypothese un peu plus forte : I'w-cohérence (c’est celle de
l'article original de Godel). On discutera un peu plus tard de la facon de s’en passer.
Définition.
Une théorie T est s'il existe une formule Q(x) (ayant x pour seule variable libre) telle
que :
T F  3x 9(x)

et pour chaque n €N, T F =09(n)

Sinon elle est dite

» C’est donc une situation d’incohérence spécifique aux entiers naturels : on a =9Q(0), =Q(1), ~Q(2),
etc., et pourtant, il existe x tel que Q(x).
» Dans une théorie w-cohérente, une telle formule n’existe pas.
Cette définition sort du langage £, car elle fait intervenir les entiers naturelsn=0,n=1, ...
e Si 7 admet N comme modele, alors 7 est w-cohérente. Et donc, si on considere que N est un modele
de P A, alors PA est w-cohérente.
Voici le lien avec la cohérence classique :
e T w-cohérente implique 7 cohérente.
» 7 incohérente implique 7 w-incohérente.
Justification : si 7 est incohérente, alors 7 prouve n’importe quoi, donc prouve les formules de la
définition de la w-incohérence. L’autre sens s’obtient par contraposition.
Ces deux notions ne sont pas équivalentes, mais on verra un peu plus loin I'astuce de Rosser qui permet
de remplacer 'hypothése « w-cohérente » de Godel par 'hypothése plus faible de « cohérente ».
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2.2. Etre une preuve, étre démontrable

Nous revenons sur la distinction fondamentale entre vérifier qu’on a une preuve et décider si une formule
est démontrable.
» On rappelle que est_preuve(N, n), qui décide si la suite des formules de super-nombre de Godel N
constitue une preuve de la formule dont le nombre de Godel est n, est un prédicat récursif primitif.
« Donc par la représentabilité, il existe une formule correspondante dans £, :

Est-preuve(y, x)

 Par contre, est démontrable(n) n’est pas un prédicat récursif primitif, car la recherche d’une preuve
doit se faire sur un ensemble d’entiers N non borné.
» Mais ce n’est pas grave car dans L, il est tout a fait 1égitime de définir la formule :

Est-démontrable(x) : 3Ty Est-preuve(y, x)

Noter que pour obtenir cette formule de £, on est passé par 'intermédiaire de la représentabilité de
la relation « étre une preuve ».
Corollaire 1.
L’ensemble des formules démontrables est définissable.
En effet, par définition, une formule P est démontrable (dans P.A) si et seulement si Est-démontrable("P™)
est vraie (sur N).
C’est a mettre en opposition avec la propriété « étre vraie » qui n’est pas définissable (voir le théoréme
de Tarski du chapitre « Diagonalisation »).
Retenez donc ces deux différences cruciales :
o «étre une preuve » et « é&tre démontrable » sont des prédicats fondamentalement différents, I'un est
facilement calculable, ’autre non.
» «étre démontrable » et « étre vraie » sont aussi deux concepts fondamentalement différents, 'un est
définissable, I'autre pas.

3. Preuve du théoréme d’incomplétude pour P.A

Voici ’énoncé que I'on va prouver :

Théoréeme 2.
Si PA est w-cohérente, alors PA est incompléte.

3.1. La formule a diagonaliser
On note P(x) la formule suivante :
P(x) : ~Est-démontrable(x)

C’est bien une formule de £, d’apres ce que 'on a dit précédemment.

On a donc :
Est-démontrable(x) : 3y Est-preuve(y, x)
donc
—&st-démontrable(x) : Vy —&Est-preuve(y,x)
Par le lemme de diagonalisation, il existe une formule fermée G, dite , telle que :

PA F (G < P(GM)

(On note "G™ a la fois pour le nombre de Godel de G, mais aussi pour son numéral.)
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Ainsi le lemme de diagonalisation fournit dans P.A I'’équivalence :

G <> —3Jy Est-preuve(y,"G™)
c’est-a-dire :

-G « Jy Est-preuve(y,"G")
Autrement dit :

G < —¢&st-démontrable("G™)

Ainsi g signifie « Je ne suis pas démontrable ».
On va maintenant montrer que cette formule G n’est pas démontrable, et que =G ne I'est pas non plus.

3.2. Preuve de PAI G

Par l'absurde, si PA F G, alors il existe une preuve de G a partir des axiomes de P.A. On note N le
super-nombre de Godel associé aux formules qui constituent cette preuve.
On a donc est_preuve(N,"G™") (en tant que prédicat récursif primitif) donc :

PA F  Est-preuve(N, G7)
donc PA F dy Est-preuve(y,"G7)
donc PA F Est-démontrable("G™)
donc PA F =G parléquivalence de la diagonalisation.

Conclusion : si PAF G alors PAF =G, ce qui implique que P.A est incohérente. Or on a supposé P.A
w-cohérente, donc cohérente (cette hypothése simple suffit pour cette premiére étape). On obtient une
contradiction.

3.3. Preuve de PAl/ =G

Supposons par 'absurde que PA F =G, alors par I'’équivalence de la diagonalisation on a :
PA F 3Jy Est-preuve(y,"G™)
Si on définit Q(y) par Est-preuve(y,"G") cela s’écrit :
PA F 3y Q)

D’un autre c6té, comme on suppose PAF =G et PA est cohérente (car w-cohérente), alors PA G (ce
qu'on a en fait déja prouvé dans la section précédente).
Cela signifie que pour chaque entier N =0,1,2,..., il est faux que N soit une preuve de "G, autrement
dit, il est vrai que —est_preuve(N,"G™). Par la (forte) représentabilité des prédicats récursifs primitifs,
ona:

PA F  —Est-preuve(N,"GT)
Cela signifie que pour N =0,1,2,...,0n a

PA F -Q(N)

Cela implique que P A est w-incohérente, en contradiction avec notre hypothése.

3.4. § est-elle vraie ?

Nous avons prouvé PAV G et PA =G. On se place dans un modele de P.A, alors :
« soit la phrase G est vraie et elle n’est pas démontrable,
« soit la phrase =G est vraie et elle n’est pas non plus démontrable.
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Dans tous les cas, il existe des vérités non démontrables !

Placons-nous dans la situation classique ou N est considéré comme modele de P.A (par exemple on se
place dans ZFC). D’une part P.A est w-cohérente (donc cohérente). D’autre part G est vraie! En effet G
n’est pas démontrable, ce qui signifie que la formule —~&st-démontrable("G™) est vraie (dans N). Donc,
par I'équivalence de la diagonalisation, G est vraie.

Encore une fois, cela suppose I’hypothese que N est un modele de P.A (qui sort du cadre de I'arithmétique
de Peano). C’est pourquoi Godel énonce son théoréeme avec une hypothese de cohérence et sans notion
de vérité afin de rester dans le cadre strict de P.A.

3.5. Lastuce de Rosser

Rosser (1936) remplace I’hypothese d’w-cohérence de Godel en la simple hypothese « P A est cohérente ».
Au lieu d’utiliser la phrase « Je ne suis pas démontrable » dans la preuve, il utilise la phrase : « Si je suis
démontrable alors il existe une preuve plus courte de ma négation ».

Formellement la phrase P(x) a laquelle il applique le lemme de diagonalisation est :

P(x): Vy Est-preuve(y,x) — Iz <y Est-preuve(z, neg(x))

Six="Q7, on a noté neg(x) ="-9Q™.
Remarquer la quantification bornée « 3z < y », qui évite d’avoir a introduire la w-cohérence et d’énumérer
N =0,1,2,... jusqu’a l'infini.

4. Le théoréme d’incomplétude général

4.1. Enoncé

Théoreme 3.
Soit T une théorie cohérente, ayant des axiomes récursifs et qui contient P.A. Alors T est incompléte.

Autrement dit, dans n'importe quelle théorie suffisamment riche, il existe des formules vraies mais non
démontrables.

Comme l'arithmétique de Peano est incompléete, on pourrait croire qu’il suffit d’ajouter une formule
indémontrable (comme G) a ses axiomes afin de la rendre immédiatement démontrable dans cette
nouvelle théorie. Mais le théoreme de Godel prouve que cette nouvelle théorie sera aussi incomplete : il
existe une nouvelle formule indémontrable. Il n’y a donc aucun moyen de s’en sortir : il existe toujours
des formules vraies et non démontrables.

Revenons sur les hypothéses. On a déja rappelé ce que signifie « 7 cohérente ». L’hypothese « T contient
P A » signifie exactement « PA C T », cest-a-dire que les axiomes de Peano font partie des axiomes de 7.
On dit de facon informelle que 7 est « suffisamment riche ». C’est cependant une exigence assez faible
en mathématiques que de pouvoir faire des calculs sur les entiers.

Il reste 'hypothese «les axiomes de 7 sont récursifs » que I'on va expliquer ci-dessous.

4.2. Fonctions récursives : la these de Church

Nous allons expliquer, sans la définir complétement, la notion de « récursive » qui est une version plus
large de « récursive primitive ».

Définition informelle. Une fonction f : N’ — N est une fonction si elle est calculable.

C’est donc un ensemble plus grand de fonctions que les fonctions récursives primitives, qui étaient les
fonctions « facilement calculables ».

Il existe bien s{ir une définition précise de ce qu’est une fonction récursive. C’est une variante plus
technique de la notion de fonction récursive primitive avec, en plus, des opérations non bornées. Par
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exemple, la fonction d’Ackermann (voir le chapitre « Fonctions récursives primitives ») est une fonction
récursive, mais pas récursive primitive.

La « thése de Church » est I'affirmation heuristique selon laquelle toutes les fonctions calculables sont
récursives (et réciproquement).

Le résultat qui nous intéresse est que toute fonction récursive est représentable (comme pour les fonctions
récursives primitives).

Terminons nos définitions :

» Un ensemble A C N est un (resp. récursif primitif) si sa fonction caractéristique
x4 : N — N est une fonction récursive (resp. fonction récursive primitive).
e Une théorie 7 a des (resp. récursifs primitifs) siA= {"P7| P est un axiome de 7},

I'ensemble des nombres de Godel des axiomes de T, est un ensemble récursif (resp. récursif primitif).
Exiger que I'ensemble des axiomes d’une théorie soit récursif signifie juste qu’on sait calculer si une
formule donnée est un axiome ou pas. C’est une exigence extrémement raisonnable : on doit pouvoir
reconnaitre les axiomes de notre théorie !

4.3. Preuve du théoréeme d’incomplétude

Comme on n’a pas donné la définition exacte d’'une fonction récursive, on remplace cette hypothése
par I'hypothése un peu plus forte : « les axiomes de 7 sont récursifs primitifs », ce qui fait que I'on sait
calculer (facilement) si une formule donnée est un axiome ou pas.

Cela permet donc de construire la fonction prédicat est_preuve(N,n) : N> — N récursive primitive, puis
de la représenter par une formule de £, Est-preuve(y, x). On remplace aussi 'hypothese de cohérence
par celle de w-cohérence.

La démonstration est alors exactement la méme que pour la théorie P.A : on construit une formule G
par diagonalisation et on prouve que ni G, ni =G ne sont démontrables.

Si N est un modele de la théorie 7, alors G est vraie, bien que non démontrable.

Retour sur la complétude.
On sait par le théoreme de complétude que si une formule est vraie dans tous les modéles, alors elle est
démontrable. Ce n’est pas du tout une contradiction avec le théoréeme d’incomplétude, cela signifie juste
ici qu'’il existe des modeéles dans lesquels G est fausse. Ces modeéles sont appelés modéles non standards
de PA : ils respectent les axiomes de Peano mais ne sont pas égaux a N (par exemple, ils possedent des
entiers infiniment grands).



Le second théoreme
d’'incomplétude

Nous cloturons ce livre avec le second théoréme d’incomplétude de Godel.

1. Le second théoreme de Godel

1.1. Enoncé

Théoréme 1.

Soit T une théorie cohérente, contenant P.A, ayant des axiomes récursifs. Alors T ne peut pas prouver sa
propre cohérence.

Si 'on note Est-cohérente(7) le prédicat « étre une théorie cohérente », la conclusion du théoréme est
donc :

T ¥  Est-cohérente(T)

Noter que les hypotheses sont les mémes que celles du premier théoréme.

1.2. Cohérence

On rappelle qu'une théorie est si elle prouve n’importe quelle formule, en particulier la
formule absurde « 0 = 1 », ce qui peut s’exprimer dans le langage £, par £st-démontrable("0 =17), ou
on note bien stir 1 = S(0). Ainsi on définit la formule :

Est-cohérente(7) : —Est-démontrable("0=17)

On peut ainsi exprimer la cohérence par une formule de £,.

2. Preuve

La preuve est une conséquence assez directe du premier théoréme si on accepte sa version formalisée.

2.1. Formalisation du premier théoréeme d’incomplétude

On suppose que 7 est une théorie qui contient P.A, on suppose aussi que les axiomes de 7 sont récursifs,
et on s’intéresse seulement a I’hypothése de cohérence.
On rappelle que le lemme de diagonalisation fournit une formule G telle que :

T +F (¢ e -Est-démontrable("G™))

Et 'énoncé du premier théoréme d’incomplétude est alors :
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T cohérente implique G non démontrable.

Mais par le lemme de diagonalisation, G signifie exactement « G non démontrable », donc I'énoncé du
premier théoreme est aussi :

T cohérente implique G.

Voici la formalisation du premier théoreme d’incomplétude :

T F  (&st-cohérente(T) — G)

C’est exactement 1'’énoncé précédent qui a été internalisé. L’énoncé « T cohérente implique G » est
prouvable (ce qu'on a vu dans les chapitres précédents) mais ici on admet qu'on pourrait en écrire une
preuve dans la théorie 7. On reviendra sur cette formalisation dans la derniére section.

2.2. Preuve du second théoreme d’incomplétude

On admet la version formalisée du premier théoreme afin de prouver le second. En cela, on suit la méme
démarche que Godel quand il énonce le second théoreme et esquisse la preuve a la fin de son article
fondateur sur ses théoremes d’incomplétude.

On a aussi besoin d’admettre le principe appelé « nécessité de la preuve » :

si 7T F Q alors 7 F Est-démontrable("Q™)

Cela signifie que si une théorie prouve une formule, alors elle sait qu’elle peut prouver cette formule !

Prouvons maintenant qu’une théorie cohérente ne peut pas prouver sa propre cohérence.
On part d’'une théorie quelconque 7 et on suppose qu’elle prouve sa propre cohérence :

T F  Est-cohérente(T)
Par modus ponens appliqué a la formalisation du premier théoréme d’incomplétude, on a alors :
T F G
donc 7 |+ Est-démontrable("G") par la nécessité de la preuve
donc 7 F ~G parléquivalence de la diagonalisation

Bilan :
T F G et T F G
Donc 7T est incohérente.

Ainsi, par contraposition, on a bien démontré le second théoréme :
Si 7 est cohérente alors 7T I/ Est-cohérente(7).

2.3. Retour sur la formalisation

La preuve expliquée ci-dessus est ’esquisse originale de Godel (1931). Il faudra attendre les travaux
de Hilbert et Bernays (1934-1939), puis Lob (1955) pour obtenir une preuve détaillée. Cette preuve
repose sur trois conditions, appelées « conditions de Hilbert-Bernays-Lob » :

o C1 - Nécessité de la preuve.

SiT F Q, alorsT F Est-démontrable("Q™)
e C2 - Modus ponens des preuves.

T F  E&st-démontrable("P — Q™) — (8 st-démontrable("P™) — £ st—démontrable(rgj))
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e C3 - Introspection de la preuve.

T F  Est-démontrable(" Q") — Est-démontrable(" Est-démontrable("Q™)™)

On admet que ces conditions sont vérifiées. (Elles sont tres techniques a démontrer, il faudra attendre
1955 pour en achever la formalisation.) On peut maintenant donner une preuve rigoureuse de la
formalisation du premier théoréme d’incomplétude. On part de ’équivalence que la diagonalisation
fournit :

T F G« €st-démontrable("G™)
donc 7 F G — —&st-démontrable("G™) on n’a gardé que l'implication directe
donc 7 F Est-démontrable("G — —Est-démontrable("G™)7) par (C1)

donc 7 F Est-démontrable("G") — Est-démontrable("—Est-démontrable("G7)") par (C2)
Mais par (C3), on a toujours :
T F  &st-démontrable("G") — Est-démontrable("Est-démontrable("G™)™)

En posant :
Q : E&st-démontrable("G™)
on obtient une double conclusion :

T F  E&st-démontrable("G™) — Est-démontrable(" Q™) A Est-démontrable("T Q™)

donc 7 F Est-démontrable("G™") — £st-démontrable("Q A —-Q™)
donc 7 F Est-démontrable("GT) — Est-démontrable("0 =17)
ainsi 7 F  Est-démontrable("G™) — —Est-cohérente(7)

Par contraposition :
T F  Est-cohérente(7) — —Est-démontrable("G™)
Mais par diagonalisation, la conclusion est exactement G, donc :
T F+  Est-cohérente(T) — G

Ce qui est la formalisation souhaitée du premier théoreme d’incomplétude.



Annexe

La vie de Godel

Kurt Godel est né a Brno en 1906 (Autriche-Hongrie, aujourd’hui en Tchéquie) et est mort a Princeton
(Etats-Unis) en 1978. Il commence ses études a Vienne en 1923, ot il s’intéresse a la physique, aux
mathématiques, mais aussi a la philosophie. Il termine sa these en 1929 sous la direction de Hans Hahn,
sur des problémes posés par David Hilbert concernant les fondements des mathématiques.

Le programme de Hilbert consistait a prouver la cohérence et la complétude des mathématiques. Godel
y répond d’abord par son théoreme de complétude : « Ce qui est vrai dans absolument tous les mondes
mathématiques possibles est démontrable (et réciproquement). »

Cependant, en 1930, il obtient son résultat majeur qui fixe les limites des théories mathématiques : les
théoremes d’incomplétude. « Pour toute théorie assez riche pour décrire le monde des entiers naturels,
il existe des formules vraies pour ces entiers, mais non démontrables. » Le paradoxe avec le résultat
précédent n’est qu'apparent, car ici on ne s’intéresse qu’au monde spécifique des entiers naturels. Ces
résultats sont publiés dans l'article « Sur les propositions formellement indécidables » en 1931.

Ces travaux ont tout de suite eu un retentissement international et surprennent et déstabilisent la
communauté mathématique, a commencer par Hilbert, dont le credo était : « Nous devons savoir, nous
saurons ». Hilbert est d’abord incrédule, puis reconnait la validité de la preuve de Godel et s’attelle
ensuite a en diffuser les résultats. En effet, la communauté mathématique avait toujours pensé que tout
ce qui est vrai devait pouvoir étre démontré. Avec les théoremes de Godel, cela devient impossible !
C’est le résultat le plus important en logique du siecle.

Godel a eu P'occasion d’aller présenter ses travaux dans le monde entier, en particulier aux Etats-Unis, ott
il a rencontré Albert Einstein dés 1933. Dans les années 1930, I’Autriche devient fasciste jusqu’a célébrer
son rattachement au régime nazi (’'Anschluss, mars 1938). Godel n’est pas juif, mais il a travaillé avec
de nombreux professeurs juifs et posséde un esprit indépendant. Cela suffit pour qu’il se retrouve mis a
I'écart de I'université.

Aussi, en décembre 1939, il quitte Vienne avec sa femme Adéle pour les Etats-Unis. Il ne part pas vers
I'Ouest pour traverser I’Atlantique, mais vers 'Est : a 'aide du Transsibérien il traverse la Russie, puis
passe par le Japon, traverse le Pacifique pour arriver a San Francisco, et arrive en mars 1940 a Princeton
(sur la cote Est des Etats-Unis) ot Einstein attend. Tout cela & travers des pays en guerre !

Voici une autre anecdote célébre : pour se faire naturaliser américain, Godel passe devant un juge avec
Einstein comme témoin. A cette occasion, Godel avait étudié la constitution américaine et, avant d’entrer
dans la salle d’audience, il dit a Einstein qu’il y a trouvé une faille logique. Heureusement, Einstein
empéche Godel d’en parler devant le juge !

Godel et Einstein restent amis jusqu’a la mort de ce dernier en 1955. Tous les jours, ils marchent et
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discutent ensemble sur leur chemin vers Princeton. Godel continue ses travaux et se tourne vers la
philosophie et la théorie de la relativité.

Toute sa vie, Godel a été obsédé par sa santé. De plus en plus hypocondriaque, il craint un empoison-
nement accidentel puis intentionnel, et s’enferme dans sa paranoia. Il ne cotoie plus qu’Einstein et
son épouse Adele (qui devait d’ailleurs gofiter tous ses plats). Lorsque sa femme est hospitalisée, il ne
s’alimente plus et meurt en 1978 a ’age de 71 ans.

Lectures

Voici quelques références commentées pour varier les points de vue et approfondir le sujet.
e forall x : An Introduction to Formal Logic de P. D. Magnus, T. Button, R. Trueman, R. Zach.
forallx.openlogicproject.org

Une bonne introduction a la logique formelle qui couvre a la fois la logique Vrai/Faux, la logique de
premier ordre et les preuves dans ces deux systémes.
Les chapitres sont courts, bien motivés et adaptés aux étudiants de premiére ou de deuxiéme année,
n’ayant jamais eu de cours de logique (voire méme de mathématiques).
Le livre est écrit en anglais, avec quand méme beaucoup de texte et des exemples issus du langage
courant. Cela fait une ressource accessible aux étudiants des filieres non mathématiques.

o Introduction a la logique — Théorie de la démonstration et des modéles, R. David, K. Nour, C. Raffalli,
édition Dunod.

Livre qui met I'accent sur les démonstrations formelles en logique propositionnelle et en logique du
premier ordre. Les premiers chapitres sont accessibles aux étudiants de licences.

» Logique mathématique, tomes 1 et 2, de R. Cori et D. Lascar, édition Dunod, traduit en anglais sous

le titre Mathematical Logic.
Il s’agit d’ouvrages de référence plutdt destinés aux étudiants de master. Le premier tome couvre
la logique propositionnelle et la logique du premier ordre (et bien plus), le second tome couvre les
théorémes d’incomplétude (et bien plus). Le livre est complet et trés bien écrit, adapté a ceux qui
ont déja suivi un cours de logique et ont un bagage mathématique sérieux.

o A Mathematical Introduction to Logic, de H. Enderton, édition Academic Press. C’est un ouvrage de
référence pour les étudiants de fin de licence et de master. Il couvre la logique propositionnelle, la
logique du premier ordre, les théoremes d’incomplétude et la logique de second ordre.

o Godel Without (Too Many) Tears, de P. Smith :

logicmatters.net/igt
C’est un livre consacré uniquement aux théoremes d’incomplétude de Godel. L'auteur est professeur
de logique et de philosophie et adopte un style plus littéraire, destiné a un public non mathématicien,
avec de nombreuses explications conceptuelles. Dans cette version courte il n’y a pas de preuves,
elles sont reportées dans la version étendue : An Introduction to Gédel’s Theorems.

o Aux frontieres des mathématiques - Kurt Godel et U'incomplétude, de Jean-Paul Delahaye (édition
Dunod) raconte a la fois la vie de Godel et ses décourvertes. Les démons de Godel : Logique et folie,
de Pierre Cassou-Nogues (édition du Seuil) explore les tourments de Godel.


https://forallx.openlogicproject.org/
https://logicmatters.net/igt/
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Tables
Connecteurs
Symbole Nom Définition
- NON —P est vrai ssi P est faux
A ET P AQ est vrai ssi P et Q sont vrais
Vv ou PV Q estvraissi P ou Q est vrai
— implication (=P)VQ
— équivalence (P->QA(Q—P)

Equivalences logiques usuelles de la logique Vrai/Faux

Nom Regle
Idempotence PAP=P PVP=P
Commutativité PAQ=QAP PVQ=QVP
Associativité (PAOAOAR=PA(QAR) (PVOQVR=PV(QVR)
Distributivité PAQVR)=(PAQV(PAR) PV(QAR)=(PVQAIA(PVR)
Absorption PA(PVQ)=P PV(PAQ)=P
“(PVQ=(-P)A(=Q)

“(PAQ)=(=P)V(=Q)

Lois de De Morgan
P — Q= (=Q)— (-P)

Contraposée
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Regles d’inférence de la logique Vrai/Faux

Nom Regle
Réutilisation P F P

L. PAQ F P
Elimination de A

PAQ F QO

Introduction de A P,Q F PAQ

Elimination de la double négation -—=P F P

. P F PVQ
Introduction de Vv

Q F PvQ

Elimination de Vv

PVQYQ, P->R, Q>R F R

Implication (modus ponens)

P,P>Q F Q

Introduction de —

Si PFQ alors FP— Q

Explosion (ex falso)

L+ P

Equivalence

P—Q F P—-Q
P—Q F Q-7P
P—Q, Q0->P F Pe—oQ

Définition de la négation

—P est définie par P — L

Introduction de la double négation

Pk P

Tiers exclu

A

Modus tollens

P-Q-Q + -P

Lois de De Morgan

~(PAQ) F -PV-Q

Raisonnement par Uabsurde

-P—-1 F P

Contraposée

P—)Q |— —|Q—)—|'P
—|Q—)—|P |— P—)Q
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Connecteurs binaires

Symbole Réalisation Nom Valeurs
1 PA-P toujours faux / contradiction | 0000
A PAQ ET/ conjonction 0001

PA-Q P et (non Q) 0010

P projection gauche 0011

“PAQ (non P) et Q 0100

Q projection droite 0101

® (PVQ)A-(PAQ) XOR / ou exclusif 0110

\Y; PVQ ou/ disjonction 0111

l (P VQ) NOR 1000

— P—Q équivalence 1001
-Q négation de Q 1010

Q—P Q implique P 1011

-P négation de P 1100

— P—-Q P implique Q 1101
T =(PAQ) NAND / Sheffer 1110

T Pv-p toujours vrai / tautologie 1111

180

La derniere colonne indique les 4 valeurs de la fonction prises lorsque (P, Q) vaut successivement (0, 0),

(0,1), (1,0), (1,1).

Equivalences logiques usuelles de la logique de premier ordre

Nom Regle
Négation de Y ~(Vx P(x)) = 3x —P(x)
Négation de 3 —(Ax P(x)) = Vx-P(x)
Permutation de Y VxVy P(x,y) = VyVxP(x,y)
Permutation de 3 Ix3dy P(x,y) = 3Fy3Ix P(x,y)
Distribution de V sur A Vx(P)AQ(x) = (VxP))A(Vx Q(x))
Distribution de 3 sur v Ax(P(x)VO(x)) = @@AxP(x))V(Ex o(x))
Sortie de Y Vx(P(x)—> Q) = (@xP(x)—Q

(si x n’apparait pas dans Q)

Renommage d’une variable liée

VxP(x) =

VyPly/x]

(si y est une variable nouvelle)
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Regles d’inférence de la logique de premier ordre

181

Nom

Regle

Elimination de V

VxP(x) F  P(c)

(c constante ou terme clos quelconque)

Introduction de VY

Introduction de 3

P(c) F  VxP(x)
(c arbitraire : n’apparait dans aucune hypothése ouverte)
Pl(c) F  IxP(x)

(c constante ou terme clos quelconque)

Elimination de 3

IxP(x), [P(c)FQ] +F Q

(c est une constante nouvelle, n’apparaissant nulle part ailleurs)

Commutation de Y et A

Négation de ¥ “(VxP(x)) F  3xP(x)
Négation de 3 -3xP(x)) F  VYx-P(x)
Renommage VxP(x) F  VyP()
IxP(x) F JyPy)
Permutation de deux Y VxVyP(x,y) F VYyVxP(x,y)
Permutation de deux 3 IxIy P(x,y) F  FyIxP(x,y)
Interversion de 3 et ¥ IxVyPlx,y) F  VydxP(x,y)
Vx(P(x)AQ(x)) F  (VxP(x))A(VxQ(x))

(VxPL)A(VxQ(x)) F Vx(Plx)AQ(x))

Commutation de 3 et V

Ax(P(x)VO(x)) F (AxP(x))V(3x O(x))
AxP(x)V(@ExA(x)) F Ix(P(x)V A(x))

Axiomes de Peano

Al . VX
./42 . VX

S(x)#0
(x=0Vv(@y x=5())

A3t Vx Vy (S(x)=S(y)—(kx=y)
As: Vx x+0=x

As: VYx Vy x+S(y)=S(x+y)
Ag: V¥x xx0=0

A; 0 ¥x Vy xxS(y)=(xxy)+x

Et pour chaque formule P ayant x comme variable libre :

Recp(y) :

PO) A [Vx P(x)>PEx)] —  Vx Plx)
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Lexique francais-anglais

Ce lexique répertorie les termes techniques fondamentaux avec leurs équivalents en anglais.

affectation : assignment, variable assignment

codage de Godel : Gédel coding, Gédel numbering
conséquence logique : logical consequence, semantic consequence
constante fraiche : fresh constant, new constant
déduction naturelle : natural deduction

domaine : domain, domain of discourse, universe
ensemble définissable : definable set

équivalence logique : logical equivalence

explosion : explosion, ex falso quodlibet

fonction récursive primitive : primitive recursive function
formule : formula, well-formed formula Wwff)

formule atomique : atomic formula

formule fermée, formule close, phrase : closed formula, sentence
hypothese : assumption, hypothesis

logique propositionnelle : propositional logic

logique du premier ordre : first-order logic

modele : model

portée (d'un quantificateur) : scope

régle d’inférence : rule of inference

table de vérité : truth table

tautologie : tautology

témoin de Henkin : Henkin witness

terme clos : closed term

théorie cohérente/incohérente : consistent/inconsistent theory
théorie compléte : complete theory

théoréme de compacité : Compactness Theorem
théoreme de complétude : Completeness Theorem
théoreme d’incomplétude : Incompleteness Theorem
théoreme de validité : Soundness Theorem

tiers exclu : law of excluded middle

variable libre : free variable

variable liée : bound variable
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w-cohérente, 168
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négation, 2, 7
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de Russell, 140 libre, 60, 71
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