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A la découverte de I’algébre

La premiere année d’études supérieures pose les bases des mathématiques. Pourquoi se lancer dans une
telle expédition ? Déja parce que les mathématiques vous offriront un langage unique pour accéder a une
multitude de domaines scientifiques. Mais aussi parce qu’il s’agit d’'un domaine passionnant! Nous vous
proposons de partir a la découverte des maths, de leur logique et de leur beauté.

Dans vos bagages, des objets que vous connaissez déja : les entiers, les fonctions... Ces notions en apparence
simples et intuitives seront abordées ici avec un souci de rigueur, en adoptant un langage précis et en
présentant les preuves. Vous découvrirez ensuite de nouvelles théories (les espaces vectoriels, les équations
différentielles,...).

Ce tome est consacré a 'algebre et se divise en deux parties. La premiere partie débute par la logique
et les ensembles, qui sont des fondamentaux en mathématiques. Ensuite vous étudierez des ensembles
particuliers : les nombres complexes, les entiers ainsi que les polynémes. Cette partie se termine par I'étude
d’une premiere structure algébrique, avec la notion de groupe.

La seconde partie est entiérement consacrée a I'algébre linéaire. C’est un domaine totalement nouveau pour
vous et tres riche, qui recouvre la notion de matrice et d’espace vectoriel. Ces concepts, a la fois profonds et
utiles, demandent du temps et du travail pour étre bien compris.

Les efforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours, ensuite connaitre
par ceeur les définitions, les théoremes, les propositions... sans oublier de travailler les exemples et les
démonstrations, qui permettent de bien assimiler les notions nouvelles et les mécanismes de raisonnement.
Enfin, vous devrez passer autant de temps a pratiquer les mathématiques : il est indispensable de résoudre
activement par vous-méme des exercices, sans regarder les solutions. Pour vous aider, vous trouverez sur le
site Exo7 toutes les vidéos correspondant a ce cours, ainsi que des exercices corrigés.

Au bout du chemin, le plaisir de découvrir de nouveaux univers, de chercher a résoudre des problémes... et
d’y parvenir. Bonne route !
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Logique et
raisonnements

Vidéo m partie 1. Logique
Vidéo M partie 2. Raisonnements

Fiche d’exercices ¢ Logique, ensembles, raisonnements

Quelques motivations

o 11 est important d’avoir un langage rigoureux. La langue francaise est souvent ambigiie. Prenons
I'exemple de la conjonction « ou »; au restaurant « fromage ou dessert » signifie I'un ou 'autre mais pas
les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « les as ou les ceeurs » alors il ne faut pas exclure
I'as de cceur. Autre exemple : que répondre a la question « As-tu 10 euros en poche ? » si I'on dispose de
15 euros?

Il y a des notions difficiles a expliquer avec des mots : par exemple la continuité d’une fonction est
souvent expliquée par «on trace le graphe sans lever le crayon ». Il est clair que c’est une définition peu
satisfaisante. Voici la définition mathématique de la continuité d'une fonction f : I — R en un point
Xg€Il:

Ve>0 36>0 Vxel (lx—xol<dé = |f(x)—f(x)|<e).
C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire! C’est la logique.

 Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple « Est-ce qu’une augmentation
de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’une augmentation de 50% ? ». Vous pouvez penser « oui »
ou « non », mais pour en étre sir il faut suivre une démarche logique qui mene a la conclusion. Cette
démarche doit étre convaincante pour vous mais aussi pour les autres. On parle de raisonnement.

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté aux phénomeénes complexes,
qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raisonnement est le moyen de valider — ou d’infirmer — une
hypothése et de 'expliquer a autrui.


http://www.youtube.com/watch?v=aWSe1fjJHEM
http://www.youtube.com/watch?v=B-I5yZd0Wbk
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 1. LOGIQUE 2

1. Logique

1.1. Assertions

Une est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.
Exemples :

o « [l pleut. »

o «Je suis plus grand que toi. »

e «2+4+2=4»

e «2Xx3=7»

e «Pourtout x €R,onax?>0.»

e «Pourtoutze€C,onalz|=1.»

Si P est une assertion et Q est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles assertions construites a
partir de P et de Q.
L'opérateur logique « et »

Lassertion « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. L’assertion « P et Q » est fausse sinon.
On résume ceci en une

P\Q|V]|F
v |V]|F
F |F|F

FIGURE 1.1 — Table de vérité de « P et Q »

Par exemple si P est I'assertion « Cette carte est un as » et Q 'assertion « Cette carte est cceur » alors ’assertion
« P et Q » est vraie si la carte est I'as de coeur et est fausse pour toute autre carte.

Lopérateur logique « ou »

DL’assertion « P Q » est vraie si 'une (au moins) des deux assertions P ou Q est vraie. L’assertion « P ou
Q » est fausse si les deux assertions P et Q sont fausses.
On reprend ceci dans la table de vérité :

P\Q|V]|F
v o[v]|v
F |V]EF

FIGURE 1.2 — Table de vérité de « P ou Q »

Si P est I’assertion « Cette carte est un as » et Q I'assertion « Cette carte est cceur » alors I'assertion « P ou Q »
est vraie si la carte est un as ou bien un coeur (en particulier elle est vraie pour I’as de cceur).

Remarque.
Pour définir les opérateurs « ou », « et » on fait appel a une phrase en francais utilisant les mots ou, et! Les
tables de vérités permettent d’éviter ce probléme.

La négation « non »

L’assertion « P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
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P |V|F
nonP|F|V

FIGURE 1.3 — Table de vérité de «non P »

Limplication —

La définition mathématique est la suivante :

L’assertion « (non P) ou Q » est notée « P = Q ».

Sa table de vérité est donc la suivante :

P\Q|V]|F
v | Vv]F
Folv]v

FIGURE 1.4 — Table de vérité de «P — Q »

L'assertion « P = Q » se lit en francais « P implique Q ».
Elle se lit souvent aussi « si P est vraie alors Q est vraie » ou « si P alors Q ».
Par exemple :
e «0< x <25 = 4/x <5 »est vraie (prendre la racine carrée).
o «Xx €]—00,—4][ = x?+3x—4> 0» est vraie (étudier le binéme).
e «sin(0) =0 = O =0 » est fausse (regarder pour 6 = 27 par exemple).
e «24+2=5 = /2 =2>»estvraie! Eh oui, si P est fausse alors I'assertion « P => Q » est toujours
vraie.

Léquivalence <—

L est définie par :

«P <= Q»estlassertion« (P = Q) et (Q = P) ».

On dira « P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement si Q ». Cette assertion est vraie
lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est :

P\Q|V]|F
v [Vv]F
F |F|v

FIGURE 1.5 — Table de vérité de « P < Q »

Exemples :

e Pour x,x’ € R, I'équivalence « x - x’ =0 <= (x = 0 ou x’ = 0) » est vraie.

« Voici une équivalence toujours fausse (quelle que soit ’assertion P) : « P <= non(P) ».
On s’intéresse davantage aux assertions vraies qu’aux fausses, aussi dans la pratique et en dehors de ce
chapitre on écrira « P &< Q» ou « P = Q » uniquement lorsque ce sont des assertions vraies. Par
exemple si 'on écrit « P &< Q » cela sous-entend « P <= Q est vraie ». Attention rien ne dit que P et Q
soient vraies. Cela signifie que P et Q sont vraies en méme temps ou fausses en méme temps.
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Proposition 1.
Soient P,Q,R trois assertions. Nous avons les équivalences (vraies) suivantes :

. P < non(non(P))
2. (PetQ) < (QetP)
. (PouQ) < (QouP)

. non(P et Q) <= (non P) ou (non Q)

. (P et (Q ou R)) & (PetQ)ou (P etR)
7. (P ou (Q et R)) < (PouQ)et(PouR)

3

4

5. non(P ou Q) < (non P) et (non Q)

6

8. «P = Q» < «non(Q) = non(P)»

Démonstration. Voici des exemples de démonstrations :

4. 11 suffit de comparer les deux assertions « non(P et Q) » et « (non P) ou (non Q) » pour toutes les valeurs
possibles de P et Q. Par exemple si P est vrai et Q est vrai alors « P et Q » est vrai donc « non(P et Q) »
est faux ; d’autre part (non P) est faux, (non Q) est faux donc « (non P) ou (non Q) » est faux. Ainsi dans
ce premier cas les assertions sont toutes les deux fausses. On dresse ainsi les deux tables de vérités et
comme elles sont égales les deux assertions sont équivalentes.

P\Q|V]|F
v [Flv
Folv]v

FIGURE 1.6 — Tables de vérité de « non(P et Q) » et de « (non P) ou (non Q) »

6. On fait la méme chose mais il y a trois variables : P, Q, R. On compare donc les tables de vérité d’abord
dans le cas ol P est vrai (a gauche), puis dans le cas ot P est faux (a droite). Dans les deux cas les deux
assertions « (P et (Q ou R)) » et « (P et Q) ou (P et R) » ont la méme table de vérité donc les assertions
sont équivalentes.

Q\R|V|F Q\R|V|F
v [v]v v |F|F
F |V]|F F |F|F

8. Par définition, 'implication « P => Q » est I’assertion « (non P) ou Q ». Donc I'implication « non(Q) —
non(P) » est équivalente a « non(non(Q)) ou non(P) » qui équivaut encore a « Q ou non(P) » et donc est
équivalente a « P = Q ». On aurait aussi pu encore une fois dresser les deux tables de vérité et voir
qu’elles sont égales.

I

1.2. Quantificateurs

Le quantificateur Y : « pour tout »

Une assertion P peut dépendre d’un parameétre x, par exemple « x? > 1 », 'assertion P(x) est vraie ou
fausse selon la valeur de x.
L'assertion

Vx€E P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de 'ensemble E.
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On lit « Pour tout x appartenant a E, P(x) », sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie ».
Par exemple :

o «Vxe[l,+00[ (x?>1)»estune assertion vraie.

e «¥Yx€R (x?>1)>»est une assertion fausse.

e «YneN n(n+1)est divisible par 2 » est vraie.

Le quantificateur 3 : « il existe »

L'assertion
dx€E P(x)

est une assertion vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de E pour lequel P(x) est vraie. On lit «l
existe x appartenant a E tel que P(x) (soit vraie) ».
Par exemple :

e «IxeR (x(x—1)<0)» est vraie (par exemple x = % vérifie bien la propriété).

e «IneN n?

méme n = 100, un seul suffit pour dire que 'assertion est vraie).
e «Ix €R (x?=—1)>» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).

—n > n» est vraie (il y a plein de choix, par exemple n = 3 convient, mais aussi n = 10 ou

La négation des quantificateurs

Lanégationde «Yx € E P(x)» est «dx €E non P(x)».

Par exemple la négation de « Yx € [1,+00o[ (x? > 1) » est I'assertion « Ix € [1,+00o[ (x2 < 1)». En
effet la négation de x2 > 1 est non(x? > 1) mais s'écrit plus simplement x2 < 1.

Lanégationde «Ix € E P(x)» est «Yx €E non P(x)».

Voici des exemples :
o Lanégationde «3z€C (22+2+1=0)»est«Vz€C (22+2+1#0)».
o Lanégationde «Yx€R (x+1€Z)»est«Ix R (x+1¢Z)».
» Ce n’est pas plus difficile d’écrire la négation de phrases complexes. Pour I’assertion :

VxeR dy>0 (x+y>10)

sa négation est
dxeR Vy>0 (x+y<10).

Remarques

L'ordre des quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques
VxeR JyeR (x+y>0) et dyeR VxeR (x+y>0).

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de gauche a
droite, ainsi la premiere phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc dépendre de x)
tel que x + y > 0. » (par exemple on peut prendre y = |x|+ 1). C’est donc une phrase vraie. Par contre la
deuxiéme se lit : « Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x + y > 0. » Cette phrase est fausse, cela ne
peut pas étre le méme y qui convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie « Pour toute
personne, il existe un numeéro de téléphone », bien stir le numéro dépend de la personne. Par contre cette
phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ». Ce serait le méme numéro pour tout le
monde !
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Terminons avec d’autres remarques.

e Quand on écrit«Ix € R (f(x) = 0) » cela signifie juste qu’il existe un réel pour lequel f s’annule. Rien
ne dit que ce x est unique. Dans un premier temps vous pouvez lire la phrase ainsi : « il existe au moins
un réel x tel que f(x) = 0 ». Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur, on rajoute un point
d’exclamation :

JixeR (f(x)=0).

» Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est fausse ou vraie.
Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en « il existe » et inversement, puis on prend la
négation de I'assertion P.

» Pour la négation d’'une proposition, il faut étre précis : la négation de I'inégalité stricte « < » est I'inégalité
large « > », et inversement.

» Les quantificateurs ne sont pas des abréviations. Soit vous écrivez une phrase en francais : « Pour tout
réel x, si f(x) =1 alors x > 0. » , soit vous écrivez la phrase logique :

VxeR (f(x)=1 = x>=0).

Mais surtout n’écrivez pas « Vx réel, si f(x) =1 = x positif ou nul ». Enfin, pour passer d’une ligne a
l'autre d’un raisonnement, préférez plutdt « donc» a « = ».
o Il est défendu d’écrire 4,5= . Ces symboles n’existent pas !

Mini-exercices.

1. Ecrire la table de vérité du « ou exclusif ». (C’est le ou dans la phrase « fromage ou dessert », 'un ou
lautre mais pas les deux.)

Ecrire la table de vérité de « non (P et Q) ». Que remarquez vous ?
Ecrire la négation de « P => Q ».
Démontrer les assertions restantes de la proposition 1.

Ecrire la négation de « (P et (Q ou R)) ».

A

Ecrire a 'aide des quantificateurs la phrase suivante : « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».
Puis écrire la négation.

7. Mémes questions avec les phrases : « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur
produit soit strictement plus grand que 1 ». Puis « Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que
exp(x) égale n ».

2. Raisonnements

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

2.1. Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion « P => Q » est vraie. On suppose que P est vraie et on montre qu’alors Q
est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le plus habitué.

Exemple 1.
Montrer que sia,b € Q alorsa+ b € Q.

Démonstration. Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels QQ sont I'ensemble des réels s’écrivant

Iq—)avecpEZethN*.
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P

/
Alors a = % pour un certain p € Z et un certain g € N*, De méme b = 7 avec p’ € Z et ¢’ € N*. Maintenant

/ /+ /
arb=B B _pdtae

q q qq’
Or le numérateur pq’ + qp’ est bien un élément de Z ; le dénominateur qq’ est lui un élément de N*. Donc
a + b s’écrit bien de la forme a + b = £; avec p” € Z, ¢’ € N*. Ainsia + b € Q. O

q//

2.2. Cas par cas

Si 'on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre I’assertion pour
les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C’est la méthode de ou du

Exemple 2.
Montrer que pour tout x € R, |x —1]| < x2—x + 1.

Démonstration. Soit x € R. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x > 1. Alors |x — 1| = x — 1. Calculons alors x? —x + 1 —|x —1].
2—x+1—|x—1=x>—x+1—-(x—1)
=x*—2x+2
=(x-12%+1>0.

Ainsi x2—x+1—|x—1|>0etdoncx®?—x+1>|x—1|.

Deuxiéme cas : x < 1.Alors |[x—1| = —(x—1). Nous obtenons x?—x+1—|x—1| = x?>—x+14+(x—1) = x? > 0.
Etdonc x> —x+1>|x—1|.
Conclusion. Dans tous les cas |[x — 1| < x%2 —x + 1. O

2.3. Contraposée

Le raisonnement par est basé sur ’équivalence suivante (voir la proposition 1) :

Lassertion « P => Q » est équivalente a «non(Q) = non(P) ».

Donc si 'on souhaite montrer ’assertion « P =—> Q », on montre en fait que si non(Q) est vraie alors non(P)
est vraie.

Exemple 3.
Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Démonstration. Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair. Comme

n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k+1. Alors n? = (2k+1)? = 4k?+4k+1 = 2(+1
avec £ = 2k? + 2k € N. Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci est équivalent
A : si n? est pair alors n est pair. O

2.4. Absurde

Le pour montrer « P = Q » repose sur le principe suivant : on suppose a la
fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors Q doit étre
vraie et donc « P = Q » est vraie.
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Exemple 4.
- Ca _ b _
Soient a, b > 0. Montrer que si 1.3 = 77 alors a = b.
Démonstration. Nous raisonnons par I'absurde en supposant que 155 = % eta # b. Comme 135 = %

alors a(1+a) = b(1+b)donc a+a? = b+b? dott a>?—b? = b—a. Cela conduit a (a—b)(a+b) = —(a—D).

Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par a — b on obtient a + b = —1. La somme des deux
nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.
Conclusion : si <% = 2 alors a = b. O

1+b 1+a

Dans la pratique, on peut choisir indifféremment entre un raisonnement par contraposition ou par I'absurde.
Attention cependant de bien préciser quel type de raisonnement vous choisissez et surtout de ne pas changer
en cours de rédaction !

2.5. Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu'une assertion du type « Yx € E  P(x) » est vraie alors pour chaque x de E il faut
montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est fausse alors il suffit de trouver
x € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation de « Yx € E P(x)» est«dx € E non P(x)».)
Trouver un tel x c’est trouver un a lassertion « Yx € E P(x) ».

Exemple 5.
Montrer que I’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme de trois carrés ».
(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32 ... Par exemple 6 = 22 + 12 +12))

Démonstration. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois de ces nombres
on ne peut faire 7. O

2.6. Récurrence

Le permet de montrer qu'une assertion P(n), dépendant de n, est vraie pour tout
n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : lors de l'initialisation on prouve P(0).
Pour I'étape d’hérédité, on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que I'assertion
P(n+ 1) au rang suivant est vraie. Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence
P(n) est vraie pour tout n € N.

Exemple 6.
Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Démonstration. Pour n > 0, notons P(n) I'assertion suivante :
2" > n.
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.

Initialisation. Pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie.

2ntl —on 4 o > 4 2" car par P(n) nous savons 2" > n,

>n+1 car 2" > 1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire 2" > n pour tout
n=o0. O

Remarques :
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e Larédaction d’'une récurrence est assez rigide. Respectez scrupuleusement la rédaction proposée : donnez
un nom a l'assertion que vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (méme si souvent

'étape d’initialisation est tres facile). En particulier méditez et conservez la premiére ligne de 'hérédité

« Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n + 1) est vraie. »

 Sion doit démontrer qu'une propriété est vraie pour tout n > n,, alors on commence I'initialisation au

rang ny.

 Le principe de récurrence est basé sur la construction de 'ensemble N. En effet un des axiomes pour
définir N est le suivant : « Soit A une partie de N qui contient O et telle que si n € A alors n+ 1 € A. Alors
A=Ny»,

Mini-exercices.

1.
2.

N o vk

(Raisonnement direct) Soient a, b € R, . Montrer que si a < b alors a < “‘2L—b <beta< vab <b.

(Cas par cas) Montrer que pour tout n € N, n(n + 1) est divisible par 2 (distinguer les n pairs des n
impairs).

(Contraposée ou absurde) Soient a, b € Z. Montrer que si b # 0 alors a + bv/2 ¢ Q. (On utilisera que
V2¢Q)

(Absurde) Soit n € N*. Montrer que vVn2+1 nest pas un entier.

(Contre-exemple) Est-ce que pour tout x e Ronax <2 = x? < 4?

n(n+1)

(Récurrence) Montrer que pour toutn > 1, 1+2+---+n= =5

(Récurrence) Fixons un réel x > 0. Montrer que pour tout entiern > 1, (1+x)" > 1 + nx.

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon






Ensembles et applications

Vidéo W partie 1. Ensembles

Vidéo W partie 2. Applications

Vidéo m partie 3. Injection, surjection, bijection
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Fiche d’exercices ¢ Logique, ensembles, raisonnements
Fiche d’exercices ¢ Injection, surjection, bijection
Fiche d’exercices ¢ Dénombrement

Fiche d’exercices ¢ Relation d’équivalence, relation d’ordre

Motivations

Au début du xx€ siecle le professeur Frege peaufinait la rédaction du second tome d’un ouvrage qui souhaitait
refonder les mathématiques sur des bases logiques. Il recut une lettre d’un tout jeune mathématicien :
«J’ai bien lu votre premier livre. Malheureusement vous supposez qu’il existe un ensemble qui contient tous les
ensembles. Un tel ensemble ne peut exister. » S’ensuit une démonstration de deux lignes. Tout le travail de
Frege s’écroulait et il ne s’en remettra jamais. Le jeune Russell deviendra I'un des plus grands logiciens et
philosophes de son temps. Il obtient le prix Nobel de littérature en 1950.
Voici le « paradoxe de Russell » pour montrer que 'ensemble de tous les ensembles ne peut exister. C’est
trés bref, mais difficile a appréhender. Par ’absurde, supposons qu’un tel ensemble & contenant tous les
ensembles existe. Considérons
F={Ec&|E¢E}.

Expliquons l'écriture E ¢ E : le E de gauche est considéré comme un élément, en effet 'ensemble & est
I’'ensemble de tous les ensembles et E est un élément de cet ensemble ; le E de droite est considéré comme un
ensemble, en effet les élément de & sont des ensembles! On peut donc s’interroger si 'é1ément E appartient
a l'ensemble E. Si non, alors par définition on met E dans 'ensemble F.
La contradiction arrive lorsque 'on se pose la question suivante : a-t-on F € F ou F ¢ F ? L'une des deux
affirmation doit étre vraie. Et pourtant :

o Si F € F alors par définition de F, F est 'un des ensembles E tel que F ¢ F. Ce qui est contradictoire.

o SiF ¢ F alors F vérifie bien la propriété définissant F donc F € F ! Encore contradictoire.
Aucun des cas n’est possible. On en déduit qu’il ne peut exister un tel ensemble & contenant tous les
ensembles.
Ce paradoxe a été popularisé par 'énigme suivante : « Dans une ville, le barbier rase tous ceux qui ne se rasent
pas eux-mémes. Qui rase le barbier ? » La seule réponse valable est qu'une telle situation ne peut exister.

Ne vous inquiétez pas, Russell et d’autres ont fondé la logique et les ensembles sur des bases solides.
Cependant il n’est pas possible dans ce cours de tout redéfinir. Heureusement, vous connaissez déja quelques


http://www.youtube.com/watch?v=bPT6-g3B5wQ
http://www.youtube.com/watch?v=Y8cV0zcFijs
http://www.youtube.com/watch?v=1qax9qMxz4c
http://www.youtube.com/watch?v=NElSI5_NIsk
http://www.youtube.com/watch?v=WuJyP_7VIu8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00002.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00003.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00005.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00004.pdf
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ensembles :

o lensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.
I'ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
I'ensemble des rationnels Q = {% |p€Z,qeN\ {O}}.
'ensemble des réels R, par exemple 1,+/2, 7, In(2),...
I'ensemble des nombres complexes C.

Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a un exemple particulier. Vous
vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les ensembles, ce sont les
relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction) entre deux ensembles.

1. Ensembles

1.1. Définir des ensembles

e On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un est une collection d’éléments.
» Exemples :

{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.

Un ensemble particulier est I , Noté @ qui est 'ensemble ne contenant aucun élément.

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.
 Voici une autre facon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient une propriété.
o Exemples :

e On note

{xer|Ix—2/<1}, {zecCc|z®=1}, {xeR|0<x<1}=[0,1].

1.2. Inclusion, union, intersection, complémentaire

e IV . E C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit : Yx € E (x € F). On
dit alors que E est un de F ou une de F.
e U .E=FssietseulementsiECF etF CE.
. de E. On note & (E) 'ensemble des parties de E. Par exemple si E = {1,2,3} :
2({1,2,3}) = {2,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
. .SiACE,

CiA={x€E|x¢A}

On le note aussi E \ A et juste (A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois aussi A° ou A).

. .PourA,BCE,

AUB:{erlxeruxeB}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir a A et a B en méme temps.
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AnNB={x€E|x€cAetx<B}

1.3. Régles de calculs

Soient A, B, C des parties d'un ensemble E.

e ANB=BnNA
AN(BNC)=ANnB)NC (on peut donc écrire AN B N C sans ambigiiité)
e AN =g, ANA=A, ACB<ANB=A

e« AUB=BUA
« AU(BUC)=(AUB)UC (on peut donc écrire AU B U C sans ambiguité)
« AU=A, AUA=A ACB<>AUB=B

e [AN(BUC)=(ANB)UANC)
e |[AUBNC)=(AUB)N(AUC)

« C(CA)=A etdonc AcB<=I[(BclA
C(AnB)=CAuUCB
e ((AuB)=C(ANCB

Voici les dessins pour les deux dernieres assertions.

A CB

C(AnB)=CAUCB C(AuB)=CANCB

Les preuves sont pour I'essentiel une reformulation des opérateurs logiques, en voici quelques-unes :

13

e Preuve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC): x €AN(BUC) < x€Aetxe(BUC) < x€cAet(xe
BouxeC(C) < (x€Aetxe€eB)ou(x€hAetxe(C)  (x€AnNB)ou(x €eANC) < x €

(ANB)UANC).
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e Preuve de ((ANB) =(CAUCB: x € [(ANB) < x ¢ (ANB) < non(x GADB) < non(x €
AethB) < non(x €A)ounon(x €B) < x¢Aoux ¢B < x € (AULB.
Remarquez que 'on repasse aux éléments pour les preuves.

1.4. Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles. Le , noté E x F, est 'ensemble des couples (x,y) ou x € E
ety €F.

Exemple 1.

1. Vous connaissez R2 =R x R = {(x,y) | x,y € R}.

2. Autre exemple [0,1] xR = {(x,_y) l0o<x<1,ye R}

y

L 2

3. [0,1]x[0,1]x[0,1] = {(x,y,z) |0<x,y,2< 1}

y

1¢

0 1 x

Mini-exercices.

1. En utilisant les définitions, montrer : A # B si et seulement s’il existe a €A\ B ou b € B\ A.
Enumérer #({1,2,3,4}).

Montrer AU(BNC)=(AUB)N(AUC) et L(AUB) =CANCB.

Enumérer {1,2,3} x {1,2,3,4}.

Représenter les sous-ensembles de R? suivants : (]0, 1[U[2, 3[) x [—1,1], (]R \ (1o, 1[u[2, 3[)) X ((R\
[—1,1])Nn[0,2]).

AR N
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2. Applications

2.1. Définitions

e Une (ou une ) f : E = F, c’est la donnée pour chaque élément x € E d’'un unique
élément de F noté f(x).
Nous représenterons les applications par deux types d’illustrations : les ensembles « patates », 'ensemble
de départ (et celui d’arrivée) est schématisé par un ovale ses éléments par des points. L’association
x — f(x) est représentée par une fleche.

f

f(x)

L'autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-ensembles de R).
Lensemble de départ R est représenté par I'axe des abscisses et celui d’arrivée par 'axe des ordonnées.
L’association x — f(x) est représentée par le point (x, f (x)).

y
/\
f(x)
X
X
. . Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E, f(x) = g(x). On
note alors f = g.
o Le de f : E— F est
Iy ={(x.f(x) €ExF|x €E}
y
7~ ‘K/
X
. .Soient f : E > Fetg:F — Galors gof : E — G est 'application définie par

gof(x)=g(f(x)).

gof
. . Soient f : E — F et AC E alors la restriction de f a A est 'application

f|A:A—> F
x — f(x)
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Exemple 2.
1. L , idg : E — E est simplement définie par x — x et sera trés utile dans la suite.

2. Définissons f, g ainsi

f : ]0,+OO[ — ]O,+OO[ g - ]O)+OO[ —
X —> % ? X — i—;l
Alors g o f : ]0,+00o[— R vérifie pour tout x €]0,+00] :
(0 =g( ) =5(2) Lol
o = = — | = = = — .
goflx)=glf(x))=¢( 1.1 1+x glx
2.2. Image directe, image réciproque
Soient E, F deux ensembles.
Définition 1.
Soit ACEetf:E—F,I de A par f est 'ensemble

FA={f0) | x €A}

Définition 2.
SoitBCFetf:E—F,Tl de B par f est 'ensemble

fiB)={x€E|f(x)eB}

73

Remarque.
Ces notions sont plus difficiles a maitriser qu’il n’y parait!

e f(A) est un sous-ensemble de F, f ~}(B) est un sous-ensemble de E.

« La notation « f "1(B) » est un tout, rien ne dit que f est une fonction bijective (voir plus loin). L'image
réciproque existe quelque soit la fonction.

o D'image directe d’un singleton f({x}) = { f (x)} est un singleton. Par contre 'image réciproque d’'un
singleton f _1({ _y}) dépend de f. Cela peut étre un singleton, un ensemble a plusieurs éléments ; mais
cela peut-étre E tout entier (si f est une fonction constante) ou méme I'ensemble vide (si aucune image
par f ne vaut y).
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2.3. Antécédents

Fixons y € F. Tout élément x € E tel que f(x) =y est un de y.
En termes d’image réciproque I'ensemble des antécédents de y est f ~1({y}).

Sur les dessins suivants, I'élément y admet 3 antécédents par f. Ce sont xq, X5, X3.

f

Mini-exercices.

1. Pour deux applications f, g : E — F, quelle est la négation de f = g?

2. Représenter le graphe de f : N — R définie par n — %.
3. Soient f, g,h : R — R définies par f(x) = x2, g(x) = 2x + 1, h(x) = x> — 1. Calculer f o (g o h) et
(fog)oh.

4. Pour la fonction f : R — R définie par x — x? représenter et calculer les ensembles suivants : ([0, 1[),

f(R)7 f(] - 1, 2[): f_l([]-:z[), f_l([_1: 1])) f—l({s}), f_l(R \ N)

3. Injection, surjection, bijection

3.1. Injection, surjection

Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.

Définition 3.
f est si pour tout x, x’ € E avec f(x) = f(x’) alors x = x’. Autrement dit :

Vx,x' €E (f(x):f(x’) = x=x')

Définition 4.
f est si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3dxe€E (yzf(x))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(E) =F.
Les applications f représentées sont injectives :

f y
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Les applications f représentées sont surjectives :

f

Remarque.
Encore une fois ce sont des notions difficiles a appréhender. Une autre facon de formuler l'injectivité et la
surjectivité est d’utiliser les antécédents.
» f estinjective si et seulement si tout élément y de F a au plus un antécédent (et éventuellement aucun).
» f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécédent.

Remarque.
Voici deux fonctions non injectives :

Ainsi que deux fonctions non surjectives :

f y
</ F
E v N R l
1 . X
E

Exemple 3.

1. Soit f; : N — Q définie par f;(x) = ﬁ Montrons que f; est injective : soit x,x’ € N tels que

f1(x) = f(x). Alors 0= = ﬁ, donc 1+ x =1+ x’ et donc x = x’. Ainsi f; est injective.

Par contre f; n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent par f;. Ici il
est facile de voir que I'on a toujours f;(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent. Ainsi f;
n’est pas surjective.

2. Soit f, : Z — N définie par f,(x) = x2. Alors f, n’est pas injective. En effet on peut trouver deux éléments
x,x’ € Z différents tels que f5(x) = f5(x’). Il suffit de prendre par exemple x =2, x’ = —2.
fo n’est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun antécédent. Par
exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par f,, nous aurions f,(x) = y, c’est-a-dire x> = 3,
d’ott x = £4/3. Mais alors x n’est pas un entier de Z. Donc y = 3 n’a pas d’antécédent et f, n’est pas
surjective.
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3.2. Bijection

Définition 5.
f est si elle injective et surjective. Cela équivaut a : pour tout y € F il existe un unique x € E
tel que y = f(x). Autrement dit :

VyeF 3dlxe€E (y=f(x))

L'existence du x vient de la surjectivité et I'unicité de I'injectivité. Autrement dit, tout élément de F a un
unique antécédent par f.

Proposition 1.
Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.

1. Lapplication f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E telle que f o g =idy et
gof =idg.
2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijective. Lapplication g s’appelle la
de f et est notée f 1. De plus (f_l)_l =f.

Remarque.
» f o g=id se reformule ainsi

VyeF f(g)=y.
» Alors que go f =idy s’écrit :
Vx €E g(f(x)) =x.
o Par exemple f : R —]0,+00o[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est
g :]10,+00[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (ln(y)) =y, pour tout y €]0,+0oo[ et
In ( exp(x)) = x, pour tout x € R.

Démonstration.

1. « Sens =. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F — E. Comme f est
surjective alors pour chaque y € F, il existe un x € E tel que y = f(x) et on pose g(y) = x. On
a f(g(y)) = f(x) = y, ceci pour tout y € F et donc f o g = idy. On compose a droite avec f
donc f o go f =idpof. Alors pour tout x € E on a f(g Of(x)) = f(x) or f est injective et donc
gof(x)=x.Ainsi gof =idg. Bilan: f o g =idp et go f =id.
» Sens <. Supposons que g existe et montrons que f est bijective.
— f est surjective : en effet soit y € F alors on note x = g(y) € E; on a bien : f(x) =f(g(y)) =
fog(y)=1idg(y) =y, donc f est bien surjective.
— f est injective : soient x,x’ € E tels que f(x) = f(x’). On compose par g (4 gauche) alors
gof(x)=gof(x") doncidg(x)=1idg(x’) donc x = x’; f est bien injective.

2.  Sif est bijective alors g est aussi bijective car g o f =idy et f o g = idy et on applique ce que 'on
vient de démontrer avec g a la place de f. Ainsi g~! = f.
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» Si f est bijective, g est unique : en effet soit h : F — E une autre application telle que ho f =idy et
f oh =1idg; en particulier f oh =idy = f o g, donc pour tout y € F, f(h(y)) =f(g(y)) or f est
injective alors h(y) = g(y), ceci pour tout y € F; dou h = g.

O
Proposition 2.

Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives. Lapplication g o f est bijective et sa bijection
réciproque est

(gof) '=flog™

Démonstration. D’aprés la proposition 1, il existe u : F — E tel que uo f = idg et f ou =idy. Il existe aussi
v:G — Ftelquevog =idp et gov =1idg;. Onaalors (gof)o(uov) = go(fou)ov = goidyov = gov =idg.
Et (uov)o(gof)=uo(vog)of =uoidpof =uof =idg. Donc g o f est bijective et son inverse est uov.
Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors : uov = f"ltog ! O

Mini-exercices.

1. Les fonctions suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
e fi:R—[0,+00[, x — x2.

o f5:[0,+00[— [0,+00[, x — x2.

¢ f3:N—>N, x — x2.

o fuZ—>Z,x—>x—7.
s fs:R—[0,+00[, x — [x|.

2. Montrer que la fonction f :]1,+00[—]0,+o00[ définie par f(x) = ﬁ est bijective. Calculer sa
bijection réciproque.

4. Ensembles finis

4.1. Cardinal

Définition 6.
Un ensemble E est s'il existe un entier n € N et une bijection de E vers {1,2,...,n}. Cet entier n est
unique et s’appelle le de E (oule ) et est noté Card E.

Quelques exemples :

1. E = {rouge, noir} est en bijection avec {1,2} et donc est de cardinal 2.

2. N n’est pas un ensemble fini.

3. Par définition le cardinal de 'ensemble vide est 0.

Enfin quelques propriétés :

1. Si A est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et Card B < Card A.

2. SiA, B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = &) alors Card(AU B) = CardA + Card B.

3. Si A est un ensemble fini et B C A alors Card(A \ B) = CardA — Card B. En particulier si B C A et
CardA = Card B alors A= B.

4. Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :

Card(AUB) = CardA + Card B— Card(AN B)
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Voici une situation ol s’applique la derniéere propriété :

La preuve de la derniére propriété utilise la décomposition
AUB=AU(B\(ANB))
Les ensembles A et B \ (AN B) sont disjoints, donc
Card(AUB) = CardA + Card (B \ (AN B)) = Card A+ Card B — Card(AN B)

par la propriété 2, puis la propriété 3.

4.2. Injection, surjection, bijection et ensembles finis

Proposition 3.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f est injective alors Card E < Card F.
2. Si f est surjective alors Card E > Card F.
3. Si f est bijective alors Card E = Card F.

Démonstration.

1. Supposons f injective. Notons F' = f(E) C F alors la restriction f| : E — F’ (définie par f|(x) = f(x))
est une bijection. Donc pour chaque y € F’ est associé un unique x € E tel que y = f(x). Donc E et F’
ont le méme nombre d’éléments. Donc Card F’ = Card E. Or F’ C F, ainsi Card E = Card F’ < Card F.

2. Supposons f surjective. Pour tout élément y € F, il existe au moins un élément x de E tel que y = f(x)
et donc Card E > CardF.

3. Cela découle de (1) et (2) (ou aussi de la preuve du (1)).

Proposition 4.
Soit E, F deux ensembles finis et f : E — F une application. Si

CardE = Card F
alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i. f estinjective,

ii. f est surjective,

iii. f est bijective.
Démonstration. Le schéma de la preuve est le suivant : nous allons montrer successivement les implications :

(i) = (ii)) = (iii)) = (1)

ce qui prouvera bien toutes les équivalences.

e (i) = (ii). Supposons f injective. Alors Card f (E) = Card E = Card F. Ainsi f (E) est un sous-ensemble
de F ayant le méme cardinal que F ; cela entraine f(E) = F et donc f est surjective.
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» (ii) = (iii). Supposons f surjective. Pour montrer que f est bijective, il reste a montrer que f est
injective. Raisonnons par I'absurde et supposons f non injective. Alors Card f(E) < CardE (car au
moins 2 éléments ont la méme image). Or f(E) = F car f surjective, donc Card F < Card E. C’est une
contradiction, donc f doit étre injective et ainsi f est bijective.

e (iii) = (i). C’est clair : une fonction bijective est en particulier injective.

Appliquez ceci pour montrer le

Proposition 5.
Si Uon range dans k tiroirs, n > k paires de chaussettes alors il existe (au moins) un tiroir contenant (au
moins) deux paires de chaussettes.

Malgré sa formulation amusante, c’est une proposition souvent utile. Exemple : dans un amphi de 400
étudiants, il y a au moins deux étudiants nés le méme jour!

4.3. Nombres d’applications

Soient E, F des ensembles finis, non vides. On note Card E = n et Card F = p.

Proposition 6.
Le nombre d’applications différentes de E dans F est :

n

p

Autrement dit cest | (Card F)CdE |,

Exemple 4.
En particulier le nombre d’applications de E dans lui-méme est n". Par exemple si E = {1,2,3,4,5} alors ce
nombre est 5° = 3125.

Démonstration. Fixons F et p = Card F. Nous allons effectuer une récurrence sur n = CardE. Soit (P,)
I'assertion suivante : le nombre d’applications d'un ensemble a n éléments vers un ensemble a p éléments
est p".

e Initialisation. Pour n = 1, une application de E dans F est définie par I'image de 'unique élément de E.
Ilyap = CardF choix possibles et donc p! applications distinctes. Ainsi P; est vraie.

» Heérédité. Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On choisit
et fixe a € E; soit alors E’ = E \ {a} qui a bien n éléments. Le nombre d’applications de E’ vers F est
p", par ’hypothése de récurrence (P,). Pour chaque application f : E’ — F on peut la prolonger en une
application f : E — F en choisissant I'image de a. On a p choix pour I'image de a et donc p" x p choix
pour les applications de E vers F. Ainsi P, est vérifiée.

 Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

O
Proposition 7.
Le nombre d’injections de E dans F est :
px(p—=1)x--x(p—(n—1)).
Démonstration. Supposons E = {a;,as,...,a,}; pour 'image de a; nous avons p choix. Une fois ce choix

fait, pour 'image de a, il reste p — 1 choix (car a, ne doit pas avoir la méme image que a;). Pour 'image
de a5 il y a p — 2 possibilités. Ainsi de suite : pour I'image de a; il y a p — (k — 1) choix... Il y a au final
px(p—1)x---x(p—(n—1)) applications injectives. O
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Notation :n!l=1x2x3x:--xn.Avec 1! =1 et par convention 0! = 1.

Proposition 8.
Le nombre de bijections d’'un ensemble E de cardinal n dans lui-méme est :

Exemple 5.
Parmi les 3125 applications de {1,2,3,4,5} dans lui-méme il y en a 5! = 120 qui sont bijectives.

Démonstration. Nous allons le prouver par récurrence sur n. Soit (P,) I'assertion suivante : le nombre de
bijections d’'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n éléments est n!

» P, estvraie. Il n’y a qu’une bijection d'un ensemble a 1 élément dans un ensemble a 1 élément.

» Fixons n > 1 et supposons que P, est vraie. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On fixe a € E.
Pour chaque b € E il y a —par '’hypothése de récurrence— exactement n! applications bijectives de
E\ {a} — E\ {b}. Chaque application se prolonge en une bijection de E — F en posant a — b. Comme
ilyan+1 choix de b € E alors nous obtenons n! x (n+ 1) bijections de E dans lui-méme. Ainsi P, est
vraie.

» Par le principe de récurrence le nombre de bijections d’'un ensemble a n éléments est n!

On aurait aussi pu directement utiliser la proposition 7 avec n = p (sachant qu’alors les injections sont aussi
des bijections). O

4.4. Nombres de sous-ensembles

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Proposition 9.
Iy a 2°%9E sous-ensembles de E :

Card Z(E) =2"

Exemple 6.

Si E=1{1,2,3,4,5} alors 2(E) a 2° = 32 parties. C’est un bon exercice de les énumérer :
e 'ensemble vide : &,
o 5singletons : {1},{2},...,
e 10 paires : {1,2},{1,3},...,{2,3},...,

10 triplets : {1,2,3},...,

e 5ensembles a 4 éléments : {1,2,3,4},{1,2,3,5},...,

et E tout entier : {1,2,3,4,5}.

Démonstration. Encore une récurrence sur n = Card E.
e Sin=1, E = {a} est un singleton, les deux sous-ensembles sont : & et E.
» Supposons que la proposition soit vraie pour n > 1 fixé. Soit E un ensemble a n + 1 éléments. On fixe
a € E. 1l y a deux sortes de sous-ensembles de E :
— les sous-ensembles A qui ne contiennent pas a : ce sont les sous-ensembles A C E \ {a}. Par I'hypothese
de récurrence il y en a 2".
— les sous-ensembles A qui contiennent a : ils sont de la forme A = {a} UA" avec A’ C E \ {a}. Par
I'hypothése de récurrence il y a 2" sous-ensembles A’ possibles et donc aussi 2" sous-ensembles A.
Le bilan : 2" + 2" = 2™"! parties A C E.
e Par le principe de récurrence, nous avons prouvé que si Card E = n alors on a Card #(E) = 2".
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4.5. Coefficients du binome de Newton

Définition 7.
Le nombre de parties a k éléments d’'un ensemble a n éléments est noté (Z) ou C,’f.

Exemple 7
Les parties a deux éléments de {1, 2,3} sont {1,2}, {1,3} et {2,3} et donc (g) = 3. Nous avons déja classé
les parties de {1, 2,3, 4,5} par nombre d’éléments et donc
. (5) =1 (la seule partie n’ayant aucun élément est 'ensemble vide),
=5 (il y a 5 singletons),

(E
¢
. (E
(9=
s

)=
) =10 (il y a 10 paires),
) =10,

* (4)=

) =1 (la seule partie ayant 5 éléments est 'ensemble tout entier).

Sans calculs on peut déja remarquer les faits suivants :

Proposition 10.

@=L O)=n()=1
(=0
N IO G N P

Démonstration.
1. Par exemple : ('11) =n car il y a n singletons.

2. Compter le nombre de parties A C E ayant k éléments revient aussi a compter le nombre de parties de la
forme CA (qui ont donc n — k éléments), ainsi (nfk) = (Z)

n

3. La formule (5) + (7) + -+ + () + -+ (}) = 2" exprime que faire la somme du nombre de parties a k
éléments, pour k =0,...,n, revient a compter toutes les parties de E.

O

Proposition 11.

(M=(")+("2))  ©<k<n

Démonstration. Soit E un ensemble a n éléments, a € E et E' = E \ {a}. Il y a deux sortes de parties A C E

ayant k éléments :
« celles qui ne contiennent pas a : ce sont donc des parties a k éléments dans E’ qui a n— 1 éléments. Il y
aen a donc (";1),
o celles qui contiennent a : elles sont de la forme A= {a} UA’ avec A’ une partie & k — 1 éléments dans E’
quian—1éléments. Il yen a (Zj)
Bilan : (}) = (1) + (") O
Le triangle de Pascal est un algorithme pour calculer ces coefficients (Z) La ligne du haut correspond a (8),
la ligne suivante a (é) et G), la ligne d’apres a (g), @) et (g)
La derniére ligne du triangle de gauche aux coefficients (g), (‘D, cen (i).
Comment continuer ce triangle pour obtenir le triangle de droite ? Chaque élément de la nouvelle ligne est
obtenu en ajoutant les deux nombres qui lui sont au-dessus a droite et au-dessus a gauche.
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1/\ 1/\
VAWAN VAVAN
/NSNS /x/x/x
/\/KXK/\I /x/x/x/x

/xgggggx/\

Ce qui fait que cela fonctionne c’est bien stir la proposition 11 qui se représente ainsi :

) )
N/
¥

Une autre facon de calculer le coefficient du bindme de Newton repose sur la formule suivante :

Proposition 12.

()= ra-m

Démonstration. Cela se fait par récurrence sur n. C’est clair pour n = 1. Si c’est vrai au rang n — 1 alors
écrivons (Z) = (Zj) + (nzl) et utilisons ’hypothése de récurrence pour (Z:}) et (nzl). Ainsi

(Z) = (Z:D - (n; 1) = = 1)!(E1n—_111!(k “y t k!(fln—_llzlk)!

B (n—1) x( 1 +l)_ (n—1) 8 n

S (k—D!n—k—1) " \n—k k) (k—-1D(n—k—1)" k(n—k)
n!

~ Kn—k)!

4.6. Formule du binome de Newton

Théoreme 1.
Soient a, b € R et n un entier positif alors :

n

(a+b)" :Z(D a k. pk

k=0

(a+b)"=(n) a”-b°+(n) a”‘l-b1+---+(n) a“"‘-b"+---+(n) a®-b"
0 1 k n

Le théoréme est aussi vrai si a et b sont des nombres complexes.

Autrement dit :
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Exemple 8.

1. Pour n = 2 on retrouve la formule archi-connue : (a + b)? = a® + 2ab + b2.

2. 1l est aussi bon de connaitre (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b>.

3. Sia=1et b =1 on retrouve la formule : >,,_, (}) = 2".

Démonstration. Nous allons effectuer une récurrence sur n. Soit (P,,) ’assertion : (a + b)" = ZZ=O (rkl) ank.

bk,

e Initialisation. Pour n=1, (a + b)! = (é)albo + G)aobl. Ainsi P; est vraie.
o Heérédité. Fixons n > 2 et supposons que P,_; est vraie.

(a+b)" = (a+Db) (a+b)"!

-1
= a(a”_1 +-~+(n ' )a”_l_kbk+---+ b”_l)

+b (a"_l ot (n B 1)a"_1_(k_1)bk_1 ot b”‘l)
k—1

_ ...+((n;1)+(Z:D)an—kbk-f-...

= ...+(Z)a"_kbk+...

n

_ Z(Z) QK . pk

k=0

Ainsi P, est vérifiée.

 Conclusion. Par le principe de récurrence P, est vraie, pour tout n > 1.

Mini-exercices.

1.

Combien y a-t-il d’applications injectives d’'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n + 1
éléments ?

. Combien y a-t-il d’applications surjectives d’'un ensemble a n + 1 éléments dans un ensemble a n

éléments ?

3. Calculer le nombre de fagons de choisir 5 cartes dans un jeux de 32 cartes.

Calculer le nombre de listes a k éléments dans un ensemble a n éléments (les listes sont ordonnées :
par exemple (1,2,3) # (1, 3,2)).

5. Développer (a —b)*, (a+ b)°.

Que donne la formule du binéme pour a = —1, b = +1? En déduire que dans un ensemble a n
éléments il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair.
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5. Relation d’équivalence

5.1. Définition

Une sur un ensemble E, c’est la donnée pour tout couple (x,y) € E x E de « Vrai » (s'ils sont en
relation), ou de « Faux » sinon.

Nous schématisons une relation ainsi : les éléments de E sont des points, une fleche de x vers y signifie que
x est en relation avec y, c’est-a-dire que I'on associe « Vrai » au couple (x, y).

[ ]
==
c.\.
Définition 8.
Soit E un ensemble et # une relation, c’est une si:
e VXx€E, xZx, ( )
xXe
e VX, yE€EE, xRy = yZx, ( )
xe«—"9Y
e Vx,y,2€E, xRy et yBz = xRz, ( )
y
[ ]
/‘ T ez
Exemple de relation d’équivalence :
v
[ ]
(v
[ ]
Aee
c.\
. [ ]
g v

5.2. Exemples

Exemple 9.
Voici des exemples basiques.
1. La relation £ « étre paralléle » est une relation d’équivalence pour 'ensemble E des droites affines du
plan :
« réflexivité : une droite est parallele a elle-méme,
o symétrie : si D est parallele & D’ alors D’ est paralléle a D,
o transitivité : si D paralléle a D’ et D’ paralléle & D” alors D est paralléle & D”.
2. La relation « étre du méme age » est une relation d’équivalence.
3. Larelation « étre perpendiculaire » n’est pas une relation d’équivalence (ni la réflexivité, ni la transitivité
ne sont vérifiées).

4. Larelation < (sur E = R par exemple) n’est pas une relation d’équivalence (la symétrie n’est pas vérifiée).
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5.3. Classes d’équivalence

Définition 9.
Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble E. Soit x € E, la de x est

cl(x) = {y €E| y%x}

cl(x) est donc un sous-ensemble de E, on le note aussi x. Si y € cl(x), on dit que y un de
cl(x).

Soit E un ensemble et #Z une relation d’équivalence.
Proposition 13.
On a les propriétés suivantes :
1. dx)=c(y) = xRy.
2. Pourtout x,y €E, cl(x)=cl(y) oucl(x)ncl(y) =@.

3. Soit C un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(x) |xecC } constitue une partition de

E.
Une de E est un ensemble {E;} de parties de E tel que E = J, E; et E; N E;=@ (sii# ).
E
Exemples :

1. Pour la relation « étre du méme age », la classe d’équivalence d'une personne est 'ensemble des personnes
ayant le méme age. Il y a donc une classe d’équivalence formée des personnes de 19 ans, une autre
formée des personnes de 20 ans,... Les trois assertions de la proposition se lisent ainsi :

e On est dans la méme classe d’équivalence si et seulement si on est du méme age.

» Deux personnes appartiennent soit a la méme classe, soit a des classes disjointes.

» Si on choisit une personne de chaque age possible, cela forme un ensemble de représentants C.
Maintenant une personne quelconque appartient a une et une seule classe d’'un des représentants.

2. Pour la relation « étre paralléle », 1a classe d’équivalence d’'une droite est 'ensemble des droites paralleles
A cette droite. A chaque classe d’équivalence correspond une et une seule direction.

Voici un exemple que vous connaissez depuis longtemps :
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Exemple 10.
Définissons sur E = Z x N* la relation % par

(p.9)2(p".q) = pq' =pq.
Tout d’abord £ est une relation d’équivalence :

o Z est réflexive : pour tout (p,q) on a bien pq = pq et donc (p,q)Z(p, q).

o % est symétrique : pour tout (p,q), (p’,q’) tels que (p,q)%(p’,q’) on a donc pq’ = p’q et donc p’q = pq’
d’ot (p’,q")%(p, Q)

o Z est transitive : pour tout (p,q), (p’,q"), (p”,q”) tels que (p,q)%(p’,q’) et (p’,q")%(p”,q"") on a donc
pq' =p'qetp’q” =p"q’. Alors (pq')q” = (p'q)q"” = q(p'q") = q(p”q). En divisant par q’ # 0 on obtient
pq” = qp” et donc (p,q)2(p",q").

Nous allons noter g =cl(p, q) la classe d’équivalence d'un élément (p,q) € Z x N*. Par exemple, comme
(2,3)%(4,6) (car 2 x 6 = 3 x 4) alors les classes de (2,3) et (4, 6) sont égales : avec notre notation cela
s’écrit : % = g.

C’est ainsi que I'on définit les rationnels : 'ensemble Q des rationnels est 'ensemble de classes d’équivalence
de la relation Z.

Les nombres % = % sont bien égaux (ce sont les mémes classes) mais les écritures sont différentes (les

représentants sont distincts).

5.4. Lensemble Z/nZ

Soit n > 2 un entier fixé. Définissons la relation suivante sur 'ensemble E = Z :

a=b (modn) <= a—b estun multiple den

Exemples pour n=7:10 =3 (mod 7), 19 =5 (mod 7), 77 =0 (mod 7), —1 = 20 (mod 7).

Cette relation est bien une relation d’équivalence :
e Pourtouta € Z,a—a =0=0-n est un multiple de n donc a = a (mod n).
» Pour a,b € Z tels que a = b (mod n) alors a — b est un multiple de n, autrement dit il existe k € Z tel
que a —b =kn et donc b —a = (—k)n et ainsi b = a (mod n).
e Sia=b (modn)etb=c (mod n) alors il existe k,k’ € Z tels que a— b = kn et b —c = k’n. Alors
a—c=(a—b)+(b—c)=(k+k")n et donc a =c (mod n).
La classe d’équivalence de a € Z est notée a. Par définition nous avons donc
a=cl(a)= {b €Z|b=a (mod n)}.
Comme un tel b s’écrit b = a + kn pour un certain k € Z alors c’est aussi exactement
E=a+nZ={a+kn|kEZ}.
Comme n =0 (mod n), n+1=1 (mod n), ... alors
n=0, n+l=1, n+2=2,...

et donc 'ensemble des classes d’équivalence est 'ensemble

Z/n7 = {6,15,...,11—1}

qui contient exactement n éléments.

Par exemple, pourn =7 :
e« 0={...,—14,-7,0,7,14,21,...} = 7Z
e 1={..,—-13,-6,1,8,15,...} =1+ 7Z
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e« 6=1{...,—8,-1,6,13,20,...} =6+ 7Z
Mais ensuite 7 ={...—7,0,7,14,21,...} =0 = 7Z. Ainsi Z/7Z = {6, 1,2,... ,6} posséde 7 éléments.
Remarque.
Dans beaucoup de situations de la vie courante, nous raisonnons avec les modulos. Par exemple pour I'heure :
les minutes et les secondes sont modulo 60 (apres 59 minutes on repart a zéro), les heures modulo 24 (ou
modulo 12 sur le cadran a aiguilles). Les jours de la semaine sont modulo 7, les mois modulo 12,...

Mini-exercices.

. T 2. . , .
1. Montrer que la relation définie sur N par xZy <= x; Y € N est une relation d’équivalence. Montrer

quil y a 3 classes d’équivalence.

2. Dans R? montrer que la relation définie par (x, y)%(x’,y’) < x+y’ = x’+ y est une relation
d’équivalence. Montrer que deux points (x, y) et (x’, y’) sont dans une méme classe si et seulement
s’ils appartiennent a une méme droite dont vous déterminerez la direction.

3. On définit une addition sur Z/nZ par p+q = p + q. Calculer la table d’addition dans Z/6Z (c’est-a-dire
toutes les sommes p +q pour p,q € Z/6Z). Méme chose avec la multiplication p X ¢ = p x q. Mémes
questions avec Z/5Z, puis Z/8Z.

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon



Nombres complexes

Vidéo M partie 1. Les nombres complexes, définitions et opérations
Vidéo m partie 2. Racines carrées, équation du second degré

Vidéo M partie 3. Argument et trigonométrie

Vidéo W partie 4. Nombres complexes et géométrie

Fiche d’exercices ¢ Nombres complexes

Préambule

L’équation x + 5 = 2 a ses coefficients dans N mais pourtant sa solution x = —3 n’est pas un entier naturel.
Il faut ici considérer 'ensemble plus grand Z des entiers relatifs.

x+5=2 2x=—3 x?=3 x2=—v/2

N« Z - Q- R C

De méme I'équation 2x = —3 a ses coefficients dans Z mais sa solution x = —% est dans 'ensemble plus grand
des rationnels Q. Continuons ainsi, 'équation x? = % a coefficients dans Q, a ses solutions x; = +1/+/2
et X, = —1/+/2 dans 'ensemble des réels R. Ensuite ’équation x? = —+/2 a ses coefficients dans R et ses
solutions x; = +iVv v/2 et x, = —i v'V/2 dans 'ensemble des nombres complexes C. Ce processus est-il sans
fin? Non! Les nombres complexes sont en quelque sorte le bout de la chalne car nous avons le théoréme
de d’Alembert-Gauss suivant : « Pour n’importe quelle équation polynomiale a,x™ + a,_1x" 1 + -+ a,x? +
ai;x +ag = 0 ot les coefficients a; sont des complexes (ou bien des réels), alors les solutions x1, ..., x, sont dans

I'ensemble des nombres complexes ».

Outre la résolution d’équations, les nombres complexes s’appliquent a la trigonométrie, a la géométrie
(comme nous le verrons dans ce chapitre) mais aussi a ’électronique, a la mécanique quantique, etc.

1. Les nombres complexes

1.1. Définition

I Définition 1.
Un est un couple (a, b) € R? que I'on notera a +ib


http://www.youtube.com/watch?v=utABzdEXLuE
http://www.youtube.com/watch?v=KmPyB3Twjio
http://www.youtube.com/watch?v=k9eqlVv535o
http://www.youtube.com/watch?v=ej9zpQYsQs8
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00001.pdf
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iR,

a+ib

Cela revient a identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R?, et i avec le vecteur (0,1). On note C I'ensemble des

nombres complexes. Si b = 0, alors z = a est situé sur ’axe des abscisses, que I'on identifie a R. Dans ce

cas on dira que z est , et R apparait comme un sous-ensemble de C, appelé .Sib#0,z est dit
etsib#0eta=0,z estdit

1.2. Opérations

Siz=a+1ib etz’ =a’+ib’ sont deux nombres complexes, alors on définit les opérations suivantes :
e addition : (a+ib)+(a’+ib")=(a+a’)+i(b+b’)

iR ,
z2+z
Y
-7 7
/” /
///’ /
Z///” //
l" //
/ /
/ /
/ /l
K B -
, -~z
, -
, -
S
0 1 R

o multiplication : (a+ib) x (a’+ib’) = (aa’— bb’) +i(ab’ + ba’). On développe en suivant les régles de
la multiplication usuelle avec la convention suivante :

i2=-1
1.3. Partie réelle et imaginaire
Soit 2 = a +1ib un nombre complexe, sa est le réel a et on la note Re(z); sa
est le réel b et on la note Im(z).
iR
,,,,,,,,,,,,,,, »
Im(z)| i 3
0 1 Re(z) R

Re(z)
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Par identification de C a R?, 'écriture z = Re(z) + iIm(z) est unique :
Re(z) = Re(z))
2=32 — et
Im(z) = Im(z")
En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre
complexe est nul si et et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nuls.

1.4. Calculs

Quelques définitions et calculs sur les nombres complexes.

Az
/.
. g -~
1 /.
0.~
//// 1
—g ///
[
e I dez=a+ib est —z =(—a)+i(—b) =—a—1ib.
e La AER: A-z2=(Aa)+i(Ab).
e I : siz # 0, il existe un unique 2’ € C tel que 22"’ =1 (o1 1 =1 +1x0).

Pour la preuve et le calcul on écrit z = a +ib puis on cherche z’ = a’ +ib’ tel que 2z’ = 1. Autrement
dit (a +ib)(a’ +1b’) = 1. En développant et identifiant les parties réelles et imaginaires on obtient les
équations
aa’—bb'=1 (L)
{ ab’+ba’=0 (L,)
En écrivant aL; +bL, (on multiplie la ligne (L) par a, la ligne (L,) par b et on additionne) et —bL,+al,

on en déduit
a(a®?+b*)=a a= ot
{ b’ (a®+b%)=—-b donc b = __azibz

Linverse de z, noté %, est donc

, 1 a ) a—ib
g === +1 = .
z a?+b%2 a?+0b%2 a?+b?
e La : & est le nombre complexe z x %

o Propriété d’intégrité : si zz’ =0 alorsz =0 ouz’ = 0.

. . . _ n
e Puissances: 22 =z x3z,2" =z x--- xz (n fois, n € N). Par convention z° =1 et 2" = (%) = .

Proposition 1.
Pour tout z € C différent de 1

1— Zrl+1

l+z+2%+-+g"=—"—0.
1—z

La preuve est simple : notons S = 1 +z + 22 +--- + 2", alors en développant S - (1 —z) presque tous les

termes se télescopent et I'on trouve S - (1 —g) = 1 —z""L,
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Remarque.
Il n’y pas d’ordre naturel sur C, il ne faut donc jamais écrire z > 0 ou z < z’.

1.5. Conjugué, module

Le dez=a+1ib estz=a—ib, autrement dit Re(z) = Re(z) et Im(Z) = —Im(z). Le point z est le
symétrique du point z par rapport a ’axe réel.

Le de z = a +1b est le réel positif |z| = va2 + b2. Comme z x Z = (a +1ib)(a—ib) = a® + b? alors
le module vaut aussi |z| = V2.

(¥4 z=a+ib
|
|
|
|
|

Quelques formules :

-m=2+?, §=z, 22’ = 3z’
e z2=2<>3z€R

o 2P=2xz, |Z=]lz| |zz’|=|z||z/|
o |2|=0=2=0

Proposition 2 (L'inégalité triangulaire).

~z+z’| < g+ |z/|

z2+3

Avant de faire la preuve voici deux remarques utiles. Soitz=a+ibeCaveca,beR:

o |Re(z)| < |z| (et aussi | Im(z)| < |2]). Cela vient du fait que |a| < v a2 + b2. Noter que pour un réel |a|
est a la fois le module et la valeur absolue.
e [24+%2=2Re(z) |etz—2z=2iIm(z). Preuve : 2+ 2= (a+ib)+ (a—ib) = 2a = 2Re(z).
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Démonstration. Pour la preuve on calcule |z + 2’| :
z+2'12 = (z +z’)(sz’)
= 22+2'7 +22/ +2'2
|2|? + |2’|> + 2Re(2'%)
2|2 + |2)? + 2)2'2]

2|2 + |2])? + 2|22/|
(Iz] + 12"D?

NN N

Exemple 1.
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales égale la somme des carrés des cotés.

Si les longueurs des c6tés sont notées L et £ et les longueurs des diagonales sont D et d alors il s’agit de
montrer ’égalité

D? +d? =20% + 212

|z —2'|

|z + 2’|

Démonstration. Cela devient simple si 'on considére que notre parallélogramme a pour sommets 0, 2, 2’
et le dernier sommet est donc z + 2z’. La longueur du grand coté est ici |z], celle du petit coté est |2/]. La
longueur de la grande diagonale est |z +2’|. Enfin il faut se convaincre que la longueur de la petite diagonale
est |z —2'|.

D2+d2=|z+z’|2+|z—z’\2 = (z+z’)m+(z—z’)m
22422 +2'3 42" +25—22' —2'F+ 22
27;52+22’?=2|z|2+2|z’|2

= 20%+2[2

Mini-exercices.

Calculer 1—2i+ 1_121.

Ecrire sous la forme a +1b les nombres complexes (1 +1)2, (1 +1)%, (1+1)%, (1 +1)8.
En déduire 1+ (1 +1)+ (1 +1)>+---+ (1 +1)7.
Soit z € C tel que |1 +iz| =|1 —iz|, montrer que z € R.

Montrer que si |Rez| < |Rez’| et |Imz| < |Imz’| alors |z| < |2’|, mais que la réciproque est fausse.

AN o

Montrer que 1/Z =z/ |z|? (pour z # 0).
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2. Racines carrées, équation du second degré

2.1. Racines carrées d’un nombre complexe

Pour z € C, une est un nombre complexe w tel que w? = z.
Par exemple si x € R,, on connait deux racines carrées : 4/x,—4/x. Autre exemple : les racines carrées de
—1 sontiet—i.

Proposition 3.
Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w et —w.

Attention ! Contrairement au cas réel, il n’y a pas de facon privilégiée de choisir une racine plutét que 'autre,
donc pas de fonction racine. On ne dira donc jamais « soit w la racine de z ».

Si z # 0 ces deux racines carrées sont distinctes. Si z = 0 alors w = 0 est une racine double.

Pour z = a +ib nous allons calculer w et —w en fonction de a et b.

2:

Démonstration. Nous écrivons w = x +1iy, nous cherchons x, y tels que w* = z.
2 _ SN2 :
w'=2 < (x+iy) =a+ib
x2—y?=a en identifiant parties
2xy =>b et parties imaginaires.

Petite astuce ici : nous rajoutons 'équation |w|* = |z| (qui se déduit bien stir de w? = z) qui s’écrit aussi
x2 4+ y? = v/a2 + b2. Nous obtenons des systémes équivalents aux précédents :

x*—y*=a 2x2=+v/a2+b%+a x=:|:% va?+b2+a
2xy="h =1 2y’=Va2+bh2—a < yzi%m
x*+y?=+a2+ b2 2xy=b 2xy = b

Discutons suivant le signe du réel b. Si b = 0, x et ¥ sont de méme signe ou nuls (car 2xy = b > 0) donc
1 / /
w::l:—( vVa2+b2+a+i \/a2+b2—a),
V2
etsib<0

w:i%(\/\/mﬂ_i\/m_a).

En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de a, si a = 0, v a2 = a et par conséquent w = *4/a,
tandis que si a < 0, va2 = —a et donc w = +iv/—a ==*i+/|al. O

Il n’est pas nécessaire d’apprendre ces formules mais il est indispensable de savoir refaire les calculs.

Exemple 2.
Les racines carrées de i sont +§(1 +1i) et —g(l +1).
En effet :
w=i = (x+iy)2 =i
x2—y%2=0
{ 2xy =1

Rajoutons la conditions |w|? = |i| pour obtenir le systéme équivalent au précédent :

x2—y?2=0 2x?=1 XZi%

2xy =1 =1 2y?=1 <={ y=%+—+

x2+y?=1 2xy =1 2xy =1
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Les réels x et y sont donc de méme signe, nous trouvons bien deux solutions :

. 1 1 . .
X+1ly=—4—=+1—= ou Xx+1ly=—F—=—1—F7

V2 V2

2.2. Equation du second degré

Proposition 4.

Léquation du second degré az® + bz +c = 0, ol a,b,c € C et a # 0, posséde deux solutions 21,2, € C
éventuellement confondues.

Soit A = b% —4ac le discriminant et § € C une racine carrée de A. Alors les solutions sont

—b+06 —b—9o
z1 = et Z9 = .
2a 2a
Et si A = 0 alors la solution z = z; = 2, = —b/2a est unique (elle est dite double). Si on s’autorisait a écrire

6 = v/ A, on obtiendrait la méme formule que celle que vous connaissez lorsque a, b, ¢ sont réels.

Exemple 3. /3
—1+i4/3
¢« 22424+41=0,A=-3,5=1i+3, lessolutionssontz=T1.
V3 .
. —1+%(1+1i
. 22+z+%=0,A=i,6=§(1+i), lessolutionssontzz%:—%ig(l+i).

On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations a coefficients réels :

Corollaire 1.
Si les coefficients a, b, ¢ sont réels alors A € R et les solutions sont de trois types :

b
e si A =0, la racine double est réelle et vaut ~od

a
. . , —bx VA
e si A >0, on a deux solutions réelles g
a
. . . , —btiv—A
e si A <0, on a deux solutions complexes, mais non réelles, —oa
a

Démonstration. On écrit la factorisation

) (Z b c) ( b)z b2 ¢

az+bz+c = al|lz*+—z+—-|=al|(z+—]| ——+-

a a 2a 4a2  a

(r5e) )= 5e)

allz+— | —— |=allz+— | ——

2a 4q2 2a 4q2
(r2)-2 )+ 20)+32)
af|lz+— | —— z2+— |+ —
2a 2a 2a 2a

= a(z—_l;:6)(z—_l)2;5)=a(z—zl)(z—zz)

Donc le bindme s’annule si et seulement si 2 = z; ou 2 = 2,. O

2.3. Théoreme fondamental de I'algébre

Théoréme 1 (d’Alembert-Gauss).

Soit P(z) = a,2" + a,_12" ! + -+ + ayz + ao un polynéme & coefficients complexes et de degré n. Alors
Uéquation P(z) = 0 admet exactement n solutions complexes comptées avec leur multiplicité.

En d’autres termes il existe des nombres complexes 21, ...,%, (dont certains sont éventuellement confondus)
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tels que
P(z)=a,(z—2)(z—2y) - (2—32,).
Nous admettons ce théoréme.

Mini-exercices.

Calculer les racines carrées de —i, 3 —41.

Résoudre les équations : 22 +z—1 =0, 222 + (—=10—10i)z + 24— 10i = 0.

Résoudre I'équation 22 + (i—+/2)z —i+/2 = 0, puis 'équation Z* + (i—+v/2)Z%2 —iv/2=0.
Montrer que si P(z) = 22 + bz + ¢ posséde pour racines z;,2, € C alors z; +2, = —b et z; -2, = .

Trouver les paires de nombres dont la somme vaut i et le produit 1.

AN o

Soit P(z) = a,2" +a,_12" * +--- +ay avec a; € R pour tout i. Montrer que si z est racine de P alors 2
aussi.

3. Argument et trigonométrie

3.1. Argument

Siz = x +iy est de module 1, alors x? + y? = |z|?> = 1. Par conséquent le point (x, y) est sur le cercle unité
du plan, et son abscisse x est notée cos 8, son ordonnée y est sin 8, ol 6 est (une mesure de) I'angle entre
'axe réel et z. Plus généralement, si z # 0, z/|z| est de module 1, et cela amene a :

Définition 2.

Pour tout g € C* = C\ {0}, un nombre 6 € R tel que z = |z| (cos 6 +isin 0) est appelé un de

z et noté 9 = arg(z).

iR

Cet argument est défini modulo 27t. On peut imposer a cet argument d’étre unique si on rajoute la condition
0 e]—m, +m].

Remarque.

/
0=6" (mod2n) <« 3keZ 0=0 +2kn { cos 0 = cos
sin 6 = sin 6

Proposition 5.
Largument satisfait les propriétés suivantes :

o arg(zz') = arg(z) +arg(z’) (mod 27)

e arg(z") =narg(z) (mod 27)

o arg(1l/z)=—arg(z) (mod 2m)

o arg(z) =—argz (mod 27)
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Démonstration.

|z| (cos O +isin6)|z’| (cos 6’ +isin6’)
|zz’| (cos 0 cosO’ —sinOsinH’ +i(cos 0 sin @’ + sin O cos 9’))

|zz’| (cos(@ + 9’) + isin(@ + 9'))

/
P4

donc arg (zz’ ) = arg(z) +arg (z’ ) (mod 27). On en déduit les deux autres propriétés, dont la deuxiéme par
récurrence. O

3.2. Formule de Moivre, notation exponentielle

La est :

(cos @ +isin0)" = cos(nb) +isin(nb)

Démonstration. Par récurrence, on montre que
(cosO +isinf)" = (cosO +isin0)" ! x (cosH +isinh)
(cos((n—1)8)+isin((n—1)0)) x (cos B +isinH)
= (cos((n—1)60)cosO —sin((n—1)6)sin0O)
+i(cos((n—1)0)sinO +sin((n—1)6)cos )

= cosnfB +isinn6

Nous définissons la par

el = cosO +isin 6

et donc tout nombre complexe s’écrit

2= pel®

ou p = || est le module et § = arg(z) est un argument.
. . 7 . 1 1 /
Avec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = pel? et 2/ = p’el?

. N/ . ’
P :pp/eleele :pplel(6+9)

oM — (peiG)n — pn (eiQ)n — pnein9
1/z = 1/(pei9) = %e‘ie
z=pe 10

La formule de Moivre se réduit a I'égalité : (eig)n =¢inf |

Et nous avons aussi : pe'? = p’el? (avec p, p’ > 0) si et seulement si p = p’ et 6 = 6’ (mod 21).

3.3. Racines n-ieme

Définition 3.
Pour z € Cetn €N, une est un nombre w € C tel que w" =z.
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Proposition 6.
Iy a n racines n-iémes wg, w1, ..., w, ;1 de 2 = pe'?, ce sont :

i0+2ikn
1/n =

e , k=0,1,...,n—1

W =P

Démonstration. Ecrivons z = pe'® et cherchons w sous la forme w = re'! tel que z = w". Nous obtenons
donc pe'? = w" = (reit)n = r"el™ . Prenons tout d’abord le module : p = |pei9| = |r
r = p'/" (il Sagit ici de nombres réels). Pour les arguments nous avons e" = e? et donc nt = 6 (mod 21)
(n’oubliez surtout pas le modulo 27t !). Ainsi on résout nt = 6 + 2k (pour k € Z) et donc t = % + 2"7“ Les

”e”“| =r" et donc

i0+2ikm . .. . ..
1/ne™="" . Mais en fait il n’y a que n solutions distinctes

car w, = wy, W,y = W1, ...Ainsi les n solutions sont wg, wq,. .., W,_1.

solutions de I’équation w™ = z sont donc les w; = p

O
Par exemple pour z = 1, on obtient les n eZik”/”, k=0,...,n—1 qui forment un
groupe multiplicatif.
j=e2in/3 i i (i3
0 1=¢" —1=¢'"
0 1
j2 — e4iﬂ/3 e*i’f{/3
Racine 3-iéme de l'unité (z =1, n = 3) Racine 3-ietme de —1 (z=—1,n=3)

Les racines 5-ieme de 'unité (z = 1, n = 5) forment un pentagone régulier :

i e2im/5
e4irc/5
0 1
eGin/S
eSirr/S
3.4. Applications a la trigonométrie
Voici les ,pour 0 eR:
ei9+e—19 ) ei@_e—ie
cos=— | sinf=———
2 21
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Ces formules s’obtiennent facilement en utilisant la définition de la notation exponentielle. Nous les
appliquons dans la suite a deux problemes : le développement et la linéarisation.

On exprime sinn6 ou cosnd en fonction des puissances de cos 6 et sin 6.

Méthode : on utilise la formule de Moivre pour écrire cos(n6) + isin(nf) = (cos @ +1isin0)" que l'on
développe avec la formule du binome de Newton.

Exemple 4.

cos36 +isin30 = (cos@ +isin6)>
= c0s®0 +3icos?Hsinf —3cosHsin?H —isin® O
= (c0339—3cos@sin29)Jri(Sc:oszesiHQ—sin3 9)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on déduit que

cos360 =cos® 6 —3cosOsin®?6 et sin30 =3cos?Hsinh —sin’ 6.

On exprime cos” 0 ou sin" O en fonction des cos k6 et sink6 pour k allant de 0 a n.

i0_,—i0\1
Meéthode : avec la formule d’Euler on écrit sin" 6 = (e 5 ) . On développe a l'aide du binéme de Newton

puis on regroupe les termes par paires conjuguées.

i —i6\3
. eV —e
sinff = [ ———
21

— _le ((eiG)B _B(eiQ)Ze—iG +3619(e—i6)2 _(e—iQ)S)

Exemple 5.

_ % ¢310 3610 4 30710 _o~310)
—0O1
o @310 _ ,—3i0 3619_6—19
4 2i 2i
sin36 3sinf
= — +
4 4

Mini-exercices.

1. Mettre les nombres suivants sont la forme module-argument (avec la notation exponentielle) : 1, i,
—1, —1i, 3i, 1+i, v3—1i, /3 —1, ﬁ, (v/3 —1)%9* o1 20xx est année en cours.

2. Calculer les racines 5-iéme de i.

3. Calculer les racines carrées de ‘/7§ + % de deux facons différentes. En déduire les valeurs de cos 75 et
sin 75

12"
4. Donner sans calcul la valeur de wg + wq + -+ + w,_1, ot les w; sont les racines n-ieéme de 1.

5. Développer cos(46); linéariser cos* 0 ; calculer une primitive de 6 — cos* 6.



NOMBRES COMPLEXES 4. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE 42

4. Nombres complexes et géomeétrie

On associe bijectivement & tout point M du plan affine R? de coordonnées (x, y), le nombre complexe
z =X +iy appelé son

4.1. Equation complexe d’une droite

Soit
ax+by=c
I'équation réelle d'une droite 2 : a, b,c sont des nombres réels (a et b n’étant pas tous les deux nuls)
d’inconnues (x, y) € R?.
Ecrivons z = x +iy € C, alors

N

x_z+£ _z—
Ty YT

donc 2 a aussi pour équation a(z + 2) —ib(z — %) = 2¢ ou encore (a —ib)z + (a +ib)z = 2c. Posons

b

w=a+ib e C* et k = 2c € R alors I'’équation complexe d’'une droite est :

wz+wz=k

ouwe C*etk eR.

4.2. Equation complexe d’un cercle

Soit €(€, 1) le cercle de centre Q et de rayon r. C’est 'ensemble des points M tel que dist(2, M) = r. Si
I'on note w l'affixe de Q et z Iaffixe de M. Nous obtenons :

2

dist(Q,M)=r e |z—w|=r < z—wf’=r? <= @—w)(z—w)=r>

et en développant nous trouvons que ’équation complexe du cercle centré en un point d’affixe w et de
rayon r est :

25— @z — wi =1’ —|w|?

ouweCetreR.

- i zmal
4.3. Equation —; = k
Proposition 7.
Soit A, B deux points du plan et k € R,.. Lensemble des points M tel que % =k est
* une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1,
e un cercle, sinon.
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Exemple 6.
Prenons A le point d’affixe +1,B le point d’affixe —1. Voici les figures pour plusieurs valeurs de k.
Par exemple pour k = 2 le point M dessiné vérifie bien MA = 2MB.

Démonstration. Si les affixes de A,B, M sont respectivement a, b, z, cela revient a résoudre 1’équation

lz—al _
E=l k.

|z —al

=k < |z—al®> =k%|z—b|?
|z — bl

& (z—a)(z—a) =k*(z—b)(z—b)

= (1—k?)zz —z(a—k?®b)—2(a—k?b) + |a|> —k%|b|* =0
Donc si k = 1, on pose w = a — k?b et 'équation obtenue z@ + Zw = |al?> — k?|b|? est bien celle d’'une
droite. Et bien s{ir ’'ensemble des points qui vérifient MA = M B est la médiatrice de [AB]. Si k # 1 on pose

_ 1.2 , . _ _ _ 112 k2 2 , .
w= al _kkzb alors I'équation obtenue est 22 —z® —Zw = %. C’est ’équation d’un cercle de centre w
i 2 2 _ —laP+kR?BI> 2 |a—k?b]> | —fal*+k*[b?
et de rayon r satisfaisant r* — |w|* = ——; 57—, soit r* = ey T e O

Ces calculs se refont au cas par cas, il n’est pas nécessaire d’apprendre les formules.

Mini-exercices.
1. Calculer I'équation complexe de la droite passant par 1 et i.

2. Calculer I'équation complexe du cercle de centre 1+ 2i passant par i.

A . z—i . . .
3. Calculer I'équation complexe des solutions de || 1|| =1, puis dessiner les solutions.
Z —
A : |z —i|
4. Méme question avec | 1] =
Z —

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon






Arithmétique

Vidéo M partie 1. Division euclidienne et pgcd
Vidéo m partie 2. Théoréme de Bézout

Vidéo M partie 3. Nombres premiers

Vidéo W partie 4. Congruences

Fiche d’exercices ¢ Arithmétique dans Z

Préambule

Une motivation : I'arithmétique est au coeur du cryptage des communications. Pour crypter un message on
commence par le transformer en un —ou plusieurs— nombres. Le processus de codage et décodage fait appel
a plusieurs notions de ce chapitre :

e On choisit deux nombres premiers p et q que I'on garde secrets et on pose n = p X q. Le principe étant
que méme connaissant n il est trés difficile de retrouver p et g (qui sont des nombres ayant des centaines
de chiffres).

» La clé secréte et la clé publique se calculent a I'aide de l'algorithme d’Euclide et des coefficients de
Bézout.

* Les calculs de cryptage se feront modulo n.

o Le décodage fonctionne grace a une variante du petit théoréme de Fermat.

1. Division euclidienne et pgcd

1.1. Divisibilité et division euclidienne

Définition 1.
Soient a, b € Z. On dit que b a et on note b|a s’il existe g € Z tel que

a=bq.

Exemple 1.
o 7|21; 6|48 ; a est pair si et seulement si 2|a.
e Pour tout a € Z on a a|0 et aussi 1]|a.
e Sia|lalorsa=+1oua=-1.

(alb et bla) = b =+a

(a|b et blc) = alc

(albetalc) = alb+c


http://www.youtube.com/watch?v=ESIWfW9aSow
http://www.youtube.com/watch?v=snS9YDK7Ees
http://www.youtube.com/watch?v=cFS_bsNeFnw
http://www.youtube.com/watch?v=Ye4FJtv1OOo
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00006.pdf
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Théoreme 1 (Division euclidienne).
Soit a € Z et b € N\ {0}. Il existe des entiers q,r € Z tels que

a=bqg+r et 0<r<b

De plus q et r sont uniques.

Terminologie : g est le etrestle
Nous avons donc I'équivalence : r = 0O si et seulement si b divise a.

Exemple 2.
Pour calculer g et r on pose la division « classique ». Si a = 6789 et b = 34 alors

6789 =34 x 199 + 23

On a bien 0 < 23 < 34 (sinon c’est que 'on n’a pas été assez loin dans les calculs).

6789 34 o .
34 dividende diviseur
108
329 199 quotient
306 reste
23

Démonstration.

Existence. On peut supposer a > 0 pour simplifier. Soit A = {n eN|bn< a}. C’est un ensemble non vide
carn=0 &€ 4. De plus pour n € A4, on an < a. Il yadonc un nombre fini d’éléments dans .4/, notons
q = max .4 le plus grand élément.

Alorsgb <acarqe A,et(q+1)b>acarq+1¢ A, donc

gh<a<(q+1)b=qb+0b.

On définit alors r = a —qb, r vérifie alors 0 < r =a—qb < b.
Unicité. Supposons que q’, r’ soient deux entiers qui vérifient les conditions du théoréme. Tout d’abord
a=bq+r=bq'+r’ etdonc b(q—q')=r"—r.Dautre part 0 <’ <bet0<r<bdonc—b<r'—r<b
(notez au passage la manipulation des inégalités). Mais r'—r = b(q—q’) donc on obtient —b < b(q—q’) < b.
On peut diviser par b > 0 pour avoir —1 < ¢ —q’ < 1. Comme q —q’ est un entier, la seule possibilité est
qg—q’ =0 etdonc q=q’. Repartant de r' —r = b(q — q’) on obtient maintenant r = r’.

(|

1.2. pgcd de deux entiers

Définition 2.
Soient a, b € Z deux entiers, non tous les deux nuls. Le plus grand entier qui divise a la fois a et b
s’appelle le de a, b et se note pged(a, b).

Exemple 3.
e pgcd(21,14) =7, pged(12,32) =4, pged(21,26) = 1.
o pgecd(a,ka) =a, pour tout k € Zeta > 0.
« Cas particuliers. Pour tout a > 0 : pged(a,0) = a et pged(a,1) =1.
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1.3. Algorithme d’Euclide

Lemme 1.
Soient a, b € N*. Ecrivons la division euclidienne a = bq+r. Alors

pged(a, b) = pged(b, )

En fait on a méme pged(a, b) = pged(b, a —gb) pour tout q € Z. Mais pour optimiser ’algorithme d’Euclide
on applique le lemme avec g le quotient.

Démonstration. Nous allons montrer que les diviseurs de a et de b sont exactement les mémes que les
diviseurs de b et r. Cela impliquera le résultat car les plus grands diviseurs seront bien stir les mémes.
» Soit d un diviseur de a et de b. Alors d divise b donc aussi bq, en plus d divise a donc d divise a—bqg =r.
o Soit d un diviseur de b et de r. Alors d divise aussi bq +r =a.
O

Algorithme d’Euclide.
On souhaite calculer le pged de a, b € N*. On peut supposer a > b. On calcule des divisions euclidiennes
successives. Le pged sera le dernier reste non nul.

o division de a par b, a = bq;+r;. Parle lemme 1, pged(a, b) = pged(b, r;) et si r; = 0 alors pged(a, b) = b

sinon on continue :

« b=riqa+ry, pgcd(a,b)=pged(b,r)=pged(ry, 7)),

« ry=ryqs+r3, pged(a,b) =pged(ry,13),

* T2 =Tr1qx + 1, pged(a, b) = pged(ry_q, 13,

* T1 =gk + 0. pged(a, b) = pged(ry, 0) = ry..
Comme a chaque étape le reste est plus petit que le quotient on sait que 0 < r;,; < r;. Ainsi 'algorithme se
termine car nous sommes s{irs d’obtenir un reste nul, les restes formant une suite décroissante d’entiers
positifsounuls: b>r; >ry>--- > 0.

Exemple 4.
Calculons le pged de a = 600 et b = 124.

600 = 124 x 4 4+ 104
12452 _1045% 1 420
1045Z 206% 5 + 4
20 = 4 x 5 4+ 0
Ainsi pged(600, 124) = 4.
Voici un exemple plus compliqué :
Exemple 5.
Calculons pged(9945,3003).
9945 = 3003 x 3 + 936
3003 = 936 x 3 4+ 195
936 = 195 x 4 + 156
195 = 156 x 1 + 39
156 = 39 x 4 + 0

Ainsi pged(9945, 3003) = 39.
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1.4. Nombres premiers entre eux

Définition 3.
Deux entiers a, b sont si pged(a,b) =1.

Exemple 6.

Pour tout a € Z, a et a + 1 sont premiers entre eux. En effet soit d un diviseur commun a a et a a + 1. Alors
d divise aussi a + 1 —a. Donc d divise 1 mais alors d = —1 ou d = +1. Le plus grand diviseur de a et a + 1
est donc 1. Et donc pged(a,a +1) = 1.

Si deux entiers ne sont pas premiers entre eux, on peut s’y ramener en divisant par leur pged :

Exemple 7.
Pour deux entiers quelconques a, b € Z, notons d = pged(a, b). La décomposition suivante est souvent
utile :

o
{Z :Z,Z avec a’,b’ €Zet pged(a’,b’)=1

Mini-exercices.

1. Ecrire la division euclidienne de 111111 par 20xx, ol 20xx est 'année en cours.

2. Montrer qu’un diviseur positif de 10008 et de 10014 appartient nécessairement a {1,2,3,6}.
3. Calculer pged(560, 133), pged(12121,789), pged(99999,1110).

4. Trouver tous les entiers 1 < a < 50 tels que a et 50 soient premiers entre eux. Méme question avec 52.

2. Théoreme de Bézout

2.1. Théoreme de Bézout

Théoreme 2 (Théoréme de Bézout).
Soient a, b des entiers. Il existe des entiers u,v € Z tels que

au + bv = pged(a, b)

La preuve découle de I'algorithme d’Euclide. Les entiers u, v ne sont pas uniques. Les entiers u, v sont des
. Ils s’obtiennent en « remontant » l'algorithme d’Euclide.

Exemple 8.

Calculons les coefficients de Bézout pour a = 600 et b = 124. Nous reprenons les calculs effectués pour
trouver pged(600, 124) = 4. La partie gauche est 'algorithme d’Euclide. La partie droite s’obtient de bas en
haut. On exprime le pged a I'aide de la derniere ligne oti le reste est non nul. Puis on remplace le reste de la
ligne précédente, et ainsi de suite jusqu’a arriver a la premiére ligne.

600 = 124 x 4 + 104 4 = | 600x6+124x(=29)
124 x (—5)+(600—124 x 4) x 6
124 = 104 x 1 + 20 4= | 124x(=5)+104x6
104—(124—104 x 1) x 5
104 =20 x5+ 4 4=[ 104—20x5

20= 4 x5+ 0
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Ainsi pour u = 6 et v =—29 alors 600 x 6 + 124 x (—29) = 4.

Remarque.
» Soignez vos calculs et leur présentation. C’est un algorithme : vous devez aboutir au bon résultat! Dans
la partie droite, il faut a chaque ligne bien la reformater. Par exemple 104 — (124 —104 x 1) x 5 se réécrit
en 124 x (—5) + 104 x 6 afin de pouvoir remplacer ensuite 104.
» N’oubliez pas de vérifier vos calculs! C’est rapide et vous serez certains que vos calculs sont exacts. Ici
on vérifie a la fin que 600 x 6 + 124 x (—29) = 4.

Exemple 9.
Calculons les coefficients de Bézout correspondant a pged(9945,3003) = 39.
9945 = 3003 x 3 + 936 39 = 9945 x (—16) + 3003 x 53
3003 = 936 x 3 + 195 39 =
936 = 195 x 4 + 156 39 =
195 = 156 x 1 4+ 39 39 = 195—-156x 1
156 = 39 x4+ 0

A vous de finir les calculs. On obtient 9945 x (—16) + 3003 x 53 = 39.

2.2. Corollaires du théoreme de Bézout

Corollaire 1.
Si d|a et d|b alors d|pgecd(a, b).

Exemple : 4|16 et 4|24 donc 4 doit diviser pged(16,24) qui effectivement vaut 8.
Démonstration. Comme d|au et d|bv donc d|au + bv. Par le théoréme de Bézout d|pged(a, b). O

Corollaire 2.
Soient a, b deux entiers. a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € Z tels que

au+bv=1

Démonstration. Le sens = est une conséquence du théoréme de Bézout.
Pour le sens < on suppose qu'’il existe u, v tels que au + bv = 1. Comme pgcd(a, b)|a alors pged(a, b)|au.
De méme pgcd(a, b)|bv. Donc pged(a, b)|au + bv = 1. Donc pged(a, b) = 1. O

Remarque.
Si on trouve deux entiers u’, v’ tels que au’ + by’ = d, cela n’implique pas que d = pged(a, b). On sait
seulement alors que pged(a, b)|d. Par exemple a =12, b =8;12x 1+ 8 x 3 =36 et pged(a, b) =4.

Corollaire 3 (Lemme de Gauss).
Soient a, b,c € Z.

Si albc et pged(a,b)=1 alors alc

Exemple : si 4|7 X ¢, et comme 4 et 7 sont premiers entre eux, alors 4|c.

Démonstration. Comme pgcd(a, b) = 1 alors il existe u, v € Z tels que au+ bv = 1. On multiplie cette égalité
par ¢ pour obtenir acu + bcv = c. Mais alacu et par hypothése a|bcv donc a divise acu + bev = c. O
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2.3. Equations ax + by =¢

Proposition 1.
Considérons l'équation

ax+by=c (E)
oua,b,c eZ.

1. Léquation (E) posséde des solutions (x,y) € Z? si et seulement si pged(a, b)|c.

2. Sipged(a, b)|c alors il existe méme une infinité de solutions entiéres et elles sont exactement les (x,y) =
(xg + ak,yo+ Bk) avec xg, yo, a, B € Z fixés et k parcourant Z.

Le premier point est une conséquence du théoréme de Bézout. Nous allons voir sur un exemple comment
prouver le second point et calculer explicitement les solutions. Il est bon de refaire toutes les étapes de la
démonstration a chaque fois.
Exemple 10.
Trouver les solutions entiéres de
161x + 368y =115 (E)
» Premiére étape. Y a-t-il des solutions ? I’algorithme d’Euclide. On effectue I'algorithme d’Euclide
pour calculer le pged de a = 161 et b = 368.

368 = 161 x 2 + 46
161 = 46 x 3 + 23
46 = 23 x 2 + 0

Donc pged(368,161) = 23. Comme 115 =5 x 23 alors pged(368,161)|115. Par le théoréme de Bézout,
I’équation (E) admet des solutions entiéres.

» Deuxieme étape. Trouver une solution particuliére : la remontée de ’algorithme d’Euclide. On
effectue la remontée de I'algorithme d’Euclide pour calculer les coefficients de Bézout.

161 x 74368 x (—3)

368 = 161 x 2 + 46 23 = | 1614 (368—2x 161) x (=3)
161 = 46 x 3 + 23 23 = 161—-3x46
46 = 23 x 2 + 0
On trouve donc 161 x 74368 x (—3) = 23. Comme 115 =5 x 23 en multipliant par 5 on obtient :

161 x 35+ 368 x (—15) = 115

Ainsi (xg, yo) = (35,—15) est une de (E).
« Troisiéme étape. Recherche de toutes les solutions. Soit (x, y) € Z? une solution de (E). Nous savons
que (xg, yo) est aussi solution. Ainsi :

161x +368y =115 et 161xy+368y,=115
(on n’a aucun intérét a remplacer x, et y, par leurs valeurs). La différence de ces deux égalités conduit a
161 x (x —x) +368 x (y —y0) =0
= 23x7x(x—xp)+23x16%x(y—yy)=0
= 7(x—x)=-16(y —y0) (%)

Nous avons simplifié par 23 qui est le pged de 161 et 368. (Attention, n’oubliez surtout pas cette
simplification, sinon la suite du raisonnement serait fausse.)

Ainsi 7|16(y — y,), or pged(7,16) = 1 donc par le lemme de Gauss 7|y — y,. Il existe donc k € Z tel
que y —y, = 7 x k. Repartant de I'équation (x) : 7(x — xy) = —16(y — y,)- On obtient maintenant
7(x —x¢) =—16 x 7 x k. D’ou x — xy = —16k. (C’est le méme k pour x et pour y.) Nous avons donc
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(%,¥) = (xg — 16k, yy + 7k). 1l n’est pas dur de voir que tout couple de cette forme est solution de
I’équation (E). Il reste donc juste a substituer (x,, yo) par sa valeur et nous obtenons :

Les solutions entieres de 161x + 368y = 115 sont les (x, y) = (35— 16k,—15 + 7k), k parcourant Z.

Pour se rassurer, prenez une valeur de k au hasard et vérifiez que vous obtenez bien une solution de
I'équation.

2.4. ppcm

Définition 4.
Le ppem(a, b) ( ) est le plus petit entier > 0 divisible par a et par b.

Par exemple ppcm(12,9) = 36.

Le pgcd et le ppem sont liés par la formule suivante :

Proposition 2.
Si a, b sont des entiers (non tous les deux nuls) alors

pged(a, b) x ppcm(a, b) = |ab]

Démonstration. Posons d = pged(a, b) et m = pgclg(bal,b)' Pour simplifier on suppose a > 0 et b > 0. On écrit

a=da’ et b=db’. Alors ab = d?a’b’ et donc m = da’b’. Ainsi m = ab’ = a’b est un multiple de a et de b.
Il reste a montrer que c’est le plus petit multiple. Si n est un autre multiple de a et de b alors n = ka = {b donc
kda’ =£db’ et ka’ =£b’. Or pged(a’,b’) =1 et a’|[{b’ donc a’|¢. Donc a’b|¢b et ainsim =a’b|{b=n. O

Voici un autre résultat concernant le ppcm qui se démontre en utilisant la décomposition en facteurs
premiers :

Proposition 3.
Si alc et b|c alors ppcm(a, b)|c.

Il serait faux de penser que ab|c. Par exemple 6|36, 9|36 mais 6 x 9 ne divise pas 36. Par contre ppcm(6,9) =
18 divise bien 36.

Mini-exercices.

1. Calculer les coefficients de Bézout correspondant a pged(560, 133), pged(12121,789).

2. Montrer a l'aide d’un corollaire du théoréeme de Bézout que pged(a,a+1) = 1.

3. Résoudre les équations : 407x + 129y =1; 720x + 54y = 6; 216x + 92y = 8.

4. Trouver les couples (a, b) vérifiant pged(a, b) = 12 et ppcm(a, b) = 360.
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3. Nombres premiers

Les nombres premiers sont —en quelque sorte- les briques élémentaires des entiers : tout entier s’écrit comme
produit de nombres premiers.

3.1. Une infinité de nombres premiers

Définition 5.
Un p est un entier > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Exemples : 2,3,5,7,11 sont premiers, 4 =2 x 2, 6 =2 x 3, 8 =2 x 4 ne sont pas premiers.

Lemme 2.
Tout entier n > 2 admet un diviseur qui est un nombre premier.

Démonstration. Soit 9 I'ensemble des diviseurs de n qui sont > 2 :
9={k>2]| kin}.

L'ensemble 2 est non vide (car n € 2), notons alors p = min 2.

Supposons, par I'absurde, que p ne soit pas un nombre premier alors p admet un diviseur g telque 1 <q <p
mais alors g est aussi un diviseur de n et donc q € 2 avec g < p. Ce qui donne une contradiction car p est le
minimum. Conclusion : p est un nombre premier. Et comme p € 9, p divise n. O

Proposition 4.
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Par ’absurde, supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini de nombres premiers que 'on note
P1 =2, py =3, pP3;-.-., Pp- Considérons 'entier N = p; x py X --- X p,, + 1. Soit p un diviseur premier de
N (un tel p existe par le lemme précédent), alors d’une part p est 'un des entiers p; donc p|p; X -+ X p,,
d’autre part p|N donc p divise la différence N — p; x --- x p,, = 1. Cela implique que p = 1, ce qui contredit
que p soit un nombre premier.

Cette contradiction nous permet de conclure qu’il existe une infinité de nombres premiers. O

3.2. Eratosthene et Euclide

Comment trouver les nombres premiers ? Le crible d’Eratosthéne permet de trouver les premiers nombres

premiers. Pour cela on écrit les premiers entiers : pour notre exemple de 2 a 25.
234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Rappelons-nous qu’un diviseur positif d’'un entier n est inférieur ou égal a n. Donc 2 ne peut avoir comme
diviseurs que 1 et 2 et est donc premier. On entoure 2. Ensuite on raye (ici en grisé) tous les multiples
suivants de 2 qui ne seront donc pas premiers (car divisible par 2) :

(2)34567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Le premier nombre restant de la liste est 3 et est nécessairement premier : il n’est pas divisible par un
diviseur plus petit (sinon il serait rayé). On entoure 3 et on raye tous les multiples de 3 (6, 9, 12, ...).

(2)(3] 456789101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Le premier nombre restant est 5 et est donc premier. On raye les multiples de 5.

(2)(3)4(5) 6789101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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7 est donc premier, on raye les multiples de 7 (ici pas de nouveaux nombres a barrer). Ainsi de suite :
11,13,17,19,23 sont premiers.

(2)(3)4(5)6(7)8910(11)12(13) 14 15 16 (17) 18 (19] 20 21 22 (23]

Remarque.

Si un nombre n n’est pas premier alors un de ses facteurs est < 4/n. En effet si n = a x b avec a, b > 2 alors
a < v/nou b < v/n (réfléchissez par 'absurde!). Par exemple pour tester si un nombre < 100 est premier il
suffit de tester les diviseurs < 10. Et comme il suffit de tester les diviseurs premiers, il suffit en fait de tester
la divisibilité par 2, 3,5 et 7. Exemple : 89 n’est pas divisible par 2, 3,5, 7 et est donc un nombre premier.

Proposition 5 (Lemme d’Euclide).
Soit p un nombre premier. Si p|lab alors pla ou p|b.

Démonstration. Si p ne divise pas a alors p et a sont premiers entre eux (en effet les diviseurs de p sont 1
et p, mais seul 1 divise aussi a, donc pged(a, p) = 1). Ainsi par le lemme de Gauss p|b. O

Exemple 11.

Si p est un nombre premier, ,/p n’est pas un nombre rationnel.

La preuve se fait par 'absurde : écrivons ,/p = § avec a € Z,b € N* et pged(a, b) = 1. Alors p = Z—; donc
pb? = a. Ainsi p|a? donc par le lemme d’Euclide p|a. On peut alors écrire a = pa’ avec a’ un entier. De
'équation pb? = a2 on tire alors b = pa’?. Ainsi p|b? et donc p|b. Maintenant p|a et p|b donc a et b ne
sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit pged(a, b) = 1. Conclusion ,/p n’est pas rationnel.

3.3. Décomposition en facteurs premiers

Théoreme 3.
Soit n > 2 un entier. Il existe des nombres premiers p; < p, < -+ < p, et des exposants entiers
1,09,...,0, =1 tels que :
— N as a,
n=p;' Xp,* X+ xplr.

De plus les p; et les a; (i=1,...,r) sont uniques.

Exemple : 24 = 23 x 3 est la décomposition en facteurs premiers. Par contre 36 = 22 x 9 n’est pas la
décomposition en facteurs premiers, c’est 22 x 32

Remarque.
La principale raison pour laquelle on choisit de dire que 1 n’est pas un nombre premier, c’est que sinon il n'y
aurait plus unicité de la décomposition : 24 =23 x3=1x23x3=12x23x3="..

Démonstration.

Existence. Nous allons démontrer I'existence de la décomposition par une récurrence sur n.

L'entier n = 2 est déja décomposé. Soit n > 3, supposons que tout entier < n admette une décomposition en
facteurs premiers. Notons p; le plus petit nombre premier divisant n (voir le lemme 2). Si n est un nombre
premier alors n = p; et c’est fini. Sinon on définit 'entier n’ = pll < n et on applique notre hypothése de
récurrence a n’ qui admet une décomposition en facteurs premiers. Alors n = p; x n’ admet aussi une
décomposition.

Unicité. Nous allons démontrer qu'une telle décomposition est unique en effectuant cette fois une récurrence
r

sur la somme des exposants o = Zi:l a;.

Si o =1 cela signifie n = p; qui est bien 'unique écriture possible.
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Soit o > 2. On suppose que les entiers dont la somme des exposants est < o ont une unique décomposition.
Soit n un entier dont la somme des exposants vaut o. Ecrivons le avec deux décompositions :

n:p?lxpgzx---xpfr:qfl xqux---xqu.

Onap;<py<--—-etq<qy<---.)

Si p; < q; alors p; < q; pour tous les j =1,...,s. Ainsi p; divise p;* x p,? X -+ X p/” = n mais ne divise
pas qfl X qu X een X qsﬁs = n. Ce qui est absurde. Donc p; > q;.

Si p; > g7 un méme raisonnement conduit aussi a une contradiction. On conclut que p; = g;. On pose alors

n -1 -1
/I _— — % Az a, _ P B2
n___p1 XPZ x...xprr_ql xqz x...xqss
b1
Lhypothése de récurrence qui s’applique a n” implique que ces deux décompositions sont les mémes. Ainsi
r=setp;=gq;,a;=p;,i=1,...,r. O

Exemple 12.

504=2°x3*x7, 300=2%x3x5%
Pour calculer le pged on réécrit ces décompositions :
504=2°x3*x5%x 7', 300=2%x3!x5%x7°.
Le pged est le nombre obtenu en prenant le plus petit exposant de chaque facteur premier :
pged(504,300) =22 x 3! x 59 x 79 =12,
Pour le ppcm on prend le plus grand exposant de chaque facteur premier :

ppem(504,300) = 2° x 3% x 52 x 7! = 12600

Mini-exercices.

1. Montrer que n!+ 1 n’est divisible par aucun des entiers 2, 3, ..., n. Est-ce toujours un nombre premier ?
Trouver tous les nombres premiers < 103.

Décomposer a = 2340 et b = 15288 en facteurs premiers. Calculer leur pged et leur ppem.

Décomposer 48400 en produit de facteurs premiers. Combien 48 400 admet-il de diviseurs?

S R

Soient a, b > 0. A l'aide de la décomposition en facteurs premiers, reprouver la formule pged(a, b) x
ppem(a, b) = a x b.

4. Congruences

4.1. Définition

Définition 6.
Soit n > 2 un entier. On dit que a est ab n, si n divise b —a. On note alors

a=b (modn).

On note aussi parfois a = b (mod n) ou a = b[n]. Une autre formulation est

a=b(modn) < Jk€Z a=b+kn.

Remarquez que n divise a si et seulement si a =0 (mod n).
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Proposition 6.

1. La relation « congru modulo n » est une relation d’équivalence :

o (Réflexivité) a = a (mod n),

e (Symétrie) sia = b (mod n) alors b = a (mod n),

e (Transitivité) sia = b (mod n) et b = ¢ (mod n) alors a = ¢ (mod n).
2. Sia=b (modn)etc=d (mod n)alorsa+c=b+d (mod n).

3. Sia=b (modn)etc=d (modn)alorsaxc=bxd (mod n).

4. Si a=b (mod n) alors pour tout k > 0, a* = b* (mod n).

Exemple 13.
e 15=1 (mod 7), 72=2 (mod 7), 3=-11 (mod 7),
e 5x+8=3 (mod5) pourtoutx €Z,
o 11%20xx = 120X =1 (mod 10), ot 20xx est 'année en cours.

Démonstration.

1. Utiliser la définition.
2. Idem.

3. Prouvons la propriété multiplicative : a = b (mod n) donc il existe k € Z telquea=b+ knetc=d
(mod n) donc il existe £ € Z tel que c =d +{n. Alorsa xc = (b+kn) x(d+£€n) = bd + (bl +dk+kin)n
qui est bien de la forme bd + mn avec m € Z. Ainsi ac = bd (mod n).

4, C’est une conséquence du point précédent : avec a = ¢ et b = d on obtient a®> = b? (mod n). On continue
par récurrence.

Exemple 14.

......

N est divisible par 9 si et seulement si
la somme de ses chiffres est divisible par 9.

Pour prouver cela nous utilisons les congruences. Remarquons d’abord que 9|N équivaut a N =0 (mod 9)
et notons aussi que 10 =1 (mod 9), 102 =1 (mod 9), 103 =1 (mod 9),...
Nous allons donc calculer N modulo 9. Ecrivons N en base 10 : N = a - --a,a;a, (aq est le chiffre des

unités, a; celui des dizaines,...) alors N = 10Xa; + - -+ + 10%a, + 10'a; + a,. Donc

N =10a, +---+10%a, + 10'a; + aq
=aq +---+ay+a;+a, (mod?9)

Donc N est congru a la somme de ses chiffres modulo 9. Ainsi N =0 (mod 9) si et seulement si la somme
des chiffres vaut 0 modulo 9.

Voyons cela sur un exemple : N = 488889. Ici ay = 9 est le chiffre des unités, a; = 8 celui des dizaines,...
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Cette écriture décimale signifie N =4-10°+8-10*+8-10%+8-10%2+8-10+09.
N=4-10°+8-10*+8-10°+8-10*+8-10+9
=4+8+8+8+8+9 (mod9)
=45 (mod9) et on refait la somme des chiffres de 45
=9 (mod9)
=0 (mod 9)

Ainsi nous savons que 488 889 est divisible par 9 sans avoir effectué de division euclidienne.

Remarque.
Pour trouver un « bon » représentant de a (mod n) on peut aussi faire la division euclidienne de a par n :
a=bn+ralorsa=r (modn)et0<r<n.

Exemple 15.
Les calculs bien menés avec les congruences sont souvent trés rapides. Par exemple on souhaite calculer 22!
(mod 37) (plus exactement on souhaite trouver 0 < r < 37 tel que 22! = r (mod 37)). Plusieurs méthodes :

1. On calcule 22, puis on fait la division euclidienne de 221 par 37, le reste est notre résultat. C’est
laborieux!

2. On calcule successivement les 2 modulo 37 : 2! = 2 (mod 37), 22 = 4 (mod 37), 23 = 8 (mod 37),
24 =16 (mod 37), 2° = 32 (mod 37). Ensuite on n’oublie pas d’utiliser les congruences : 2° = 64 = 27
(mod 37). 27 =2-20=2-27 =54 = 17 (mod 37) et ainsi de suite en utilisant le calcul précédent a
chaque étape. C’est assez efficace et on peut raffiner : par exemple on trouve 28 = 34 (mod 37) mais
donc aussi 28 = —3 (mod 37) et donc 2° =2-28 =2 (—3) = —6 = 31 (mod 37),...

3. Il existe une méthode encore plus efficace, on écrit I'exposant 21 en base 2 : 21 = 2*+224+20 = 16+4+1.
Alors 221 = 216.24.21 Et il est facile de calculer successivement chacun de ces termes car les exposants
sont des puissances de 2. Ainsi 28 = (24)? = 16% = 256 = 34 = —3 (mod 37) et 21 = (28)2 =(-3)%=9
(mod 37). Nous obtenons 22! =210.2%.21 =9 x 16 x 2 = 288 = 29 (mod 37).

4.2. Equation de congruence ax = b (mod n)

Proposition 7.
Soit a € Z*, b € Z fixés et n > 2. Considérons Uéquation | ax = b (mod n) | d’inconnue x € Z :

1. Il existe des solutions si et seulement si pged(a, n)|b.

2. Les solutions sont de la forme x = xq+/ ¢ € Z ot xg est une solution particuliére. Il existe donc

pged(a, n) classes de solutions.

_n
pged(a,n)’

Exemple 16.
Résolvons I'équation 9x = 6 (mod 24). Comme pged(9,24) = 3 divise 6 la proposition ci-dessus nous
affirme qu’il existe des solutions. Nous allons les calculer. (Il est toujours préférable de refaire rapidement
les calculs que d’apprendre la formule). Trouver x tel que 9x = 6 (mod 24) est équivalent a trouver x et k
tels que 9x = 6 + 24k. Mis sous la forme 9x — 24k = 6 il s’agit alors d’une équation que nous avons étudiée
en détails (voir section 2.3). Il y a bien des solutions car pged(9,24) = 3 divise 6. En divisant par le pged on
obtient 'équation équivalente :

3x —8k =2.
Pour le calcul du pged et d’une solution particuliere nous utilisons normalement I'algorithme d’Euclide et sa
remontée. Ici il est facile de trouver une solution particuliére (x, = 6, ko = 2) a la main.



ARITHMETIQUE 4. CONGRUENCES 57

On termine comme pour les équations de la section 2.3. Si (x, k) est une solution de 3x — 8k = 2 alors
par soustraction on obtient 3(x — xy) —8(k —ky) = 0 et on trouve x = x, + 8¢, avec { € Z (le terme k ne
nous intéresse pas). Nous avons donc trouvé les x qui sont solutions de 3x — 8k = 2, ce qui équivaut a
9x — 24k = 6, ce qui équivaut encore a 9x = 6 (mod 24). Les solutions sont de la forme x = 6 + 8/. On
préfere les regrouper en 3 classes modulo 24 :

X1 =6+24m, x,=14+4+24m, x3=22+4+24m avecm € Z.

Remarque.

Expliquons le terme de « classe » utilisé ici. Nous avons considéré ici que ’équation 9x = 6 (mod 24) est
une équation d’entiers. On peut aussi considérer que 9, x, 6 sont des classes d’équivalence modulo 24, et
P’on noterait alors 9x = 6. On trouverait comme solutions trois classes d’équivalence :

X_1:6, XZ:ﬁ, 3= 2.

Démonstration.
1.

X € Z est un solution de 'équation ax = b (mod n)
< dke€Z ax=b+kn
< dke€Z ax—kn=0b>b

<= pgcd(a,n)|b par la proposition 1

Nous avons juste transformé notre équation ax = b (mod n) en une équation ax —kn = b étudiée
auparavant (voir section 2.3), seules les notations changent : au + bv = ¢ devient ax — kn =

2. Supposons qu'il existe des solutions. Nous allons noter d = pged(a, n) et écrire a = da’, n = dn’ et
b = db’ (car par le premier point d|b). Léquation ax—kn = b d’inconnues x, k € Z est alors équivalente a
Iéquation a’x —kn’ = b’, notée (x). Nous savons résoudre cette équation (voir de nouveau la proposition
1), si (xg, ko) est une solution particuliere de () alors on connait tous les (x, k) solutions. En particulier
x =xo+£€n’ avec £ € Z (les k ne nous intéressent pas ici).

Ainsi les solutions x € Z sont de la forme x = x + Zm, { € Z ol x est une solution particuliére
de ax = b (mod n). Et modulo n cela donne bien pged(a, n) classes distinctes.

O

4.3. Petit théoreme de Fermat

Théoréme 4 (Petit théoréme de Fermat).
Si p est un nombre premier et a € Z alors

a? =a (mod p)

Corollaire 4.
Si p ne divise pas a alors

a’"' =1 (mod p)

Lemme 3.
p divise (i) pour 1 < k < p—1, cest-a-dire (i) =0 (mod p).
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Démonstration. (7)= #ik)! donc p! = k!(p —k)!(¥). Ainsi p|k!(p — k)!(?). Or comme 1 < k < p—1 alors
p ne divise pas k! (sinon p divise I'un des facteurs de k! mais il sont tous < p). De méme p ne divise pas
(p —k)!, donc par le lemme d’Euclide p divise (i) O

Preuve du théoréme. Nous le montrons par récurrence pour les a > 0.
e Sia=0alors 0=0 (mod p).
 Fixons a > 0 et supposons que a? = a (mod p). Calculons (a + 1)? a l'aide de la formule du binéme de

Newton :
(a+1)P=aP+( P )aP‘1+( P )ap‘2+~--+(p)+1
p—1 p—2 1

Réduisons maintenant modulo p :

(a+1)pEap+(p€1)ap_l+(p€2)ap_2+---+(11))+1 (mod p)

=d’+1 (modp) grice aulemme 3

=a+1 (modp) acausede '’hypothése de récurrence

« Par le principe de récurrence nous avons démontré le petit théoréme de Fermat pour tout a > 0. Il n’est
pas dur d’en déduire le cas des a < 0.
O

Exemple 17.
Calculons 14°'4! (mod 17). Le nombre 17 étant premier on sait par le petit théoréme de Fermat que 14'® = 1
(mod 17). Ecrivons la division euclidienne de 3141 par 16 :

3141 =16 x 196 + 5.
Alors
143141 = 1416><196+5 = 1416)(196 X 145

= (1416)196 x 14° =110 x 14°

=14 (mod 17)
11 ne reste plus qu'a calculer 14° modulo 17. Cela peut se faire rapidement : 14 = —3 (mod 17) donc 142 =
(—=3)2=9 (mod 17),14°=14>x14=9x (—3)=—27=7 (mod 17), 14° = 14> x 143 =9 x 7=63 = 12
(mod 17). Conclusion : 14314 = 14° = 12 (mod 17).

Mini-exercices.

1. Calculer les restes modulo 10 de 1224455, 122 x 455, 1224°>. Mémes calculs modulo 11, puis modulo
12.

Prouver qu'un entier est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
Calculer 3'° (mod 23).
Calculer 3'%° (mod 23).

S R

Résoudre les équations 3x =4 (mod 7), 4x = 14 (mod 30).

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon
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Fiche d’exercices ¢ Polyndmes

Fiche d’exercices ¢ Fractions rationnelles

Motivation

Les polynémes sont des objets trés simples mais aux propriétés extrémement riches. Vous savez déja
résoudre les équations de degré 2 : aX? + bX + ¢ = 0. Savez-vous que la résolution des équations de degré
3, aX® 4+ bX? +cX +d = 0, a fait I'objet de luttes acharnées dans I'Italie du xv1° siécle ? Un concours était
organisé avec un prix pour chacune de trente équations de degré 3 a résoudre. Un jeune italien, Tartaglia,
trouve la formule générale des solutions et résout les trente équations en une seule nuit! Cette méthode que
Tartaglia voulait garder secréte sera quand méme publiée quelques années plus tard comme la « méthode
de Cardan ».

Dans ce chapitre, aprés quelques définitions des concepts de base, nous allons étudier I'arithmétique des
polynomes. Il y a une grande analogie entre I'arithmétique des polynomes et celles des entiers. On continue
avec un théoréme fondamental de I'algébre : « Tout polynome de degré n admet n racines complexes. » On
termine avec les fractions rationnelles : une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.

Dans ce chapitre K désignera 1'un des corps Q, R ou C.

1. Définitions

1.1. Définitions

Définition 1.
Un a coefficients dans K est une expression de la forme
P(X)=a X"+ a1 X"+ +a X%+ a;X +ao,

avecn € Netag,a,...,a, €K.
L'ensemble des polyndmes est noté K[X].

» Les a; sont appelés les du polynome.

« Sitous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le , il est noté 0.

e On appelle le de P le plus grand entier i tel que a; # 0; on le note deg P. Pour le degré du


http://www.youtube.com/watch?v=dDKI3jkMjfw
http://www.youtube.com/watch?v=CnMrf9aW-LU
http://www.youtube.com/watch?v=qCMnvqc2t8A
http://www.youtube.com/watch?v=wf-eEQPBX0Y
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00007.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00008.pdf
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polynéme nul on pose par convention deg(0) = —oo.
» Un polynome de la forme P = a, avec a, € K est appelé un . Siay # 0, son degré
est 0.
Exemple 1.

o X3—5X+ % est un polynome de degré 3.
e X"+ 1 est un polynéme de degré n.
e 2 est un polynéme constant, de degré 0.

1.2. Opérations sur les polyné6mes

o Egalité. Soient P = a, X" +a, X" '+ ---+a; X +ayetQ=b, X"+ b, X" 1 +---+ b X + by deux

polynomes a coefficients dans K.
p= Q — Vl a; = bi
et on dit que P et Q sont égaux.

« Addition. Soient P = a, X" +a, 1 X" ' +---+a;X +agetQ=b, X"+ b, ;X" 1 +---+ b X + b,.
On définit :

P+Q=(a,+b)X" + (ap_1 + by )X+ -+ -+ (a; + by)X + (ag + by)

o Multiplication. Soient P = @, X"+ a,_1 X" '+ - +a;X +ay et Q = b, X™ + b, _1 X™ L +---+ b, X + by.
On définit

PxQ=cX +¢, 1 X" 144X+
avecr =n+metc = Z a;bj pour k € {0,...,r}.
i+j=k
o Multiplication par un scalaire. Si A € K alors A - P est le polyndéme dont le i-éme coefficient est Aq;.
Exemple 2.

o Soient P =aX3+bX?+cX+detQ=aX?+pX+y.AlorsP+Q=aX3+(b+a)X%+(c+B)X+(d+7),
P xQ=(aa)X>+(aB +ba)X*+(ay+bp +ca)X3+(by+cB+da)X?+(cy +dB)X +dy. Enfin P =Q
sietseulementsia=0,b=a,c=Letd=y.

e La multiplication par un scalaire A - P équivaut a multiplier le polynéme constant A par le polynome P.

L'addition et la multiplication se comportent sans probléme :

Proposition 1.

Pour P,Q,R € K[X] alors

e 0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R);
e 1:P=P, PxQ=QxP, (PxQ)xR=Px(QxR);
e Px(Q+R)=PxQ+P xR

Pour le degré il faut faire attention :

Proposition 2.
Soient P et Q deux polyndémes a coefficients dans K.

deg(P x Q) =degP +degQ

deg(P + Q) < max(deg P, degQ)

On note R,[X]={P € R[X]| degP < n}. Si BQ € R,[X] alors P +Q € R,[X].
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1.3. Vocabulaire

Complétons les définitions sur les polynomes.

Définition 2.
« Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type a,X*) sont appelés
¢ SoitP=a,X"+a, ;X" ! +---+a;X + ay, un polyndme avec a, # 0. On appelle
le monéme a,X". Le coefficient a, est appelé le de P.
o Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un

Exemple 3.

PX)=(X—-1)X"+X"1+...4+X +1). On développe cette expression : P(X) = (X”+1 +XT -+ X2+
X)—(X"+Xx" 1+ +X +1)=X""1 — 1. P(X) est donc un polyndme de degré n + 1, il est unitaire et est
somme de deux mondmes : X" et —1.

Remarque.
Tout polynome est donc une somme finie de mondémes.

Mini-exercices.

1. Soit P(X)=3X3—2,Q(X)=X2+X—1,R(X) = aX +b. Calculer P+Q, P xQ, (P+Q) xR et P xQ xR.
Trouver a et b afin que le degré de P — QR soit le plus petit possible.

2. Calculer (X +1)° — (X —1)°.
3. Déterminer le degré de (X2 + X +1)" —aX?" — bX?"! en fonction de a, b.

4. Montrer que si deg P # degQ alors deg(P + Q) = max(deg P, degQ). Donner un contre-exemple dans
le cas ot deg P = degQ.

5. Montrer que si P(X) =X"+a,_,; X" +--- alors le coefficient devant X"~ ! de P(X — %) est nul.

2. Arithmétique des polyndmes

Il existe de grandes similitudes entre I'arithmétique dans Z et I'arithmétique dans K[X ]. Cela nous permet
d’aller assez vite et d’omettre certaines preuves.

2.1. Division euclidienne

Définition 3.
Soient A,B € K[X], on dit que B As'il existe Q € K[X] tel que A= BQ. On note alors BJA.

On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.
Outre les propriétés évidentes comme A|A, 1|A et A|O nous avons :

Proposition 3.
Soient A,B,C € K[X].

1. Si A|B et B|A, alors il existe A € K* tel que A= AB.
2. Si A|B et B|C alors A|C.
3. Si ClAet C|B alors C|(AU + BV), pour tout U,V € K[X].
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Théoréme 1 (Division euclidienne des polyndmes).
Soient A,B € K[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynéme Q et il existe un unique polynéme R tels
que :

A=BQ+R et degR <degB.

Q est appelé le etRle et cette écriture est la de A par B.
Notez que la condition degR < degB signifie R = 0 ou bien 0 < degR < degB.

Enfin R = 0 si et seulement si B|A.

Démonstration.

Unicité. SiIA=BQ+R et A=BQ’ +R/, alors B(Q—Q’") =R’ —R. Or deg(R' —R) < degB. Donc Q' —Q = 0.
Ainsi Q =Q’, ot aussiR=R’.

Existence. On montre I'existence par récurrence sur le degré de A.

e SidegA=0 et degB > 0, alors A est une constante, on pose Q =0 et R =A. Si degA=0 et degB =0,
on pose Q =A/BetR=0.

« On suppose l'existence vraie lorsque degA < n—1. Soit A= a, X" +--- + ay un polynome de degré n
(a, #0). Soit B=b,,X™+---+ by avec b,,, #0. Sin < m on pose Q =0 et R =A.
Sin>monécritA=B- g—;X "M 4 A, avec degA; < n—1. On applique 'hypothése de récurrence a A; :
il existe Q1,R; € K[X] tels que A; = BQ; +R; et degR; < degB. Il vient :

a
A=B (—”X”_m + Ql) +R;.
b

Donc Q = Z—”X "M+ Qq et R =R, conviennent.
m

Exemple 4.

On pose une division de polynémes comme on pose une division euclidienne de deux entiers. Par exemple
siA=2X%*—X3—-2X2+3X—1etB=X?>—X+1. Alors on trouve Q = 2X?>+ X —3 et R=—X +2. On
n’'oublie pas de vérifier qu’effectivement A= BQ +R.

2X4—X3—2X%2+3X—1 X2—-X+1
—  2X%—2Xx3 +2x2

X3 —4x2+3x—1 2X%24+X —3
- X*-X*+X
—3X%24+2x—1
— —3X243X-3
—X+2

Exemple 5.
Pour X*—3X3 + X + 1 divisé par X2 + 2 on trouve un quotient égal 8 X2 —3X — 2 et un reste égale a 7X +5.
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X*—3x3+ X+1 X242
- X4 +2X?
—3X3—2x2+Xx+1 X2—-3X—-2
— —3x3 —6X
—2X%24+7X +1
- —2x* -4
7X +5

2.2. pgcd

Proposition 4.
Soient A,B € K[X ], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique polynéme unitaire de plus grand degré qui
divise a la fois A et B.

Cet unique polynéme est appelé le (plus grand commun diviseur) de A et B que ’on note pgcd(A, B).

Remarque.
pgcd(A, B) est un polynéme unitaire.
SiA|B et A# 0, pged(A,B) = %A, ou A est le coefficient dominant de A.
Pour tout A € K*, pged(AA, B) = pged(A, B).
« Comme pour les entiers : si A= BQ + R alors pgcd(A, B) = pged(B, R). C’est ce qui justifie 'algorithme
d’Euclide.
Algorithme d’Euclide.
Soient A et B des polynémes, B # 0.

On calcule les divisions euclidiennes successives,

A=BQ;+R; degR; < degB
B =R1Q2 +R2 degR2 < degRl

R]. = R2Q3 +R3 degR3 < degR2

Ry—2 =Rp—1Qx + Ry degRy <degRy

Ri—1 = Ry Q11
Le degré du reste diminue a chaque division. On arréte I'algorithme lorsque le reste est nul. Le pgcd est le
dernier reste non nul R;, (rendu unitaire).

Exemple 6.
Calculons le pged de A=X*—1 et B=X?2— 1. On applique I'algorithme d’Euclide :
Xt—1 = (X°—1)xX+X-1
X3—-1 = X—-DxX*+X+1)+0
Le pgcd est le dernier reste non nul, donc pged(X*—1,X3—1)=X —1.
Exemple 7.
Calculons le pged de A=X° +X*+2X3 + X2 + X + 2 et B=X*+2X°3 + X2 — 4.
XO+X4 42X +X2+X+2 = (X*+2X3+X?—4)x (X —1)+3X3+2X%2+5X —2
X*+2X3+X>—4 = (BX*+2X?+5X—2)x 33X +4)— P (X*+X +2)
3X34+2X2+5X—2 = (X?2+X+2)x(3X—1)+0

Ainsi pged(A,B) = X% +X +2.
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Définition 4.
Soient A, B € K[X]. On dit que A et B sont si pged(A,B) = 1.

Pour A, B quelconques on peut se ramener a des polyndémes premiers entre eux : si pged(A, B) = D alors A et
B s’écrivent : A= DA’, B = DB’ avec pged(4’,B’) = 1.

2.3. Théoreme de Bézout

Théoréme 2 (Théoréme de Bézout).
Soient A, B € K[X] des polynémes avec A# 0 ou B # 0. On note D = pgcd(A, B). Il existe deux polynémes
U,V € K[X] tels que AU + BV = D.

Ce théoréme découle de I'algorithme d’Euclide et plus spécialement de sa remontée comme on le voit sur
I'exemple suivant.

Exemple 8.

Nous avons calculé pged(X* —1,X3 —1) = X — 1. Nous remontons l'algorithme d’Euclide, ici il n’y avait
qu'une ligne : X*—1=(X3—1) x X + X — 1, pour en déduire X —1 = (X*—1) x 1+ (X>—1) x (=X). Donc
U =1 et V =—X conviennent.

Exemple 9.
PourA=X°+X*+2X3+X2+X+2et B=X*+2X34+X2—4 nous avions trouvé D = pgcd(A,B) = X2 +X +2.
En partant de 'avant derniére ligne de I'algorithme d’Euclide on a d’abord : B = (3X® + 2X2 4 5X — 2) x
$(3X +4)— D donc
14 3 9 1

e =B—(3X3+2X2+5X —2) x §(3X+4).
La ligne au-dessus dans I'algorithme d’Euclide était : A= B x (X —1) 4+ 3X3 4+ 2X2 + 5X — 2. On substitue le
reste pour obtenir :

1 1
—34D =B—(A—Bx(X—1))x 5(B.X +4).
On en déduit

14

1 1
—ED =—Ax 5(3X +4)+B(1+(X—1)x 5(3}( +4))

Donc en posant U = 5(3X +4) et V=—5(9+ (X —1)(3X +4)) = —%(3X2+X +5) on a AU + BV = D.
Le corollaire suivant s’appelle aussi le théoréme de Bézout.
Corollaire 1.

Soient A et B deux polynomes. A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynémes U et
V tels que AU + BV = 1.

Corollaire 2.

Soient A,B,C € K[X] avec A# 0 ou B # 0. Si C|A et C|B alors C|pgcd(A, B).

Corollaire 3 (Lemme de Gauss).
Soient A,B, C € K[X]. Si A|BC et pgcd(A,B) =1 alors A|C.
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2.4. ppcm

Proposition 5.
Soient A,B € K[X] des polynémes non nuls, alors il existe un unique polynéme unitaire M de plus petit
degré tel que A|M et B|M.

Cet unique polynoéme est appelé le (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note ppcm(A, B).

Exemple 10.
ppem (X (X —2)2(X2 + 1%, (X + DX —2)°(X2 +1)%) =X (X + 1)(X —2)°(X2 + 1)*.

De plus le ppcm est aussi le plus petit au sens de la divisibilité :

Proposition 6.
Soient A, B € K[X] des polynémes non nuls et M = ppcm(A, B). Si C € K[X] est un polynéme tel que A|C
et B|C, alors M|C.

Mini-exercices.
1. Trouver les diviseurs de X* +2X2 + 1 dans R[X ], puis dans C[X].
2. Montrer que X —1|X™" —1 (pour n > 1).

3. Calculer les divisions euclidiennes de A par B avecA=X*—1,B=X>—1.PuisA=4X3+2X2—-X -5
etB=X2+X;A=2X*—9X3+18X%2—-21X+2etB=X>—3X+1;A=X">—2X*+6X3 et B=2X>+1.

4. Déterminer le pged de A=X°+ X3+ X2 +1 et B=2X> +3X? + 2X + 3. Trouver les coefficients de
Bézout U, V. Mémes questions avecA=X"—1etB=X*+X +1.

5. Montrer que si AU + BV = 1 avec degU < degB et degV < degA alors les polynémes U,V sont
uniques.

3. Racine d’un polynéme, factorisation

3.1. Racines d’un polynéme

Définition 5.
Soit P = a, X" +a, 1 X" ' +---+a;X + ag € K[X]. Pour un élément x € K, on note P(x) = a,x" +---+
a;x + ay. On associe ainsi au polyndéme P une (que 'on note encore P)

P:K—-K, x—=Px)=a,x"+--+a;x+a,.

Définition 6.
Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une (ou un ) de Psi P(a) =0.

Proposition 7.

Pla)=0 <<= X—adivise P

Démonstration. Lorsque I'on écrit la division euclidienne de P par X —a on obtient P =Q - (X —a)+R ouR
est une constante car degR < deg(X —a)=1.Donc P(a)=0 < R(a)=0 < R=0 < X—alP. O

Définition 7.
Soit k € N*. On dit que a est une de P si (X — a)¥ divise P alors que (X — a)<*!
ne divise pas P. Lorsque k = 1 on parle d'une , lorsque k = 2 d’'une , etc.
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On dit aussi que a est une

Proposition 8.

Il y a équivalence entre :
(i) a est une racine de multiplicité k de P.
(ii) Il existe Q € K[X ] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) # 0.
(iii) P(a)=P'(a)=---=P*V(a)=0et PX(a)# 0.

La preuve est laissée en exercice.

Remarque.
Par analogie avec la dérivée d’une fonction, si P(X) = ag + a;X + -+ + a,X" € K[X] alors le polynéme
P/(X)=a; +2a,X +---+na,X" 1 estle de P.

3.2. Théoreme de d’Alembert-Gauss

Passons a un résultat essentiel de ce chapitre :

Théoreme 3 (Théoréeme de d’Alembert-Gauss).
Tout polynéme a coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il admet exactement n
racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Nous admettons ce théoréme.

Exemple 11.

Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polyndme de degré 2 a coefficients réels : a,b,c € R et a # 0.
e Si A =b%—4ac> 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes _b;"a‘/z et Z=YA

2a
—b+i4/|A] —b—i4/|A|
2a et 2a :

e Si A <0 alors P admet 2 racines complexes distinctes
e Si A =0 alors P admet une racine réelle double ;—2.
En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines.

Exemple 12.

P(X)=X"—1 admet n racines distinctes.

Sachant que P est de degré n alors par le théoréme de d’Alembert-Gauss on sait qu’il admet n racines
comptées avec multiplicité. Il s’agit donc maintenant de montrer que ce sont des racines simples. Supposons
—par I'absurde- que a € C soit une racine de multiplicité > 2. Alors P(a) =0 et P’(a) = 0. Donc " —1=0
et na™ ! = 0. De la seconde égalité on déduit a = 0, contradictoire avec la premiére égalité. Donc toutes les
racines sont simples. Ainsi les n racines sont distinctes. (Remarque : sur cet exemple particulier on aurait
aussi pu calculer les racines qui sont ici les racines n-iéme de I'unité.)

Pour les autres corps que les nombres complexes nous avons le résultat plus faible suivant :

Théoreme 4.
Soit P € K[X] de degré n > 1. Alors P admet au plus n racines dans K.

Exemple 13.

P(X)=3X%—2X2+ 6X — 4. Considéré comme un polynéme a coefficients dans Q ou R, P n’a qu’une seule
racine (qui est simple) a = % et il se décompose en P(X) =3(X — %)(X 2 1+ 2). Si on considére maintenant P
comme un polynéme a coefficients dans C alors P(X) = 3(X — %)(X —14/2)(X +1i+/2) et admet 3 racines
simples.
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3.3. Polynémes irréductibles

Définition 8.
Soit P € K[X ] un polynéme de degré > 1, on dit que P est si pour tout Q € K[X] divisant
P, alors, soit Q € K*, soit il existe A € K* tel que Q = AP.

Remarque.
o Un polyndéme irréductible P est donc un polynéme non constant dont les seuls diviseurs de P sont les
constantes ou P lui-méme (a une constante multiplicative pres).
» La notion de polynéme irréductible pour I'arithmétique de K[X] correspond a la notion de nombre
premier pour arithmétique de Z.
e Dans le cas contraire, on dit que P est ; il existe alors des polyndémes A, B de K[X ] tels que
P =AB, avec degA > 1 et degB > 1.

Exemple 14.
o Tous les polynémes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a une infinité de polynomes
irréductibles.
¢ X2—1=(X—-1)(X+1) € R[X] est réductible.
e X241 =(X—1i)(X +1) est réductible dans C[X ] mais est irréductible dans R[X].
o X2—2=(X—+2)(X + v2) est réductible dans R[X ] mais est irréductible dans Q[X].

Nous avons I'équivalent du lemme d’Euclide de Z pour les polynémes :

Proposition 9 (Lemme d’Euclide).
Soit P € K[X ] un polynéme irréductible et soient A,B € K[X]. Si P|AB alors P|A ou P|B.

Démonstration. Si P ne divise pas A alors pged(P,A) = 1 car P est irréductible. Donc, par le lemme de Gauss,
P divise B. [

3.4. Théoreme de factorisation

Théoreme 5.
Tout polynéme non constant A € K[X ] s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles unitaires :

_ 4 pkipk k,
A= AP['P,?--- P
ou A € K* r € N*, k; € N* et les P; sont des polynémes irréductibles distincts.

De plus cette décomposition est unique a Uordre prés des facteurs.

Il s’agit bien siir de 'analogue de la décomposition d’'un nombre en facteurs premiers.

3.5. Factorisation dans C[X | et R[X ]

Théoreme 6.

Les polynomes irréductibles de C[X ] sont les polynémes de degré 1.

Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit P = A(X — ay) (X —ay)2 - (X —a,), o
ay,..., . sont les racines distinctes de P et k, ..., k, sont leurs multiplicités.

Démonstration. Ce théoréme résulte du théoréme de d’Alembert-Gauss. O
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Théoréme 7.

Les polynémes irréductibles de R[X ] sont les polynémes de degré 1 ainsi que les polynémes de degré 2 ayant
un discriminant A < 0.

Soit P € R[X ] de degré n > 1. Alors la factorisation s'écrit P = A(X —a; )1 (X—ay )< - - - (X—ozr)er‘i1 . ~Qf5,
ot les a; sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les Q; sont des polynémes irréductibles
de degré 2 : Q; =X2+ B.X +v; avec A =2 —4y; <O.

Exemple 15.
P(X) =2X*(X —1)3(X?+1)?(X% + X + 1) est déja décomposé en facteurs irréductibles dans R[X] alors que
sa décomposition dans C[X] est P(X) = 2X*(X — 1)3(X —)2(X +1)2(X — )(X — j2) oli j = & T = _1+T“/§
Exemple 16.

Soit P(X) =X*+1.
e Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X2 +1i)(X? —i). Les racines de P sont donc les racines
carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X] :

P(X)=(X— 20 +D))X + 21 +1D)(x — 20 -)(x + 21 -1).
« Sur R. Pour un polynéme a coefficient réels, si a est une racine alors & aussi. Dans la décomposition
ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela doit conduire a un polynéme réel :
P(X)=[(x— 201 +D)(X —21-D) ][ (x + 20 +D)(X + Z(1-D)]
=[X*+V2x +1][x*—v2X +1],

qui est la factorisation dans R[X].

Mini-exercices.

1. Trouver un polynéme P(X) € Z[X] de degré minimal tel que : % soit une racine simple, v2 soit une
racine double et i soit une racine triple.

2. Montrer cette partie de la proposition 8 : « P(a) = 0 et P’(a) =0 <= «a est une racine de multiplicité
= 2».

3. Montrer que pour P € C[X] : « P admet une racine de multiplicité > 2 <= P et P/ ne sont pas
premiers entre eux ».

4. Factoriser P(X) = (2X% + X —2)?(X*—1)® et Q(X) = 3(X®> —1)*(X? — X + 1) dans C[X]. En déduire
leur pged et leur ppecm. Mémes questions dans R[X ].

5. Si pged(A, B) = 1 montrer que pged(A+B,Ax B) = 1.

6. Soit P e R[X] et a € C\ R tel que P(a) = 0. Vérifier que P(a) = 0. Montrer que (X — a)(X — &) est
un polynéme irréductible de R[X] et qu’il divise P dans R[X].

4. Fractions rationnelles

Définition 9.

Une a coefficients dans K est une expression de la forme
p
F=—
Q

ou PQ € K[X] sont deux polynémes et Q # 0.

Toute fraction rationnelle se décompose comme une somme de fractions rationnelles élémentaires que I'on
appelle des « éléments simples ». Mais les éléments simples sont différents sur C ou sur R.
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4.1. Décomposition en éléments simples sur C

Théoréme 8 (Décomposition en éléments simples sur C).
Soit P/Q une fraction rationnelle avec B,Q € C[X], pgcd(BQ) =1et Q= (X —ay)1--- (X —a,)*r. Alors il
existe une et une seule écriture :

P E o+ a1 + ay2 o ask,
Q X—a)h - (X —ap)hal X —ay)
_ % B2k
(X — az)kz (X — az)
+ cee
Le polynoéme E s’appelle la (ou ). Les termes (X oy sont les
sur C.
Exemple 17.
o Vérifier que X21+1 = ﬁ + 35 aveca = 1 b ——%1

X4—8x%+9x—7
X—22(X+3) — X +1+ (x—2)2 + x5+ 133

Comment se calcule cette décomposition ? En général on commence par déterminer la partie polynomiale.
Tout d’abord si degQ > degP alors E (X ) =0. Si degP > degQ alors effectuons la division euclidienne de
PparQ:P=QE+R donc =E + ol degR < degQ La partie polynomiale est donc le quotient de
cette division. Et on s’est ramene au cas d’une fraction £ g avec degR < degQ. Voyons en détails comment
continuer sur un exemple.

o Vérifier que

Exemple 18.
X°—2X3+4X%—-8X + 11
X3—-3X+2
« Premiére étape : partie polynomiale. On calcule la division euclidienne de P par Q : P(X) = (X2 +
1)Q(X) + 2X2 — 5X + 9. Donc la partie polynomiale est E(X) = X2 + 1 et la fraction s'écrit P —

Qx) —
% le degré du numérateur est strictement plus

Décomposons la fraction a =

X241+ 2 (% *2 Notons que pour la fraction
petit que le degré du dénominateur.

o Deuxiéme étape : factorisation du dénominateur. Q a pour racine évidente +1 (racine double) et —2
(racine simple) et se factorise donc ainsi Q(X) = (X — 1)?(X + 2).

o Troisieme étape : décomposition théorique en éléments simples. Le théoréme de décomposition en

583 E(X)+ x5 + 721 + 753
Nous savons déja que E(X) = X2 + 1, il reste & trouver les nombres a, b, c.

e Quatriéme étape : détermination des coefficients. Voici une premiére facon de déterminer a, b, c. On

éléments simples nous dit qu’il existe une unique décomposition :

2_
récrit la fraction = 1)2 + X =1 + 753 au méme dénominateur et on l'identifie avec 25X 4D Q(}S{))(+9 :
a b N c _(b+c)X2+(a+b—20)X+2a—2b+c

(X—1)2+X—1 X+2 (X —1)2(X +2)
qui doit étre égale a
2X?—5X +9
K-+

On en déduit b+c=2,a+b—2c =—5et 2a—2b +c = 9. Cela conduit a 'unique solution a = 2,
b=-1,c=3. Donc

P X°—2X3+4x%?-8X+11 _, -1 3

== =X*+1+ + + :

Q X3—-3X+2 X—-12 X-1 X+2
Cette méthode est souvent la plus longue.

» Quatrieme étape (bis) : détermination des coefficients. Voici une autre méthode plus efficace.

/ 2— 7 ., . Ve .
Notons g(%) = &X 1)25&:92) dont la decomposmon théorique est : ﬁ + % +

<
X+2
Pour déterminer a on multiplie la fraction & q bar (X —1)? et on évalue en x = 1.
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Tout d’abord en partant de la décomposition théorique on a :

2P0 _ -1

FFX)=X-1) ) =a+b(X—1)+c <5 donc F(1)=a

D’autre part
P'(xX 2X*—5X+9  2X?>—5X+9
R0 = -2 = 2 =
Q(X) (X —1)2(X +2) X +2
donc F;(1) = 2. On en déduit a = 2.
On fait le méme processus pour déterminer ¢ : on multiplie par (X + 2) et on évalue en —2. On calcule
’ 2
Fo(X)=(X+2) g&? = Z)ix__sfgj 2=aq (;((_Jrlz)z + b% + ¢ de deux facons et lorsque I'on évalue x = —2 on
obtient d’'une part F,(—2) = ¢ et d’autre part Fo(—2) = 3. Ainsi ¢ = 3.
Comme les coefficients sont uniques tous les moyens sont bons pour les déterminer. Par exemple lorsque

'on évalue la décomposition théorique % = ﬁ + )% + x5 en x = 0, on obtient :
P’(0 c
L =a— b + —
Q(0) 2

Donc%za—b+§.Donc b=a+%—§=—1.

4.2. Décomposition en éléments simples sur R

Théoréme 9 (Décomposition en éléments simples sur R).
Soit P/Q une fraction rationnelle avec P,Q € R[X ], pged(P,Q) = 1. Alors P/Q s’écrit de maniére unique
comme somme :
o d’une partie polynomiale E(X),
o d’éléments simples du type ﬁ,
o d’éléments simples du type %.
Ott les X —a et X2 + aX + 3 sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les exposants i sont inférieurs ou égaux

a la puissance correspondante dans cette factorisation.

Exemple 19.
4 3 2
Décomposition en éléments simples de % =3 (;zsfxfrllg(x“ffgﬂ Comme deg P < degQ alors E(X) =0. Le
dénominateur est déja factorisé sur R car X? + X + 1 est irréductible. La décomposition théorique est donc :
P(X) aX+b cX +d + e

= + :
QX)) (X2+X+1)2 X2+X+1 X-1
Il faut ensuite mener au mieux les calculs pour déterminer les coefficients afin d’obtenir :
P(X) 2X +1 —1 3
= + + :
QX) (X2+X+1)2 X2+X+1 X-1

Mini-exercices.

1. SoitQ(X) = (X—2)?(X2—1)3(X2+1)* Pour P € R[X] quelle est la forme théorique de la décomposition
en éléments simples sur C de g ? Etsur R?

; . . 1 . 01 L X%41 . X
2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R et C : 35— ; G102 O-1
X24X+1 , 2x2-x ., XS

3. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R : FoDX12) > (7 e

2 . 7 . Ve . . z . . .
4. Soit F(X) = %. Déterminer ’équation de 'asymptote oblique en £o0. Etudier la position du

graphe de F par rapport a cette droite.

Auteurs du chapitre
e Rédaction : Arnaud Bodin; relecture : Stéphanie Bodin
» Basé sur des cours de Guoting Chen et Marc Bourdon
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Motivation

Evariste Galois a tout juste vingt ans lorsqu’il meurt dans un duel. Il restera pourtant comme 'un des plus
grands mathématiciens de son temps pour avoir introduit la notion de groupe, alors qu’il avait a peine
dix-sept ans.

Vous savez résoudre les équations de degré 2 du type ax?+ bx +c¢ = 0. Les solutions s’expriment en fonction
de a, b, ¢ et de la fonction racine carrée +/ . Pour les équations de degré 3, ax® + bx? +cx +d = 0, il existe
aussi des formules. Par exemple une solution de x3 +3x +1 = 0 est x, = \3/ @ -1 @ De telles
formules existent aussi pour les équations de degré 4.

Un préoccupation majeure au début du X1x° siécle était de savoir s’il existait des formules similaires pour
les équations de degré 5 ou plus. La réponse fut apportée par Galois et Abel : non il n’existe pas en général
une telle formule. Galois parvient méme a dire pour quels polynémes c’est possible et pour lesquels ¢a ne
I'est pas. Il introduit pour sa démonstration la notion de groupe.

Les groupes sont a la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps, les matrices, les

espaces vectoriels,... Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en géométrie, en cryptographie !

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de groupe, puis celle de sous-groupe. On étudiera ensuite
les applications entre deux groupes : les morphismes de groupes. Finalement nous détaillerons deux groupes
importants : le groupe Z/nZ et le groupe des permutations %,.

1. Groupe

1.1. Définition

Définition 1.
Un (G, *) est un ensemble G auquel est associé une opération  (la ) vérifiant
les quatre propriétés suivantes :

1. pourtoutx,y €G, x*y€G (xestune )

2. pourtout x,y,2€ G, (x*xy)rz=x(y+z) (laloiest )


http://www.youtube.com/watch?v=p8gSeXA-Pls
http://www.youtube.com/watch?v=TKfhcZ7l9Qo
http://www.youtube.com/watch?v=Y7bvfX10DPs
http://www.youtube.com/watch?v=6wqgx1r1bJA
http://www.youtube.com/watch?v=aX-ARKd1aaQ
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3. ilexisteec Gtelque VxeG,x*xe=x et exx=x (eest] )

4. pourtout x € Gilexiste x’ € Gtelque xxx'=x"*x=e (x'estl de x et est noté x™1)

Si de plus l'opération vérifie

pour tout x,y € G, X*y=Yy*X,

on dit que G est un groupe (ou ).

Remarque.

« Lélément neutre e est unique. En effet si e’ vérifie aussi le point (3), alors on a ¢/ xe = e (car e est
élément neutre) et e’ xe = ¢’ (car e’ aussi). Donc e = ¢’. Remarquez aussi que l'inverse de I'élément
neutre est lui-méme. S’il y a plusieurs groupes, on pourra noter e; pour '’élément neutre du groupe G.

« Un élément x € G ne posséde qu’un seul inverse. En effet si x” et x” vérifient tous les deux le point (4)
alors on a x x x” = e donc x’ * (x » x””) = x’ * e. Par l'associativité (2) et la propriété de 'élément neutre

(3) alors (x” *x) * x” = x’. Mais x’ *x = e donc e x x”/ = x’ et ainsi x”" = x’.

1.2. Exemples

Voici des ensembles bien connus pour lesquels 'opération donnée définit une structure de groupe.

o (R*, x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des propriétés :

1.

2.

5.

Six,y € R* alors x x y € R*.

Pour tout x,y,z € R* alors x x (y x 2) = (x x ¥) x z, c’est associativité de la multiplication des
nombres réels.

. 1 est ’élément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et x x 1 = x, ceci quelque soit x € R*.

v (14 _1 1 s 1ysag Dinv
Linverse d’un élément x € R* est x’ 31( (car x x 31( est bien égal a I’élément neutre 1). L'inverse

de x est donc x!

= }C Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas
d’inverse.

Ces propriétés font de (R*, x) un groupe.

Enfin x x y = y x x, c’est la commutativité de la multiplication des réels.

e (Q* x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
e (Z,+) est un groupe commutatif. Ici + est 'addition habituelle.

1.

2.

5.

Six,y€Zalorsx+y¢€Z.
Pour tout x, y,z € Z alors x + (y +2) = (x + y) + 2.
0