FEUILLE D’EXERCICES 5 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

GRADIENT — THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

1 Tangentes et plans tangents

Exercice 1 — Tangentes

Soit ¢ la courbe définie par I'équation :

y2—x%(x+1)=0. X

1. Déterminer les points ot les dérivées partielles de f(x,y) = y2 — x?(x + 1) s’annulent simultané-
ment. Est-ce que ces points appartiennent a 6 ? Ces points seront exclus dans la suite de I'exercice.

2. Calculer 'équation de la tangente en un point de ¥.

3. Pour quels points la tangente est-elle horizontale ? Verticale ?

Correction 1 - 1.
of

_(x’J’)=_3x2_2X ﬂ(x’y)zzy
dx oy

Si en (x,y) les deux dérivées partielles s’annulent, alors d’une part 2y = 0 donc y = 0 et d’autre
part —3x2 —2x = —x(3x +2)=0donc x =0 ou x = —%.

Ainsi f admet deux points critiques (0, 0) et (—%, 0).
On a f(0,0) = 0 donc (0,0) € €, par contre f(—%,O) # 0 donc (—2,0) ¢ 6.
2. On fixe (xg, yo) € ¢ \ {(0,0)}. L'équation de la tangente en ce point est :

%, G,
9 (st0sy0)x = x0) + 2L (0, 70)y — y0) = 0.
dx Jy

Pour notre fonction f cela donne :

(—3x§ —2x0)(x —x0) + 2yo(y — ¥0) =0,

ou encore :
(—Sx(z) —2x0)X +2Yyoy + 3x8 + 2x(2) — 2y§ =0.

On peut encore simplifier un peu le terme constant en utilisant la relation f (xg, yy) =0 :
—xo(3x0 +2)x +2ypy + xg =0.

3. Rappelons que I'équation de la tangente en (xg, ¥o) est :

L (0 7o)k =) + 5L (e, 70)y = 70) =0,
x y



Une droite horizontale a une équation du type y = cst, donc la tangente est horizontale si et seule-
ment si %(xo,yo) =0.Or

0 2

—f(x,y)ZO e 3x2—2x=0 < x=0oux=—-.

ox 3
Si xg = 0 alors, comme f(xg,Y,) = 0, on obtient y, = 0, or le point (0,0) est exclu de 'étude
(la tangente n’y est pas bien définie). Si x, = —%, alors f(xg,Yo) = 0 implique yg — 217 =0, donc
Yo = :l:%. Bilan : il y a deux points ou la tangente est horizontale : (—%, —%), (—%, +%).

Une droite verticale a une équation du type x = cst, donc la tangente est verticale si et seulement
si %(xo,yo) =0.0r %(x,y) = 0 si et seulement si y = 0. Si y, = 0 alors la relation f (xg, yo) =0
implique x, = 0 ou x; = —1. On a exclu (0, 0), donc la tangente est verticale & ¢ uniquement au

point (—1,0).

Exercice 2 — Plans tangents

1. Trouver I'équation du plan tangent a la surface d’équation z = sin(rxy)exp(2x?y — 1) au point
(1,3, 1)

2. Trouver 'équation du plan tangent a la surface d’équation z = 4/19 — x2 — y2 au point (1, 3, 3).

3. Trouver les points sur le paraboloide d’équation z = 4x2 + y? o le plan tangent est parallele au
plan d’équation x + 2y +z = 6.

Indications 2 -
Le plan tangent a la surface d’équation z = f (x, y) au point (xq, Yo, f (xg, Yo)) est donné par ’équation :

0 0
z = f(xg,Y0) + 3—f(XO,J’o)(X —Xp) + —f(xo,}’o)(y — Yo)-
x oy

Correction 2 —
On répond a la derniére question.
Le plan tangent a la surface d’équation z = f (x, y) au point (xg, Yo, f (xg, ¥o)) est donné par '’équation :

d d
= f (i, Y0) + S (20, 30) (e = x0)+ 2 (0, 30)0y ~ o)
x y

Ainsi, le plan tangent a la surface d’équation z = 4x2 + y2 au point (x,, yo,2o) a pour équation :

z= (4x§ +J’§) + 8x0(x — x0) + 2y0(y — ¥o)
& 2 =8xpx +2y,y — (4x(2) + yé).
Donc I'équation est :
8xgx +2yoy —2 = 4x§ +y02.

Pour que ce plan soit parallele au plan d’équation x + 2y +z = 6, il faut et il suffit que leurs vecteurs
normaux (8x,2Yy,,—1) et (1,2,1) soient colinéaires. Le facteur de colinéarité est A = —1, donc xg = —1
et yo = —1. Par conséquent, le point recherché sur le paraboloide est le point (—é, —1, % .

Exercice 3 — Y’a comme un probléme
On demande 4 un étudiant de trouver 'équation du plan tangent a la surface d’équation z = x* — y? au
point (2,3, 7). Sa réponse est
z=4x3(x—2)—2y(y —3).
1. Expliquer, sans calcul, pourquoi cela ne peut en aucun cas étre la bonne réponse.
2. Quelle est 'erreur commise par ’étudiant ?

3. Donner la réponse correcte.



Indications 3 -
Ne pas confondre les variables pour I’équation de la surface, les variables pour I'équation de la tangente
en un point, et les coordonnées du point de contact.

Correction 3 — 1. L'équation d’un plan tangent doit étre une équation linéaire en x, y et !
En plus le point (2, 3, 7) ne vérifie pas ’équation proposée.
2. Il a confondu les coordonnées du point de contact et les variables de '’équation du plan.

3. Léquation du plan tangent a la surface f (x,y,z) =k en (xg, ¥o,20) €st :

of of of
E(XO,J’O,ZO)(X —Xxo) + E(XO,J’O,ZO)(J’ —Yo)+ E(XOJ.YO;ZO)(Z —20)=0.

2

Ici f(x,y,2) = x*— y? —z, on vérifie d’abord que f(2,3,7) = 0. Ensuite le plan tangent en (2,3, 7)

a pour équation :
of of
ox oy
— 32(x—2)—6(y—3)—2+7=0
& z=32x—6y —39

af

(2,3,7)(x—2)+ M

(2,3,7)(y—3)+ (2,3,7)(z—=7)=0

On aurait aussi pu considérer que la surface est le graphe de la fonction de deux variable g(x,y) =
x*— y? et appliquer la formule adaptée :

0 b2l
z = g(x0,¥0) + 28 (x0, o) (x —xo) + 28 (x0, Yo)(¥ — ¥o0)-
dx oy

Exercice 4 — Cone
Soit €6 le cone d’équation 22 = x2 + y2. On note Py, le plan tangent au céne 6 en M, € 6 \ {(0,0,0)}.

1. Déterminer un vecteur normal et 'équation du plan tangent &, en un point My(xo, ¥o,%o) du cone
autre que 'origine.

2. Déterminer les autres points du cone ayant le méme plan tangent que &, .

Indications 4 -
Un vecteur normal de la surface d’équation f (x, y,2z) = 0 au point (xg, Yo, 2o) est le vecteur gradient en ce
point.

Correction 4 -
Un vecteur normal de la surface d’équation f (x, y,2z) = 0 au point (x, ¥o,%g) est le vecteur gradient :
af af of
(—(xo,}’o;zo), = (x0, Y0, 20)s _(XO:yO:ZO)) .
dx oy 0z
1. Un vecteur normal du cone % au point (xg, ¥o,20) de 6 \ {(0,0,0)} est le vecteur (xq, yo, —%o) et le
plan tangent au cone ¥ en ce point est donné par 'équation :

xo(x —x0) + Yoy — ¥o) —20(2 —29) =0,

c’est-a-dire :
XoX + YoY —2%0% = x(z) +y§—z§ =0 carMy€%.

2. Pour que M; = (x;,¥,,25) € € \{(0,0,0)} vérifie Py = Pu,, il faut et il suffit que les vecteurs
(%0, Y0, —20) et (xy, ¥y, —2,) soient colinéaires, donc que (x, Yo, 2o) et (x;, ¥, 2,) soient colinéaires.
On en conclut que 'ensemble des points du cone ayant le méme plan tangent que &, est constitué
de la droite (OM,) privée du point O.



2 Approximations — Théoreme des accroissements finis

Exercice 5 — Approximations
Utiliser une approximation affine bien choisie pour calculer une valeur approchée des nombres suivants :

exp[sin(3.16) cos(0.02)], arctan[ v/ 4.03 — 2exp(0.01)], exp[—0.024/4.03].

Indications 5 -
On prend

f(x,y)=-exp[sin(m + x) cos(y)] = exp[—sin(x) cos(y)], (xg,¥0) =(0,0), (h,k)=(0.02,0.02)
flx,y)= arctan[«/4 +x— 2exp(y)], (x9,¥0) = (4,0), (h,k) =(0.03,0.01)
f(x7 .y) = eXP[_xﬁ]; (Xo, yO) = (O) 4)7 (ha k) = (0‘02) 0'03)‘

Correction 5 —
La formule de I'approximation affine a 'ordre 1 (DL1) est :

f(xo+h,yo+k)= f(xp,¥0) +h- %(XO)J’O) +k- %(Xo:}’o)-
1. Pour la premiere approximation on considere 3.16 ~ 1= 4+ 0.02. On considére donc :
f(x,y) =-exp[sin(m+x)cos(y)] = exp[—sin(x)cos(y)], (xg,¥0)=1(0,0), (h,k)=(0.02,0.02).
On calcule :

f(x,y)=-exp[sin(n + x)-cos(y)] = exp[—sin(x)-cos(y)] = f(0,0)=1,

gf (x,y)=—cosx-cosy-exp[—sinx-cosy] = g—f(o, 0)=-1,
x

of —(x,y)=sinx-siny -exp[—sinx-cosy] = %(0, 0)=0.

oy dy

Lapproximation affine de f au voisinage de (0, 0) s’écrit donc
f(h,k)~1—h.

Avec h = k = 0.02 on trouve f(0.02,0.02) ~ 0.98.

2. De méme avec

fle,y)= arctan[«/4 +x— 2exp(y):|, (x0,¥0) =(0,0), (h,k)=1(0.03,0.01).

%_ 1
ax 21 +(vV4+x—2exp(y))2)va+x
af ~2exp(y)

dy 1+(V/a+x—2exp(y))?
etc. d’ou, avec aX(O 0)= 4 et af (0,0)=-2

of af

fO+h0+k)= f(00)+h (00)+k (00)+ =2th—2k+--

Avech = 0.03 et k = 0.01 on trouve, pour arctan[ +/4.03—2 exp(0.01)], la valeur approchée 0.0075—
0.02 =—-0.0125.



flx,y)=exp[—xv/y], (x0,¥%0) =(0,4), (h,k)=1(0.02,0.03)

On trouve :
fO+h,4+k)~1—2-h+0-k.

Exercice 6 - Résistances
Deux résistances R; et R, sont connectées en paralléle. La résistance totale R du circuit est donnée par la

formule
1 1 1

—=—+—.
R R, R,
La résistance R; vaut environ 1; R, vaut environ 2 (en kilo-ohms). Ecrire Papproximation linéaire corres-
pondante, puis donner une valeur approchée de R lorsque Ry = 1.2 et R, = 1.9.

Correction 6 —

Posons 1
Xy
fy)=7—"= —
J—(+y XTy

de sorte que R = f(R,R,). Par exemple, si R; =1 et R, = 2, on trouve R = % ~ 0.666.

On calcule :
a—fx )——y2 et a—fx )——x2
ax Y C(x+y)? dy Y (x4 y)?
Posons (xg, Yo) =(1,2). On a
2 Of 4 af 1
f(x0,¥0) = 3 E(XO:.)/O) = ° et E(XO,J’O) = 9

Lapproximation linéaire de f au voisinage de (x, y,) s’écrit donc

2 4 1
1+h,2+k)~—+—-h+ =k.
£ ) 3 9 9

Avec h=0.2 et k =—0.1, on trouve f(1.2,1.9) ~ 0.744.

Exercice 7 — Théoréme des accroissements finis
Démontrer les résultats suivants énoncés dans le cours.

1. Soit f : U — R une fonction de classe ¢! sur un ouvert convexe U C R? muni de la norme eucli-
dienne. On suppose qu'’il existe k > O tel que

YceU, || grad f(c)|| < k.

Alors
Ya,be U, |f(b)—f(a)| <k|b—a]l.

2. Soit f : U — R une fonction de classe 4! sur un ouvert convexe U C R?. Si grad f(x, y) = (0,0)
pour tout (x,y) € U, alors f est constante sur U.

3. Trouver toutes les fonctions f : R> — R de classe 6 telles que

V(x,y) €R? grad f(x,y) = (3x*+2y,2x —2y).

Indications 7 - 1. Appliquer le théoréme des accroissements finis en une variable a la fonction g(t) =
f((1—t)a+tb).

2. Appliquer la question précédente.



3. Intégrer d’abord %. Attention a la « constante » !

Correction 7—- 1. Considérons g : [0,1] — R définie par :

g(t)=f((1—t)a+tb).

On a g(0) = f(a) et g(1) = f(b). Comme f est € alors f est continue et dérivable. On peut donc
appliquer le théoreme des accroissements finis en une variable a la fonction g. Il existe s € ]0, 1] tel
que :

g(1)—g(0) = g’(s)(1—0).
On a déja dit que g(0) = f(a) et g(1) = f(b).
Calculons g’(t) comme la dérivée d’'une composition. On peut refaire les calculs sur cet exemple ou
bien utiliser la formule plus générale de la dérivée de g(t) = f (x(t), y(t)) :

d o !
=0 +y 0 - <(’;§3) | gradf(X(t),y(t))>

Appliqué a notre exemple et en notant a = (a;,a,), b = (by, by) :
x(OY_ 4 (A —=t)a; +tb, X()\ _(—ar+by\_,
(y(t)) Sl darib= ((1 ~Baytiby)  \y(0) T\ eyt b)) TP

g'(t)=(b—a|gradf((1—t)a+th))

Donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ainsi :

lg'(O)I <llb—all- || grad f || < k[|b—all.
Ainsi I'égalité g(1) — g(0) = g’(s)(1 — 0) implique l'inégalité :
If(0) = f(a)l < kllb—all.

2. Soient a, b deux points de U. Comme U est convexe on a le segment [a, b] contenu dans U. Comme
le gradient est partout nul, on peut choisir k = 0 comme constante dans la formule de la question
précédente, ce qui donne immédiatement :

If (b)—=f(a)l <O.

Et donc f(a) = f(b). Ainsi la valeur de f en deux points quelconque de U est toujours la méme,
c’est exactement dire que f est une fonction constante.

3. Dans la pratique on integre par rapport a une variable, puis par rapport a 'autre, en prenant bien
soin d’expliquer les constantes d’intégration.

Intégrer d’abord %. Comme %(x, y)=3x%+2y alors :

flx,y)=x3+2xy +C(y).

C est une constante pour la variable x, mais peut dépendre de la variable y, c’est donc une fonction
de y.

Repartant de cette expression, ’équation %(x, y)=2x—2y devient :
2x +C'(y) =2x —2y.
Donc C’(y) = —2y d’ott C(y) = —y? +K, ot1 K € R. Conclusion : les solutions cherchées sont de la

forme f(x,y) = x3+2xy —y? +K et on vérifie qu'elles conviennent, quel que soit K € R.

Corrections : Arnaud Bodin, Stephan de Bievre. Relecture : Axel Renard.
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