FEUILLE D’EXERCICES 1 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1 Graphe & co

Exercice 1 — Une fonction de deux variables
Soit f la fonction définie par :

A e

flx,y)=x*—4x%y + 6y>
Calculer f(1,—2).
Calculer f (x, x).
Calculer f (%, ;’—2)
Exprimer f(tx, t?y) en fonction de t et f(x, y).

Montrer que f(x,y) = 0 en exprimant f (x, y) comme somme de deux carrés.
Résoudre f(x,y)=0.

Indications 1 -
Pour la positivité de f : x* —4x2y + 6y2 = (x2 —2y)? + 2y2.

Correction 1 - 1. f(1,—2)=33.

2.

fx,x) =x*—4x3 + 6x2.

1 y)_ 1 4 6y*
3. f(§o3) =y + 5
4.
5

. On reconnait dans x* —4x2y le début du carré développé (x?—2y)2. Ainsi f(x,y) = x*—4x%y +

ftx,t2y) =t*f(x,y).

6y? = (x2—2y)?+ 2y2. Cela prouve f(x,y) = 0 quels que soient x,y € R car la somme de deux
carrés est toujours positive.

. Pour que cette somme de carrés soit égale a 0, chaque terme doit étre nul. Donc d’une part 2y2 = 0

et donc y = 0. D’autre part (x2 —2y)? = 0, mais comme y = 0, alors x = 0. Ainsi, la seule solution
de f(x,y)=0est(x,y)=(0,0).

Exercice 2 - Domaine de définition
Déterminer, puis représenter, le domaine de définition des fonctions suivantes.

1.
2.

3.

FGey) = VXTTyE=4
flx,y)=In(xy+1)

2 o
flx,y) =270

Cfloy)=22

x2+y

4
5. f(x,y)=arcsin(|x| + y)

6.

7. fO6y,2)=Vx+/1-y2+Vz-1

1
f(X, y,z) = 3x—2y+z—1

Indications 2 —
Il faut connaitre 'équation d’un cercle, d’'une droite, d'une parabole, d’'une hyperbole, d’'un plan...
Il peut aussi étre plus facile de déterminer et dessiner les points interdits que les points autorisés.



Correction 2 - 1. f(x,y)=+/x2+y2—4.
1 faut x2 + y2 —4 > 0. On sait que x? + y? —4 = 0 est 'équation du cercle de centre (0,0) et de

rayon 2. Les points (x, y) qui vérifient x2+y2—4 > 0 sont ceux a 'extérieur de ce cercle (y compris
les points du cercle).

Dans les dessins ci-dessous on représente en vert le domaine de définition et en rouge le complé-
mentaire (1a ou la fonction n’est pas définie).
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floy)=vx2+y?—4 fx,y) =In(xy +1) fx,y) = Xm0

2. f(x,y)=In(xy+1).
Il faut xy +1 > 0. On sait que xy + 1 = 0 est '’équation d’'une hyperbole (comme xy = —1, cest le
graphe de la fonction x — y = —}C). La région xy + 1 > 0 est donc délimitée par cette hyperbole;
pour savoir de quel c6té elle est située on teste avec des points particuliers. Par exemple (0, 0) vérifie
bien xy + 1> 0. Donc 2y correspond a la zone entre les branches de I'hyperbole.

2 o
3. flx,y) ="

La seule condition vient du dénominateur qui ne doit pas s’annuler. Mais x2+ y? = 0 si et seulement
si (x,y)=1(0,0). Le domaine de définition est donc le plan privé de l'origine.

4. flx,y)= 5.
Il faut d’une part xy = O c’est-a-dire étre dans le quadrant (x = 0,y = 0) ou le quadrant (x <
0,y < 0) et d’autre part x2 + y # 0, c’est-a-dire ne pas étre sur la parabole d’équation y = —x2.

—x+y=1 x+y=1

—x+y=-1 x+y=-1

Feo) =55
f(x,y)=arcsin(|x| + y)
5. f(x,y)=arcsin(|x| + y).
La fonction u — arcsin(u) est définie pour u € [—1,1].

Casx 2 0. |x|+y€[-1,1] &< —1<x+y < 1. Cela correspond a la bande située entre les deux
droites d’équation x + y =—l et x +y = +1.

Cas x < 0. |x|+y e[-1,1] & —1 < —x+y < 1. Cela correspond a la bande située entre les
deux droites d’équation —x+y=—let—x+y=+1.

6. f(x,¥,2) = =5, 577
Le domaine de définition est 'ensemble des triplets (x, y,z) € R® ne vérifiant pas 'équation 3x —
2y +z—1=0. Il s’agit donc de tous les points de 'espace sauf ceux situés sur ce plan : 9y = R3\ 2.
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Pour dessiner ce plan £ il suffit de trouver trois points lui appartenant, par exemple A(0,0,1),
B(0,1,3) et C(1,0,—2).

CfOGy,2) =X+ /1—y2+ V2 —1.

1l y a trois conditions :

— x 2 0, c’est le demi-espace délimité par le plan x = O et contenant les points d’abscisses positives,
— 1—y2>0, cest-a-dire —1 < y < 1, la zone située entre les plans d’équations y = —1 et y = +1,
— z—120, le demi-espace au-dessus du plan z = 1.

Ces trois conditions doivent étre vérifiées en méme temps, le domaine de définition est donc l'inter-
section des trois régions décrites.

2; ={(x,y,2)€R® | x>0,-1<y <1,z >1}

11 s’agit d’une région ayant la forme d’un parallélépipede infini.

Exercice 3 — Graphe
Représenter le graphe des fonctions suivantes.

1

2
3
4
5

flx,y)=2x—y+3
fle,y)=x%+2y%+1
fle,y)=xlyl

£, ) =In(y —x?)
f(x,y)=sin(x)sin(y)

Indications 3 -
Plusieurs techniques possibles : construire plusieurs points du graphe, reconnaitre la figure géométrique,
tracer des tranches a x constant et y constant, tracer les lignes de niveau.

Correction 3 - 1. f(x,y)=2x—y+3. Cest’équation d’un plan. On le trace en trouvant par exemple

trois points de ce plan.

. f(x,¥) = x%2+2y?+1. Cest un paraboloide elliptique : les tranches & x constant sont des paraboles,

les tranches & y constant aussi. Les lignes de niveau x? +2y?2 + 1 = k sont des ellipses.

. f(x,y) = x|y|. On distingue y = 0 et y < 0. Chaque tranche a x constant est I'union de deux

demi-droites (comme le graphe de la valeur absolue). Chaque tranche a y constant est une droite.
Noter que pour y = 0, le graphe coincide avec celui du paraboloide hyperbolique (la selle de cheval).
f(x,y)=In(y —x?). Cette fonction est définie seulement si y —x? > 0, c’est-a-dire pour les points

strictement au-dessus de la parabole y = x2. Pour les points proches de cette parabole les valeurs
de f tendent vers —oo.

. f(x,y) = sin(x)sin(y). Chaque tranche a x constant ou y constant est une sinusoide. Le graphe

ressemble & une boite a ceufs infinie.

\ ,_,,,_,,,Z.,,,_,,,_,,,_,

flx,y)=2x—y+3 fle,y)=x*+2y*+1



flx,y)=xlyl fx,y)=In(y —x?)
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F(x,y) = sin(x)sin(y)

Exercice 4 — Etude d’une fonction

fle,y)=yx2-2y

1. Déterminer, puis représenter, le domaine de définition de f.
2. Tracer les lignes de niveau (f = k).
3. Tracer l'intersection du graphe de f avec le plan (x = x;). Méme question avec (y = y,)-
4. Représenter le graphe de f.
5. Déterminer I'image de f.
Correction4 - 1. 9y ={(x,y) € R? | x2—2y = 0}. Il s’agit donc de 'ensemble des points situés sous
2

la parabole d’équation y = 3.
WY
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x?
2
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Lignes de niveau

Domaine de définition



2. Pour k < 0, f(x,y) =k n’a pas de solutions et les lignes de niveau sont donc vides. Pour k = 0 fixé,
f(x,y) =k < x?2—2y = k? est '’équation de la parabole y = x; — kz—z C’est la méme parabole
que pour 'ensemble de définition mais translatée vers le bas.

3. Lintersection du graphe de f avec le plan (x = x,) est le graphe de la fonction d’une variable
Yy flxe,y) =4/ x(z) —2y. C’est donc le graphe similaire a celui de la fonction racine carrée, mais
renversé et décalé vers la droite.

Lintersection du graphe de f avec le plan (y = y,) est le graphe de x — f(x,yo) = v/x2—2y,.
Pour x grand, f(x,y,) = vx2 = |x|. On obtient deux asymptotes obliques en +0o.

f(xo,.)’) f(X,yo)

Yy —V2¥o Vv2¥o X

Nlow‘/
L
L

Tranche a x, constant Tranche a y, constant

4. Voici deux points de vue du graphe de f.

3.5
3.0
r2.5
20 Z
1.5
1.0
0.5
0.0

O O R H N N

5. L'image de f est 'ensemble des valeurs possibles prises par f. On a déja dit que ces valeurs devaient
étre positives : Im f C [0,+00o[. Réciproquement si z = 0, alors en posant (x,y) = (2,0) on a
f(x,y)=2. Ainsi Im f = [0, +oo[.

Exercice 5 - Lignes de niveau
Déterminer et représenter la ligne de niveau (f (x, y) = k) dans chacun des cas suivants.

L floy)=(x—y)P k=2
2. f(x,y)=arctan(x +3y), k=7
3. f(x,y)=2x2+y% k=4
4. f(x,y)=x2—y% k=-1



Indications 5 - 1. Deux droites.
2. Une droite.
3. Une ellipse.
4. Une hyperbole.

Correction 5- 1. f(x,y) = (x—y)>
fle,y)=2 < (x—y)?=2 < x—y==%+2.
La ligne de niveau est donc 'union des deux droites paralléles d’équation x —y = +v/2 et x —y =
—v2.
2. f(x,y)=arctan(x + 3y).
flx,y)=% < arctan(x +3y) =7 < x+3y=tan(3) < x+3y=1.
La ligne de niveau est la droite d’équation x + 3y = 1.

(x—y)P=2 arctan(x +3y) = 7

3. fx,y)=2x2+y2
2

2
f,y)=4 < 2x*>+y’=4 = %Jrlz'_z:l_

. . . 2 2 7 . . I4
On sait (ou on devrait savoir) que ;‘—2 + )1:_2 = 1 est ’équation de T’ellipse centrée en (0,0) et de
demi-grand axe a (rayon horizontal) et demi-petit axe b (rayon vertical).

1l s’agit donc ici de I'ellipse ayant pour demi-axes +/2 et 2, centrée a l'origine.

Ellipse ﬁ—i + yb_j =1

4. fx,y)=x*=y>
flx,y)=—1 e x’—y?=—-1 & (x—y)(x+y)=—1.
On sait que XY = k est '’équation d’une hyperbole dont les asymptotes sont les axes X et Y.

Ici il faut faire le changement de repére X = x —y, Y = x + y. Il s’agit donc d’une hyperbole ayant
pour asymptotes les bissectrices (les droites d’équations y = x et y = —x).



Hyperbole XY =1

Exercice 6 — Lignes de niveau
Répondez graphiquement aux questions a I'aide des lignes de niveau de la fonction :

3

x 9 3
JY)=———xy—y +x+=
flx,y) 3 XYYy tx+g

1. Représenter le graphe de la fonction y — f(0,y).
2. Représenter le graphe de la fonction x — f(x,0).

3. Représenter le graphe de f.

Indications 6 —
Considérer les lignes de niveau comme une carte topographique avec des altitudes et essayer de visualiser
la forme du terrain.

Correction 6 —
On remarque que les lignes sont tracées pour des écarts de valeurs de 0.5.

1. Tracer d’abord la droite verticale d’équation (x = 0) sur le graphique. Il s’agit de comprendre com-
ment varie f (0, y) lorsque on se déplace sur cette droite. On part du bas de la droite, la premiére
ligne rencontrée a pour niveau —1 (pour y ~ —1.5) ; puis en remontant sur la droite le niveau monte
jusqu’a atteindre environ 1.5 (autour de y = 0) qui sera le maximum ; puis le niveau redescend jus-
quau niveau —1 (pour y ~1.7).



2. Pour x — f(x,0). On trace la droite horizontale d’équation (y = 0). Sur cette droite, de la gauche
vers la droite, on lit les niveaux de f. Au départ f est plus grande que 2.5, puis diminue, puis
remonte, puis diminue.

3. 1l s’agit donc d’une sorte de selle de cheval avec en plus un maximum local au-dessus du point
(XO’ yO) > (15’ _05)

Exercice 7 - Equation d’état de van der Waals
L'équation d’état de van der Waals relie la température T, la pression P et le volume V d’un fluide (gaz ou
liquide) :

anz
(P + W)(V —nb) =nRT

ou a, b,R sont des constantes et n la quantité de matiére. C’est une amélioration de la loi des gaz parfaits
« PV =nRT ».

1. Exprimer la température comme une fonction de la pression et du volume.

2. Exprimer la pression comme une fonction de la température et du volume.

3. Exprimer ’équation polynomiale dont le volume est solution. Quel est le degré de cette équation ?
Physique. Expliquer pourquoi pour une méme température et une méme pression on peut avoir deux
volumes différents.

Correction 7 —



1. 1l suffit de réarranger I’équation :

2. De méme :

V—nb V2

3. On multiplie 'équation initiale par V2 pour obtenir :
PV3—(Pnb+nRT)V? +an?V —an®b =0

C’est une équation polynomiale de degré 3 d’inconnue V. Ainsi pour une pression P et une tempéra-
ture T fixées, plusieurs solutions sont possibles pour le volume V. D’un point de vue mathématique
il peut y avoir jusqu’a trois solutions V possibles.

Dans la réalité physique il est possible d’avoir deux volumes différents pour un méme couple (pres-
sion, température), une solution correspondant a une phase liquide et I'autre a une phase gazeuse
du méme fluide. Ce sont les conditions de ’expérience et les valeurs antérieures qui déterminent
I'état exact du fluide.

2 Coordonnées polaires

Exercice 8 — Coordonnées polaires
Grace aux coordonnées polaires, tracer la courbe définie implicitement par la relation (x2 + y2)2 = 2xy.

Indications 8 -
Montrer que r = sin(26).

Correction 8 - ,
Onposex =rcosf,y =rsinf avecr =0et €[0,2n[.Onar = 4/x2+ y2. Léquation (x%+y?)2 = 2xy
devient r® = 212 cos O sin 0, ce qui équivaut (si r # 0) a r = 2cos 0 sin 6, c’est-a-dire :

r=sin(20) etr=0.

On a sin(20) positif pour 6 € [0, 5] et 6 € [, 37”]. Par m-périodicité, on étudie d’abord la fonction 6 —
sin(20) sur l'intervalle [0, 5] (figure de gauche).

Ensuite pour chaque 6 € [0, 3], on trace le point de coordonnées polaires [r : 6], (c’est-a-dire le point de
coordonnées cartésiennes (r cos 8, r sin 8)) : on voit que r = sin(26) croit de 0 a 1 sur [0, %], puis décroit
de 1 4 0 sur [%£,0]. On obtient une boucle dans le quadrant supérieur droit (x = 0, y = 0). Enfin, pour
6 € [m,32], on obtient une seconde boucle, symétrique de la premiére par rapport  lorigine (dans le
quadrant x < 0, y < 0).

sin(26)

N3
D

s
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Exercice 9 - Coordonnées de ’espace
1. Déterminer les coordonnées cartésiennes (x, y,2z) d’'un point P en fonction de ses coordonnées cy-
lindriques (r, 0, 2).

Pour x > 0 et ¥y > 0, exprimer les coordonnées cylindriques en fonction des coordonnées carté-
siennes.

>

N
L,
N

2. Les coordonnées sphériques (r, ¢, A) sont la donnée d’une altitude r, d’'une latitude ¢ et d’une
longitude A. Déterminer les coordonnées cartésiennes (x, y,z) d’un point P en fonction de ses co-
ordonnées sphériques (r, ¢, A).

_—
\\
—

Pour x > Q0 et y > 0, exprimer les coordonnées sphériques en fonction des coordonnées cartésiennes.

Méridien d’origine

Equateur
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Correction 9 — 1. On obtient les coordonnées cartésiennes a partir des coordonnées cylindriques par
les formules suivantes :

x = rcos(0)
y = rsin(6)
2 = 2

Les formules inverses sont similaires a celles pour les coordonnées polaires, pour x >0, y = 0 :

F = JE2F2

6 = arctan(y/x)
2 = 2
Onax>0,y>0 < 6¢<[0,7].
2.
x = rcos(p)cos(A)
y = rcos(p)sin(A)
z = rsin(p)

Les formules inverses sont, pour x >0, y =0 :

ro= 3x2+y2+22
¢ = arcsin(2)
A = arctan(y/x)

Onax>0,y=>0 < A€[0,3].

3 Limites

Exercice 10 — Limites
Déterminer les limites lorsqu’elles existent :

L. limy y)5(0,0) 2452

. (x+2y)°
2. lim(y y)(0,0) Sz5y2

3. i In(x+eY)
. lm(x’y)a(l,O)W

. x*+y3—xy
4. My y)0,0) a2

. 1—
5. llm(x’y)ﬁ(o,o)‘ CZ,SZ(XY)

3

6. 1im(x.y)-+(0,0) 77737
. 2,,,2)2

7. limgy ) (0,0 —();2—};/2)

Indications 10 - 1. Réfuter l'existence de la limite a l'aide de I’étude de limite le long de la courbe
y(t) =(¢,0).
2. Utiliser les coordonnées polaires dans le plan.
3. Ce n’est pas une forme indéterminée.

4. Chercher deux courbes dans le domaine de définition qui tendent vers I'origine telles que les limites,
calculées le long de ces courbes, existent mais ont des valeurs distinctes.

5. Utiliser les équivalents : 1 —cosu ~ “2—2 pour u proche de 0.
6. Pas de limite.

7. Pas de limite.

11



Correction 10 - 1. Considérons le chemin y(t) = (t,0), alors f(y(t)) = f(t,0) = % n’a pas de limite
lorsque t — 0 (pensez-bien au cas t > 0 et au cas t < 0). Donc f(x, y) n’a pas non plus de limite
lorsque (x,y) — (0,0).

2. On pose x = rcos@, y = rsinf. Alors f(x,y) = f(rcos@,rsinf) = r(cosd + 2sin6)3. Mais
|cos @ +2sin O] < |cos O] +2|sin0| < 3 d’ou1 |f(x, y)| < 3%r. Lorsque (x,y) — 0 alors r — 0 donc

(x+2y)3 _0
@)—-00) x2+y2

3. lim(y )10y VX2 +y2 =1#0 et lim(, ,),1,0)In(x + &) =In2. Nous sommes en présence d’'une
limite qui n’est pas une forme indéterminée, d’ot1

lim In(x +¢Y)
1 - =
Coy)=(1,0) /x2 + y2
4. On pose v,(t) = (t,0) et v,(t) = (0, t). Comme f(t,0) =1, alors si f(x,y) admettait une limite
en (0,0) ce serait 1. Mais d’autre part f(0,t) =t — 0 (quand t — 0), donc si f(x, y) admettait

une limite en (0, 0) ce serait 0. Par unicité de la limite, la limite ne peut valoir a la fois 0 et 1, donc
f(x,y) n’a pas de limite en (0, 0).

In2.

1y 1.2
27y YaX

5. Lorsque (x,y) — (0,0) on a xy — 0. Donc 1 —cos(xy) ~ %(xy)z. Ainsi f(x,y) ~
Donc lim(x,y)_(o,o)f(x, y) =0.

6. On pose v;(t) = (t,0) et y5(t) = (t,t) et on prouve comme précédemment que f(x,y) n’a pas de
limite en (0, 0).

7. f n’est pas définie sur les droites d’équations (y = x) et (y = —x). C’est en prenant une courbe
tangente a 'une de ces droites que ’on montre que f(x, y) n’a pas de limite en (0, 0). Tout d’abord
pour y,(t) = (t,0) on a f(t,0) = t? donc si une limite de f(x,y) existait cela devrait étre O.
Mais pour y,(t) = (x(t),_y(t)) = (t,t + t*) (disons avec t > 0), on a (x% + y?)? ~ 4t*, mais
x2—y?2 =t2—(t +t*)? = —2t> — t8 ~ —2t°. Donc sur le chemin y,, f(t,t + t*) ~ —% qui a pour
limite —oo (lorsque t — 0™). Bilan : f(x, y) n’a pas de limite en (0, 0).

Exercice 11 — Double limite
Soit f: R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par

x2y?
f(x:y) - xzyz +(x_y)2‘
Montrer que
lim lim f(x,y)=0 et lim lim f(x,y)=0
x—0 y—0 y—0 x—0

mais que lim(, ,)_,,0)f (X, y) nexiste pas.
Indications 11 -
Diviser le numérateur et le dénominateur par x2 (resp. y?) pour déterminer lim,_, f (x,y) (resp. lim, o f (x, ).

Montrer que, calculée le long d’une autre courbe convenable, lim,_,, f (x(t), y(t)) existe et ne vaut pas zéro.

Correction 11 -
Fixons x # 0 :

=0

2 lim 2
. . y y—>0y 0
1 == l = —_ —
yli%f(x’y) ylg(lJ Y2+(1=y/x)? lim_,y2+(1—y/x)? 1

Ainsi lim,_,o lim,_, f(x,y) = 0. Supposons que f(x,y) admette une limite £ lorsque (x,y) — (0,0),
alors nécessairement on a £ = 0.
De méme pour y # 0 fixé lim,_,, f (x,y) = 0. D’'ou lim,_,, lim,_,o f(x,y) =0.

12



D’autre part, en posant x(t) =t et y(t) =t,ona f(x(t),y(t)) = E—j =1 dot lim,_q f (x(¢t),y(t)) = 1. Si
f(x,y) admettait une limite lorsque (x, y) — (0,0), alors nécessairement cette limite vaudrait 1. Mais si
elle existe, la limite est unique et ne peut donc pas valoir O et 1. Conclusion : la limite de f(x, y) lorsque

(x,y) — (0,0) n’existe pas.

4 Fonctions continues

Exercice 12 - Prolongement par continuité
Etudier la continuité sur R? des fonctions suivantes :

1.

X2y .
Foey)= { dpr s #(0,0)
sinon.
2.
LY si(x,) #(0,0)
f(x,y)={ wiays ST
0 sinon.
3.
AN £(0,0)
fl,y)=1{ @08 si(x,y) # (0,
0 sinon.
4.,
2 s X .
_J y“sing siy #0
Floy)= { 0 sinon.
5.
( )= xearctan% six 7& 0
floy)= 0 sinon.
6.
(x+y)* . 7& 0.0
f(X,y)I x4+y4 S1 (X,}’) ( > )
1 sinon.
: 1 i (x,y) #(0,0)
f(x,y) — { X2+y2 ’..y >
0 sinon.

Indications 12 -

Prenons 'exemple de la premiére fonction : sur R?\{(0, 0)} la fonction est continue comme somme, produit,
quotient de fonctions continues. Elle est continue en (0, 0) si et seulement la limite de f(x,y), lorsque
(x,¥)—(0,0) est £(0,0). Ainsi décider si f est continue a I'origine revient a un calcul de limite.

Correction 12 —

Toutes les fonctions sont continues la ol elles sont définies par leur expression générale, comme sommes,
produits, quotients et compositions de fonctions continues. Il reste a étudier la continuité la ot la fonction

est définie « a la main ».

1. ATaide des coordonnées polaires, on voit facilement que f(x, y) — 0 en (0,0). Or f(0,0) = 0 donc
f(x,y) — f(0,0) lorsque (x,y) — (0,0). Ce qui est exactement la définition de f continue en

(0,0).

Bilan : f est continue sur R \ {(0,0)} et en (0, 0), donc f est continue sur R?.

2. On remarque que x* + y® > x* donc [f(x,y)| < ’ = ‘

xty

|y|. Comme |y| — 0, alors f(x,y) —

£(0,0) =0 lorsque (x,y) — (0,0) et f est continue a 'origine.

3. Soit y(t) = (t2,t) (avec t > 0) alors f(t2,t) =
Ainsi f (x, y) ne peut pas tendre f(0,0) = 0. Donc f n’est pas continue a l'origine.
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~ 1 qui tend vers +oo lorsque ¢t — 0.



4. Pour y # 0, |f(x,y)| < y2. Donc lorsque (x,y) — (x,0), on a f(x,y) — 0. Donc f est continue
en tout point de la forme (x,,0). Ainsi f est continue sur R

/2 /2

5. On sait que | arctan(u)| < %, donc @ < ¢
(x,¥) — (0, yp). Ainsi f est continue sur R2.

20?
2t4

est bornée. Ainsi |f (x,y)| < |x|e™* — 0 lorsque

6. Pour y(t) = (t,t) on trouve f(t,t) =
f n’est pas continue en (0, 0).

= 8 qui ne tend pas vers f(0,0) =1 lorsque t — 0. Donc

7. On sait e —1 ~ u, donc f(x,y) ~ #yyz qui n’a pas de limite en (0,0). Donc f n’est pas continue
en (0,0).

Exercice 13 — Une relation a itérer
Trouver les fonctions f continues sur R? telles que :

Vo, y)eR*  f(x,y)=f(x+y,x—¥).

Indications 13 -
Montrer que f(x,y) = f(2x,2y) et itérer encore. Utiliser la continuité en (0, 0) afin de montrer que f est
une fonction constante.

Correction 13 -
Remarquons d’abord qu’en appliquant deux fois la relation on obtient :

fl,y)=f(x+y,x—y)=f(2x,2y).

Ainsi par récurrence on prouve que f(x,y) = f(2"x,2"y) quel que soit n € N*. En changeant x en x/2"

et y en y/2", cette égalité devient :
x Yy

feen=f(5%):
Notons ¢ = f(0,0). Nous allons prouver que la fonction f est nécessairement la fonction constante égale
a c. Fixons (x, y) € R? et notons u,, = (2%, Zy—n) une suite de points de R? définie pour n = 1. Il est clair que
u, tend vers (0, 0) lorsque n tend vers +00 (souvenez-vous que x et y sont fixés). Comme f est continue
en (0,0) et que u, — (0,0) alors f(u,) — f(0,0) =c (lorsque n — +00).
Mais on a vu que f (u,,) = f(x, y) quel que soit n = 1, donc la suite (f (u,)),>1 est la suite constante égale
a f(x,y) et tend vers c. Ainsi f (x, y) = c. Ce raisonnement est vrai quel que soit (x, y) € R? et donc f est
une fonction constante. Réciproquement une fonction constante vérifie bien la relation de ’énoncé.

Exercice 14 - R? est homéomorphe a un disque ouvert
Soit || - || une norme de R? et D = {x € R?/ ||x|| < 1} le disque unité ouvert. Montrer que

f: R? — D
x
1+ [lx]l

est un homéomorphisme.
Vous devrez donc montrer que : (a) f est bien définie, (b) est continue, (c) est bijective, (d) de bijection
réciproque également continue.

Correction 14 -

llx1l llxl+1 _
T+flxll = fixf+1

— Siy =0, pouerE,f(x)=y<:>mx=0(:)x=O. Remarque : on note 0 = Og2 = (0, 0).
Soit alors y € D \ {0}. Pour x € E,
fO)=y=>x=0+]|x])y=>ILeR/x=Ay.

<

— Pour tout x € E, ||f (x)|| = 1. Donc f est bien une application de E dans D.
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Donc un éventuel antécédent de y est nécessairement de la forme Ay, A € R. Réciproquement, pour
_ 2
AER, f(Ay) = Y et donc

fAy)=y =1 A=1+A[llyll

@—
L+ (ALl
S Az20et(1—lylDA=1)ou(A<0et(1+]ylDA=1)

1 . .
= 1—”” (car ||y]| < 1 et le second cas est exclu pour des raisons de signe).
— Iy
Dans tous les cas, y admet un antécédent par f et un seul a savoir x = m y. Ainsi,
f est bijective et Yx € D, f1(x) = mx.
— On sait que l'application x > ||x|| est continue sur R2. Donc I'application x — m

sur R? en tant qu'inverse d’une fonction continue sur R? & valeurs dans R, ne s'annulant pas sur
R2. Lapplication x — m est continue sur D pour les mémes raisons. Donc les applications f et

est continue

f~! sont continues sur R? et D respectivement. Ainsi on a montré que 'application f est bien un
homéomorphisme.

Corrections : Arnaud Bodin. Relecture : Axel Renard.
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