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Fonctions de plusieurs variables

1. Introduction

En premiére année, vous avez étudié les fonctions d’une variable : par exemple, si t — f(t) représente
I’évolution d’une population en fonction du temps, vous savez déterminer ses caractéristiques (croissance,
maximum, limite...). Mais de nombreux phénomenes dépendent de plusieurs parametres : par exemple, le
volume d’un gaz dépend de la température et de la pression, ou bien I'altitude d’un point a la surface de la
Terre dépend de la latitude et de la longitude. Le but de ce cours est de faire le méme travail que pour les
fonctions d’'une variable : étudier la croissance, les maximums, les limites... Bien s{ir, la situation est plus
délicate, mais aussi plus intéressante, du fait qu’il y a plusieurs variables !

A A

1.1. Que sont les fonctions de plusieurs variables ?
Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de plusieurs variables dans le cadre particulier de R? ou
R3, mais également dans le cadre général de R". Ces fonctions seront donc de la forme
f:ECR" >R,
ou n > 1 est un entier naturel.

Autrement dit, les éléments de 'ensemble de départ E seront des n-uplets du type (xq,...,x,) que 'on peut
considérer comme des vecteurs, et les éléments de ’ensemble d’arrivée seront des réels.

Exemple 1.

1. n=1.f:I CR—R: cest le cas le plus simple, x — f(x), celui qui est connu depuis le lycée. Voici les
graphes des fonctions x — x - cos(x) et x — arccos(x) :
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x - cos(x)

f(x)

2. n=2. f : Ec R? — R. On préfére noter les variables par (x, y) (au lieu de (x;, x,)). Ces fonctions
(x,¥) — f(x,y) seront notre principal 5112jet d’étude et sont représentées par des surfaces. A gauche, le
graphe de la fonction (x, y) — sin(y)e™™ . A droite, le graphe de la fonction (x, y) — sin(xy).

0.75
0.50
0.25
0.00 ¢
-0.25
-0.50
-0.75

Des que n > 2, il est assez difficile d’avoir une vision graphique.

Nous allons aussi étudier des fonctions, dites fonctions vectorielles, dont 'ensemble d’arrivée n’est pas R,

mais RP, donc de la forme

f:ECR">RP,

oun >1etp > 1 sont des entiers naturels.

Dans ce cas, si x = (xq,...,X,) est un vecteur de R", alors f(x) est un vecteur de R?, du type f(x) =
(f1(x15- 5%, -+, fp (X1, .-+, X5)). Attention, dans la suite, x désignera parfois le vecteur x = (xq, ..., x,)
et parfois x désignera un seul réel (comme par exemple pour une fonction de deux variables f (x, y)).

Exemple 2.

1. n=1,p=2. f : I € R — R? est représentée par une courbe paramétrée du plan.

Exemple : la fonction f : R — R? définie par t — (sin(2t),sin(3t)). Cela correspond a la courbe
paramétrée définie par x(t) = sin(2t) et y(t) = sin(3t).
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On peut interpréter le dessin comme I'ensemble des positions (x(t), y(t)) € R? que prend une particule
dans le plan en fonction du temps t € R.

2.n=1,p=3.f:1CR — R3 est représentée par une courbe paramétrée de 'espace. Exemple : la
fonction f : R — R définie par t — (cost,sint, t). Cela correspond au mouvement dans I'espace d’une
particule (x(t), y(t),z(t)), qui ici parcourt une hélice.

axe z

3. n=2,p=3.f:ECR?—R3: elles sont représentées par exemple par des surfaces paramétrées.

Voici I'exemple de la fonction

(u,v) —» ((2 +sinv)cosu, (2 + sinv)sinu, u + cos v).

Chaque parametre (u,v) € R? correspond a un point (x(u,v), y(u, v),z(u,v)) € R? de la surface hélicoi-
dale.
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axe z

a)re* -1

4. n=2,p=2. f : ECR?— R?: elles sont représentées par exemple par des champs de vecteurs. A
chaque point du plan (x, y) on associe le vecteur ¥ = f (x, y). (Sur la figure ci-dessous, seuls certains
vecteurs sont représentés.)
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Dans ce chapitre, nous étudions surtout les fonctions f : R"™ — R, et plus particulierement les fonctions
f:R?> = Rou f : R® - R. Nous reviendrons plus tard sur les fonctions vectorielles f : R" — RP.

1.2. Topologie de R" (rappels/compléments)

Voici quelques rappels de topologie dans I'espace vectoriel R".
e Le usuel de x = (xq,...,x,) ety =(¥1,...,¥,), noté (x | y) (ou bien parfois x - y), est
défini par
(xly)=x1y1+-+xYn-
e La sur R" est la norme associée a ce produit scalaire. Pour x € R", la norme
euclidienne de x, notée ||x||, est définie par

Ixll = /(x [x) = y/x2 4+ x2.

e La entre le point A= (a,...,a,) et le point M = (x,...,x,) est

”M _A” = \/(Xl _al)z +o 4+ (xn _an)z-
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e La de centre A= (ay,...,a,) € R" et de rayon r > 0, notée B,.(A), est 'ensemble suivant :
B,(A)={M eR"[||[M —All <r}.

» Soient U une partie de R" et A€ U. On dit que U est un de A si U contient une boule ouverte
centrée en A.

e On dit que U est un de R" si, pour tout point A € U, U contient une boule ouverte centrée en A.
Dans le cas de R?, on note plutot les coordonnées d’un point par (x, y). Alors :

« (L)X y))=xx"+yy’

« G = vx2+ y2

o B.(x0,¥0) ={(x,¥) € R?| (x —x0)® + (¥ — ¥0)* < r?} (on parle de plutot que de boule).
De gauche a droite : la norme euclidienne, un disque ouvert, un ouvert U.

g 4
Br(XO: yO)

- ~

1 r 3 P
2
(x,y) ; ./1 2 I NU

.
||(x’y “ (XO:yO) /' e “AY s

___________

(0,0)

Exemples :
« tout rectangle ouvert ]a, b[x]c,d[ est un ouvert de R? (2 droite sur la figure),
« tout disque ouvert de R? est un ouvert de R? (& gauche sur la figure).

2
o N di-- - m==--==mmmmmmmy
F EE |
a b X
2. Graphe
2.1. Fonctions
Définition 1.
Soit E une partie de R". Une f : E — R associe a tout (xq,...,Xx,) de E un seul nombre réel
f(xls'--7xn)'
Exemple 3.

1. Distance d’'un point a l'origine en fonction de ses coordonnées :
f: R — R

(x,y) — /x2+4+y2,
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2. Aire d’'un rectangle en fonction de sa longueur et sa largeur :
f : R — R
(x,y) — xy.
3. Aire d’un parallélépipede en fonction de ses trois dimensions :
f: R — R
(x,y,2) — 2(xy+yz+xz).
Définition 2.
Si on nous donne d’abord une expression pour f(xi,...,X,), alors le de f est

le plus grand sous-ensemble Dy C R" tel que, pour chaque (x,...,X,) de Dy, f(xy,...,x,) soit bien
définie. La fonction est alors f : D — R.

Exemple 4.

1. f(x,y)=In(1+x+y)
Il faut que 1 + x + y soit strictement positif, afin de pouvoir calculer son logarithme. Donc :

sz{(x,y)€R2|1+x+y>O}

Pour tracer cet ensemble, on trace d’abord la droite d’équation 1 + x + y = 0. On détermine ensuite de
quel c6té de la droite est 'ensemble 1+ x + y > 0. Ici, c’est au-dessus de la droite.

— xty
2. flx,y)=exp(52)
Le dénominateur ne doit pas s’annuler :
Dy ={(x,y) €R?* | x*—y #0}
Les points de I'ensemble de définition sont tous les points du plan qui ne sont pas sur la parabole
d’équation (y = x?).

Y

_ 1
3. f(x,y,2)= Wervems

L'expression sous la racine doit étre positive (pour pouvoir prendre la racine carrée) et ne doit pas
s’annuler (pour pouvoir prendre l'inverse). Donc :

Dy = {(x,y,z)€R3 | x2 4+ y2+22> 2}
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Autrement dit, ce sont tous les points en dehors de la boule fermée centrée en (0,0, 0) et de rayon /2.

y
X
Z

Définition 3.

L d’une fonction f : E — R est 'ensemble des valeurs f (x,..., X,) prises par f lorsque (x,...,X,)
parcourt E :

Imf = {f(xl,...,xn) | (x1,...,%,) EE} cR
Exemple 5.

1. f(x,y)=In(1+x+y)
L'image de f est R tout entier : Im f =R.
Preuve : soit z € R. Alors, pour (x,y) = (¢*,—1) € D, on a
fle,y)=f(e*,—1) =In(e*) ==z.
Donc tout z € R est dans I'image de f.
2. flx,y)=exp(52)
Im f =10, +oo[.
Preuve : On a bien stir f(x,y) > 0 pour tout (x, y) € Dy. Réciproquement, soit z € ]0,+00[. Siz # 1
alors, pour (x,y) = (é, 0)€Ds,ona

1

e, y)=f(55,0)= exp(( 1;1_2)2) =exp(Inz) = z.
Inz
Siz =1 alors, pour (x,y) =(1,—1) € Ds,on a f(x,y) = f(1,—1) = exp(0) = 1.
1

W X24y24+22-2

3. Pour f(x,y,2) = ,onalmf = ]0,4+00[. A vous de faire la preuve!

Définition 4.
Soit E une partie de R". Une f 1 E = RP associe a tout (xq,...,x,) de E un p-uplet
de nombres réels. On la note
f : R" — RP
x = (160, £200),-. ., £, ()

Nous nous limiterons souvent aux dimensions inférieures ou égales a 3 pour n et p, la généralisation aux
dimensions supérieures ne posant pas de probléme particulier, sauf pour faire des dessins. Voici quelques
exemples simples.

Exemple 6.
1. Aire et volume d’un parallélépipede rectangle en fonction de ses trois dimensions :
f R3 — R2?
(x,y,2) — (2(xy + yz + x2), xyz).
2. Coordonnées polaires d’un point du plan :
f : Ryx[0,2n] — R?
(r,0) —— (rcos@,rsin0).
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2.2. Graphe et lignes de niveau

Définition 5.
Soit f : D; C R* — R une fonction de 2 variables. Le 9 de f est le sous-ensemble de R* formé
des points de coordonnées (x, y, f (x, y)) avec (x, y) dans 'ensemble de définition. Le graphe est donc :

Y = {(x,y,z) eR®|(x,y) €Dsetz =f(x,y)}.

Représenter graphiquement le graphe n’est possible que pour les fonctions d’une seule variable ou de deux
variables. Pour les fonctions d’'une variable f : Dy C R — R, on rappelle que le graphe est
Y = {(x,y)€R2 | x €Dfety =f(x)}.

Dans le cas d’une variable (a gauche), le graphe est une courbe; dans le cas de deux variables qui nous
intéresse ici, c’est une surface.

f(x) ***** f(x,y) ______ (x:y’f(X,J’))

(x,¥)
X

Afin de tracer le graphe d’une fonction de deux variables, on découpe la surface en morceaux.

Tranches.
Une premiéere fagon de faire : tracer, pour quelques valeurs de a et b, les graphes des fonctions partielles

fizx—=f(x,b) et fory—fla,y)
La premiere représente l'intersection du graphe % avec le plan (y = b) (en orange) et la seconde représente
I'intersection du graphe avec le plan (x = a) (en vert).

Lignes de niveau.
On va aussi s’intéresser a d’autres courbes tracées sur la surface : les courbes de niveau.

Définition 6.
Soit f : Dy C R* — R une fonction de deux variables.
e lLa z=c€&€Rest

Lo={(x,y)€Ds | f(x,y)=c}.
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e La z = c est la trace de % dans le plan (z =¢) :

%fﬂ(z=c)={(x,y,c)€]R3 |f(x,y)=c}.

La ligne de niveau c est une courbe du plan R?, la courbe de niveau c est une courbe de I'espace R3. On
obtient la courbe de niveau c en partant de la ligne de niveau c et en remontant a 'altitude c.

Exemple 7.
Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x2+ y2.
» Sic <0, laligne de niveau L, est vide (aucun point n’a d’altitude négative).
e Sic =0, laligne de niveau L, se réduit a {(0,0)}.
e Sic > 0, laligne de niveau L. est le cercle du plan de centre (0,0) et de rayon 4/c. On remonte L, &
Ialtitude z = ¢ : la courbe de niveau est alors le cercle horizontal de I'espace de centre (0, 0,c) et de

rayon 4/c.
Le graphe est alors une superposition de cercles horizontaux de I'espace de centre (0,0, c) et de rayon 4/c
avec c > 0.

Ci-dessous : (a) le graphe, appelé paraboloide de révolution, (b) 5 courbes de niveau, (¢) 10 courbes de

niveau, (d) des lignes de niveau dans le plan.

—t—

H N W os U oo u
axez

H N W os U oo u
axez

2.0

151

w

1.0

o

"t

0.5

n

H N W oa n oo ou o
axez
o
o

»‘a
b
=
4
=
o
|
=
:
o
o
o
B
©
uo
=)
B
o
o
I I
Lo
w o

T T T T T
-2 -1 0 1 2

Exemple 8.
Sur une carte topographique, les lignes de niveau représentent les courbes ayant la méme altitude.
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« Ici, une carte Open Street Map avec, au centre, le mont Gerbier-de-Jonc (source de la Loire, 1551 m).

e Les lignes de niveau correspondent a des altitudes par cran de 10 m (par exemple, pour ¢ = 1400,
¢ =1410, c = 1420...).

» Lorsque les lignes de niveau sont trés espacées, le terrain est plutot plat; lorsque les lignes sont rappro-
chées, le terrain est pentu.

o Par définition, si on se proméne en suivant une ligne de niveau, on reste toujours a la méme altitude !

Exemple 9.
Limage qui a servi lors de l'introduction est le graphe et les lignes de niveau de la fonction f : R> - R
définie par

: 2 3 2 1— 2
(X,}’)'—)Z=M+(xz+5yz)‘w avec 1 =4/x2+y2,
E+r

2.0

151

1.0 1

0.5 4

0.0

axe z

—-0.5

-1.04

~1.54

-2.0

Surfaces de niveau.
Pour les fonctions de 3 variables, le graphe étant dans R, on ne peut le dessiner. La notion analogue a la
ligne de niveau est celle de surface de niveau, donnée par 'équation f(x, y,z) =c.
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Exemple 10.

f(x,y,2) = x?+ y? + 2. Les surfaces de niveau sont données par I'équation x? + y2 + 22 = c. Pour ¢ > 0,
ces surfaces sont des spheres, centrées a l'origine et de rayon +/c. Voici ces surfaces pour ¢ = 1,3, 5. Elles
ont été découpées pour laisser entrevoir les surfaces des différents niveaux.

O

2.3. Exemples de surfaces quadratiques

Ce sont des exemples a connaitre, car ils seront fondamentaux pour la suite du cours.

Exemple 11.

2 2
_x .Y
flx,y)= PPy
» Les tranches sont des paraboles.
» Les lignes de niveau sont des ellipses.

» Le graphe est donc un paraboloide elliptique.

Ci-dessous : (a) la surface, (b) des tranches avec x constant, (c) des tranches avec y constant, (d) des
courbes de niveau, (e) des lignes de niveau dans le plan.

axe z
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Exemple 12.

104

0.5 4

0.0+

—1.0 A

—1.5

axe z

2. GRAPHE

w
axe z

flx,y)=x?

o Les tranches (a y constant) sont des paraboles.
 Les lignes de niveau sont des paires de droites.

 Le graphe est donc un cylindre parabolique.

-20_15_ %Y ey
10-05 09 55 |0 _&&B o
axe x 015 54 -7
: :
1 2

12

Ci-dessous : (a) la surface, (b) des tranches avec x constant, (c) des tranches avec y constant, (d) des
courbes de niveau, (e) des lignes de niveau dans le plan.

Z axe
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Exemple 13.

flo,y)=x>—y?

Les tranches sont des paraboles.

Les lignes de niveau sont des hyperboles.

o Le graphe est donc un , que l'on appelle aussi la .

Un autre nom pour cette surface est un (du nom d’un col de montagne). En effet, le point (0, 0, 0)
est le point de passage le moins haut pour passer d’'un versant a 'autre de la montagne.

Ci-dessous : (a) la surface, (b) des tranches avec x constant, (¢) des tranches avec y constant, (d) des
courbes de niveau, (e) des lignes de niveau dans le plan (en pointillé les lignes de niveau négatif).

Z axe
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Z axe
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Mini-exercices.

1. Déterminer et dessiner le domaine de définition de la fonction définie par f(x, y) = In(xy). Méme
question avec g(x,y) = +/2x —y2+1eth(x,y,z) = % + % + %
2. Déterminer l'image des fonctions de la question précédente.

3. Soit f(x,y) = xy. Dessiner le graphe de f, les tranches et les lignes de niveau. Quelle surface

reconnaissez-vous ? Vous pouvez vous aider d’un ordinateur. Mémes questions avec g(x, y) = —x2—y?2.

3. Limites

Les notions de limite et de continuité des fonctions d’une seule variable se généralisent en plusieurs variables
sans complexité supplémentaire : il suffit de remplacer la valeur absolue par la norme euclidienne.

3.1. Définition

Soit f une fonction f : E C R" — R définie au voisinage de x, € R", sauf peut-étre en x.
Définition 7.
La fonction f admet pour le nombre réel £ lorsque x tend vers x si :

Ye>0 36>0 Vx €E 0<|lx—x0ll <6 = |f(x)—{L| <€

On écrit alors

limf =4 ou lim f(x)=/¢ ou flx) — L.
Xq X—Xq X—Xq
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On définirait de méme lim, ,, f(x)=+oo par:
VA>0 36>0 VxeE 0<|lx—xpll <6 = |f(x)|>A

Remarque.

» La notion de limite ne dépend pas ici des normes utilisées.
o Si elle existe, la limite est unique.

Exemple 14.
Soit f la fonction définie par f (x,y) = x2 + y sin(x + y2).

1. Montrer que f(x,y) tend vers 0 lorsque (x,y) — (0,0).

2. Trouver un ouvert U contenant l'origine tel que, pour tout (x, y) € U, on ait |f (x, y)| < ﬁ.

Solution.

1. On majore |f (x, y)| en utilisant I'inégalité triangulaire et |sin(t)| <1 :
|f(x,y)| = |x2 + y sin(x +y2)| <x?+ |y|| sin(x +y2)| <x2+1y|

Fixons 0 < € < 1. Fixons a = \/get b = 3. Alors, pour x € ]—a,af, onax?< 5 et,pour y € ]—b, b,
onaly| < 5.Pour (x,y) €]—a,a[x]—b,b[, on adonc

€ €
D <P+ yl< -+ - =e.
Floy)| <x?+lyl<g+5=e

Une valeur § qui convient est donc § = 5. En effet, si [|(x, y)|| < & alors [x| < § = 5 < \/get lyl<é=5
donc |f (x,y)| < €. Conclusion : f admet pour limite 0 lorsque (x, y) tend vers (0, 0).
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b=
2
0]
F——
X
a=,/5
1 1 1
2. Pour € = y55,0naa = 55 €t b = 555. Pour chaque (x,y) de l'ouvert ] —a,a[x]—b,b[, on a
1

If (G, )1 < 155

3.2. Opérations sur les limites

Pour calculer les limites, on ne recourt que rarement a cette définition. On utilise plutot les théoremes
généraux : opérations sur les limites et encadrement. Ce sont les mémes énoncés que pour les fonctions
d’une variable : il n’y a aucune difficulté ni nouveauté.

Proposition 1 (Opérations sur les limites).
Soient f, g : R™ — R définies au voisinage de x, € R" et telles que f et g admettent des limites en x. Alors :

lim(f +g)=1limf +1limg lim(f -g)=Ilimf xlimg
Xo Xo Xo Xo Xo Xo
Et si g ne s‘annule pas dans un voisinage de x :
! 1 . f limy f
lim— = lim = -
X g lim, g x g lim, g
Remarque.
 Les résultats ci-dessus sont aussi valables pour des limites infinies avec les conventions usuelles :
1 1
{+o00=+400, [—0O0=—00, — =400, —=—00, —— =0,
0+ 0~ +o0

{ x 00 =00 (f#0), 0o x 00 = 00 (avec régle de multiplication des signes).
.y . 0 oo
e Les formes indéterminées sont : +00 — 00, 6’ —,0x 00,, ooo, 1°° et 0°.
00

La composition est aussi souvent utile :
* soit f : R" — R une fonction de plusieurs variables, telle que lim,_,, f(x)=¢,
« soit g : R — R une fonction d’une seule variable, telle que lim,_,, g(t) = ¢/,
« alors la fonction de plusieurs variables g o f : R" — R définie par (g o f)(x) = g( f (x)) vérifie
lim,,, (gof)(x)= 0.
Application : grace a I'exemple 14, et comme e’ — 1 lorsque t — 0, on en déduit :
ex2+y sin(x+y?)

é 1
(x,)—(0,0)

Il existe aussi un théoréme « des gendarmes ».

Théoréme 1 (Théoréme d’encadrement).
Soient f,g,h : R" — R trois fonctions définies dans un voisinage U de x, € R™
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e Si, pour tout x € U, on a f(x) < h(x) < g(x),
o etsilim, f=lim, g=1{,
alors h admet une limite au point xq et limh = {.
Xo

Exemple 15.
Soit h définie par h(x, y) = cos(x + y2)(x? + y sin(x + y2)). On majore la valeur absolue du cosinus par 1 :

|h(x,y)| < |x2 + y sin(x +y2)|.

On a vu lors de I'exemple 14 que la fonction définie par f (x,y) = x2 + y sin(x + y?) tend vers 0 en (0,0).
Donc, par le théoréme des gendarmes, h(x, y) tend aussi vers 0 lorsque (x, y) tend vers (0, 0).

3.3. Limite le long d’un chemin

L'unicité de la limite implique que, quelle que soit la facon dont on arrive au point x,, la valeur limite est
toujours la méme.

Proposition 2.
Soit f : R™ — R une fonction définie au voisinage de x, € R", sauf peut-étre en x,.

1. Si f admet une limite { au point x,, alors la restriction de f a toute courbe passant par x, admet une
limite en x et cette limite est .

2. Par contraposée, si les restrictions de f a deux courbes passant par x, ont des limites différentes au point
Xq, alors f n’admet pas de limite au point x,.

Détaillons dans les cas des fonctions de deux variables :
« Une courbe passant par le point (xg, ) € R? est une fonction continue y : R — R?, t — (x(t), y(t)),

telle que y(0) = (xo, yo)-
 La restriction de f le long de y est la fonction d’une variable f oy : t — f (x(t), y(t)).
 Si f a pour limite £ en (x,, o) alors la premiére partie de la proposition affirme que f (x(t), y(t)) v L.
t—

Ay

(1)

(x0,¥0) = 7(0)

Exemple 16.
Soit f : R?> — R définie par
X .
fl,y)=—2—si(x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.
x2+y
La fonction f admet-elle une limite en (0, 0)?

Solution.
 Sion prend le chemin y4(t) = (t,0), alors (f oy;,)(t) = f(t,0) = 0. Donc, lorsque t — 0, (f oy;)(t) — O.
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« Si on prend le chemin y,(t) = (¢, t), alors (f o y5)(t) = f(¢t,t) = % = % Dong, lorsque t — 0,
(forad(t) — %
Ci-dessous, sur la figure de gauche, les deux chemins du plan; sur les deux figures de droite, deux vues
différentes des valeurs prises par f le long de ces chemins.

LY
72(t)

71(t)
(0,00 X

« Si f admettait une limite £ alors, quel que soit le chemin y(t) tel que y(t) — (0,0) lorsque t — 0, on
aurait (f oy)(t) = £. On auraitdonc £ =0 et £ = %, ce qui contredirait 'unicité de la limite. Ainsi, f n’a
pas de limite en (0, 0).

Une autre formulation possible :

Si f :R" — R a pour limite { en x, € R" alors, pour toute suite (u,) d’éléments de R" telle que u,, — x,
on a f(u,) — £. Pour les fonctions de deux variables, cela s’écrit ainsi : si f a pour limite £ en (a, b) alors,
pour toute suite (a,, b,,) — (a,b), ona f(a,, b,) — £.

3.4. Fonctions continues

Définition 8.

1. f:ECR" > Rest € Esi lim f(x)= f(xp).
X—Xg
2. f est si elle est continue en tout point de E.

Par les propriétés des limites, si f et g sont deux fonctions continues en x, alors :
« la fonction f + g est continue en X,
« de méme f g et f/g (avec g(x) # O sur un voisinage de x) sont continues en X,
» sih:R — R est continue, alors h o f est continue en xg.

Exemple 17.

« Les applications définies par (x,y) — x +y, (x,y) — xy, puis toutes les fonctions polynémes en deux
variables x et y sont continues sur R? (par exemple (x,y) — x2 + 3xy). De la méme facon, toutes les
fractions rationnelles en deux variables sont continues la ot elles sont définies.

« Comme l'exponentielle est une fonction continue, alors (x, y) — e*¥ est continue sur R2.

\/%yz est continue sur R? \ {(0,0)}.

Définition 9 (Prolongement par continuité).

Soit f : E C R" — R. Soit x, un point adhérent a E n’appartenant pas a E. Si f (x) a une limite £ lorsque
X — Xg, on peut étendre le domaine de définition de f & E U {x,} en posant f(x,) = £. La fonction
étendue est continue en x,. On dit que l'on a obtenu un au point xg.

 La fonction définie par f(x,y) =

Exemple 18.
Soit f : R?\ {(0,0)} définie par
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Est-il possible de prolonger f par continuité en (0,0)?

Sur la figure ci-dessous, la question devient simplement : est-il possible de boucher le trou au milieu de la

surface en rajoutant juste un point?

Solution.

» Limite a ’origine.

On utilise que |x| < v/x2+ y2 et |y| < v/x2+ y2. Donc

Feayl=—SBL o i g

X2+ y2 (x,y)—(0,0)

e Prolongement.
Pour prolonger f en (0, 0), on choisit comme valeur la limite obtenue. On pose donc f(0,0) = 0. (On
note encore f : R> — R la fonction prolongée.)

o Continuité.

Par notre choix de (0, 0), f est continue en (0, 0). En dehors de l'origine, f est continue comme somme,
produit, composition, inverse de fonctions continues. Conclusion : la fonction prolongée est continue

sur R? tout entier.

Mini-exercices.

1.

Soit f(x,y) = ii—; Trouver un ouvert U contenant l'origine tel que 0.999 < f(x,y) < 1.001 pour

tout (x,y) € U.
Soit f : R"™ — R une fonction continue au point (x,...,X,). Montrer que la fonction partielle
fi : R — R définie par f;(t) = f(x1,...,Xi_1,t, Xj41,---,X,) €st continue en x;.

1+x
1+y

(0,0) : %1§+x +y2; 1+X,s1n(xy)1+y,1 G:[;)

Sachant que la limite de f(x,y) = en (0,0) est 1, calculer la limite des fonctions suivantes en

In(1+xy)

Sachant que In(t) < t —1 pour tout t > 0, calculer la limite de 173 o

en (0,0).

. Soit f(x,y) = M. Soit y(t) = (at, bt) ot (a, b) € R?\ {(0,0)} est fixé. Calculer la limite de

x2+y?
(f oy)(¢t) lorsque t — 0 en fonction de (a, b). f admet-elle une limite en (0,0) ? f est-elle prolongeable

par continuité en (0,0)?

Soit f définie sur R? \ {(0,0)} par f(x,y) = f admet-elle une limite en (0,0)? f est-elle

xy?
x44+2y4”

x2+2y2

prolongeable par continuité en (0,0) ? Mémes questions avec f(x,y) =
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4. Coordonnées polaires

Plutdt que de repérer un point du plan R? par ses coordonnées cartésiennes (x, y), on peut le faire au
moyen de sa distance a I'origine et de 'angle formé avec I'horizontale : ce sont les coordonnées polaires.

4.1. Définition

Soit M un point du plan R2. Soit O = (0, 0) l'origine. Soit (0, ,j) un repére orthonormé direct.
—
» On note r = ||OM||, la distance de M a l'origine.
- —
e On note 6 I'angle entre i et OM.

Ay
) M=[r:0]
Y=rSinO@----------------oo---
I
1
1
r 1
A '
j 0 |
N . .
o H . X =rcos 6O x
On note [r : 0] les du point M. Dans ce cours, r sera toujours positif. Langle n’est

pas déterminé de maniére unique, plusieurs choix sont possibles. Pour avoir unicité, on peut limiter 6 a
l'intervalle [0, 27t[, ou bien ] — 7, +7]. On n’attribue généralement pas de coordonnées polaires au point

origine ('angle n’aurait pas de sens).

Coordonnées polaires vers coordonnées cartésiennes.

On retrouve les coordonnées cartésiennes (x, y) a partir des coordonnées polaires [r : ] par les formules
x =rcos6 et y =rsin#.

Autrement dit, on a défini une application :

10, +o0o[x[0, 27t[— R? (r,0) — (rcosf,rsinf).

Coordonnées cartésiennes vers coordonnées polaires.
On retrouve r et 6 a partir de (x, y) par les formules suivantes :

r=+x2+y?

et,danslecasx >0ety >0,
0= arctan(z).
X

Pour les points dans les autres quadrants, on se raméne au quadrant principal ol x >0 et y > 0.

4.2. Limite et continuitée

Lorsque I'on considére des applications f : E € R? — R, il est quelquefois plus facile de prouver des résultats
de limite, continuité, etc., en passant par les coordonnées polaires.
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Proposition 3.
Soit f : R? — R une fonction définie au voisinage de (0,0) € R?, sauf peut-étre en (0,0). Si
li_r)r(l)f(rcose,rsiHG) ={€eR
existe indépendamment de 0, c’est-a-dire qu'’il existe une fonction €(r) "1 0 telle que, pour tout r > 0 et
tout 6, ona:
|f(rcos6,rsin0)—¢| < e(r),

alors lim X =/{.
(x,y)—(0, O)f( )=

Pour clarifier cette proposition et expliquer les différents cas pratiques de la limite, voici comment faire. On
exprime f (x,y) en coordonnées polaires en calculant f (r cos 6, rsin0).

1. Silim,_,q f(r cos 6, rsin @) existe et si elle ne dépend pas de la variable 0, alors cette limite est la limite
de f au point (0, 0).

2. Silim,_,, f(rcos 0, rsin 0) n’existe pas (ou la limite n’est pas finie), alors f n’a pas de limite finie au
point (0, 0).

3. Silim,_,q f(rcosB,rsin0) = £(0) dépend de 6, alors f n’a pas de limite au point (0, 0). Pour le justifier,
on donne deux valeurs 6, et 6, telles que £(6;) # £(6).

Voyons un exemple de chaque situation.

Exemple 19.
L flx,y)=

3

2+y2

r3cos® 6 r3cos® 6

cosO,rsinf) = = =rcos’6
fr rsinf) r2(cos2 6 +sin? 0) r2 g

Comme |cos3 9\ < 1 alors r|cos® 8| < r (pour tout r mais aussi pour tout 8) avec e(r) :=r 2 0. Ce
r—

qui implique que f(r cos 8, rsin9) - 0. La limite existe (indépendamment des valeurs prises par 0),

donc la fonction f admet bien une limite en (0,0) : f(x,y) T 0
0,0

Pour ceux qui voudraient tout faire a la main avec plus de détails, on peut aussi écrire | f(rcos@,rsin 9)| <
r, autrement dit ’f(x,y)| v x2+ y2. Donc f(x,y) —ﬁ 0.
0,0

2. f(x,y)=

x2+ y3
rsinf 1 sin 6
r2(cos2 0 +rsin®0) rcos20 +rsin®6
Fixons 6 tel que sin 6 # 0 (c’est-a-dire 8 # 0 (mod 7)). Alors, lorsque r — 0, f(r cos 0, sin 6) n’a pas
de limite finie. En particulier, la fonction (x, y) — f(x,y) n’a pas de limite finie en (0, 0).

Xy
3. flo,y)=
flx,y)= 212

f(rcosO,rsinf) =

r2cos O sin @

f(rcosf,rsinf) = =cos€sin9=%sin(29)

2
Pour 6 fixé, la fonction r — f(r cos 8, r sin 8) admet bien une limite £(6) = %sin(29), lorsque r — 0.
Mais cette limite dépend de I'angle 0 : si 6 =0, £(6) = O; par contre, si 6 = 7, £(0) = % Comme la
limite dépend de I’angle, alors la fonction de deux variables (x, y) — f(x,y) n’a pas de limite en (0, 0).
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4.3. Un exemple

Cet exemple est assez subtil et peut étre passé en premiere lecture.
Remarque.
Soit £ € R. Soit f : R?> — R une fonction telle que, pour chaque 6 fixé, ling) f(rcosf,rsinf) ={. Peut-on
r—
en conclure que f admet £ pour limite au point (0,0)? La réponse est non !
Autrement dit, regarder la limite de f le long des rayons ne permet pas de trouver la limite de f a l'origine.
Attention : la différence entre cette remarque et la proposition 3 est subtile. Dans la proposition 3, on a une
hypothese en terme de limites du type :
Ve 3dry Vr<ry VO
alors que dans la remarque, on note que I’hypothése (plus faible) suivante est insuffisante :

VQ Ve 31"0 Vr < T'O

Exemple 20.

Soit la fonction f définie sur R? \ {(0,0)} par

2
-

1. Le long de tous les rayons f tend vers 0, c’est-a-dire, pour 60 fixé,

f(rcosf,rsinf) - 0.

2. Cependant, f n’a pas de limite en (0, 0).

Solution.

1. Calculons d’abord :
rcos 0 sin? 6

cos2 6 +r2sint 6

f(rcosf,rsinf) =

Fixons 6 et discutons selon sa valeur :
e Sicos® # 0, alors le numérateur tend vers 0, tandis que le dénominateur tend vers cos? 8 # 0. Donc
f(rcos@,rsinf) — 0 lorsque r — 0.
» Sicos6B =0, alors on se trouve sur des points (x, y) ot x = 0 et donc f(rcos8,rsin6) = f(0,y)=0.
Dans tous les cas, f tend vers O sur tous les rayons définis par un angle 6 fixé.
2. Considérons le chemin y(t) = (t2, t). Alors

t* 1
t)= — = —.
(fon)(O)= 57 =3
Mais on a vu que le long des rayons f tend vers 0. Cela contredit 'existence d’une limite pour f(x,y)

en (0,0).
y

()
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Mini-exercices.

1. Calculer angle 6 des coordonnées polaires [r : 6] d’un point (x, y) dans le cas x > 0, y < 0. Puis
faire les cas ot x < 0.

3
2. La fonction f définie par f(x,y) = %

2x+3y)? . 2x+3
avec f (x,y) = S525, puis f (x,y) = Hy.

admet-elle une limite au point (0,0) ? Méme question

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval, Vianney Combet et Barbara Tumpach.






Calcul différentiel

Pour une fonction de plusieurs variables, il y a une dérivée pour chacune des variables, qu’on appelle
dérivée partielle. Uensemble des dérivées partielles permet de reconstituer une approximation linéaire de la
fonction : c’est la différentielle.

1. Dérivées partielles

Rappelons la notion de dérivée. Soit f : R — R une fonction d’une seule variable. La de f en x5 €R,
si elle existe, est :
f(xo+h)—=f(x0)

n .

/ — 1
f(x0) hl_f%
Exemple 1.
La fonction f : R — R définie par f(x) = x? est dérivable, de dérivée f'(x,) = 2x,. En effet, lorsque h tend
vers 0, on a :

(xq +h)? —x?
¥=2x0+h —  2Xg.

h h—0
1.1. Définition
Définition 1.
Soit f : U C R" —» R, ou U est un ouvert de R". On dit que f admet une par rapport a
la variable x; au point xy = (ay,...,a,) € R" si la fonction d’'une variable
x;—= flay, ..., a1, %, Q150+ Ay)

est dérivable au point a;. Dit autrement, on définit la dérivée partielle de f par rapport a x; au point

xo = (ay,...,a,) par

im f(a1,---,ai_1,ai +h’ai+1:---:an)_f(a1,---’an)
h—0 h

si cette limite existe.

Notation. Cette limite se note

of
ax; (x0)-

C’est la dérivée partielle de f par rapport a x; au point x,. Le symbole « & » se lit « d rond ». Une autre
notation est d,, f (xo) ou bien i (xo).
Il y a donc n dérivées partielles au point x; :

of

af
9, Xo) 9, Xo)

of

dx,

(x0)
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Dans le cas d’une fonction de deux variables (x,y) — f(x,y),ona :

f(x0, yo +k)— f(x0,¥0)
k

f(X0+h,y0)—f(X0,y0) a_f
h oy

of
dx

b = lm 5 = lm
(X0, Y0) h1—>0 (x0, ¥0) k1—>0

Remarque.
Pour une fonction d’'une variable f : R — R, on distingue le nombre dérivé f’(x,) et la fonction dérivée f’
définie par x — f’(x). Il en est de méme avec les dérivées partielles. Pour f : R> - R :

0
(x0,¥0) et —f(xo, ¥o) sont des nombres réels.

dx y
of af . .
e — et — sont des fonctions de deux variables, par exemple :
dox Jdy
8_f : R2 — R
ox

) — Ly
X

1.2. Exemples

Meéthode. Pour calculer une dérivée partielle par rapport a une variable, on n’utilise que rarement la définition
avec les limites, car il suffit de dériver par rapport a cette variable en considérant les autres variables comme
des constantes.

Exemple 2.
Calculer les dérivées partielles premiéres de la fonction f : R? — R définie par

flx,y)=x2e¥.

Solution.
p leuler & . la dérivé ielle d R e

our calculer 33, qui est la dérivée partielle de f par rapport a x, on considere que y est une constante et
on dérive x2e3Y comme si ¢’était une fonction de x :

of
— 3
E(x,y) = 2xe”Y.
Pour l'autre dérivée partielle g—f,, on considére que x est une constante et on dérive x2e3Y comme si c’était
une fonction de y :
of
2,3
E(x,y)=3x e,

Exemple 3.
Pour f : R® — R définie par f(x,y,z) = cos(x + y?)e™

Z ona:

0 a a
—f(x,y,z) = —sin(x + y?)e”* —f(x,y,z) =—2ysin(x + y2)e™*® —f(x,_y,z) =—cos(x + y2)e™*
dx dy 0z
Exemple 4.
Soit f : R" — R définie par f(x,...,Xx,) = x>+ x5 +---+x2. Alors, pouri =1,...,n,0ona
of
a—xi(xl,...,xn) = 2Xx;.

Une fonction peut avoir des dérivées partielles sans étre continue ! Nous allons le voir sur 'exemple suivant.
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Exemple 5.
La fonction f : R?> — R suivante admet des dérivées partielles en tout point mais n’est pas continue en
(0,0):

si(x,y) #(0,0)

Xy
flx,y)= { x%+y?
0 en (0,0)

1. Non continuité a ’origine.
Le long du chemin y(t) = (t,t), pour t # 0, on a f(y(t)) t—2 = 2 qui ne tend pas vers f(0,0) =
Donc f n’est pas continue en (0, 0).

2. Dérivées partielles en dehors de l’origine.

On se place en un point (x, ¥o) 7 (0,0). Dans un voisinage de ce point, f est définie par f (x,y) = - +yy2.

La fonction x — f(x, y,) est donc continue et dérivable au voisinage de x,. La dérivée partielle s’obtient
en dérivant la fonction d’une variable x — f(x, y,). Ainsi, on a

of Yo —XgYo
5= (x0,¥0) = T2, g
9x (x2+y2)
De méme, en dérivant la fonction y — f(xg,y), on trouve
8f Xo —Xo¥s
(XO, yO) = ( 2 2)2 .

3. Dérivées partielles a l’origine.
Comme la fonction f est définie en (0,0) par une formule spéciale, il faut revenir a la définition de ce
que sont les dérivées partielles a 'aide des limites.

Pour calculer g—{((O, 0), on calcule en (xg, yo) = (0,0) :
f(0+h,0)—f(0,0) 0

h “n %m0
Donc af(O 0)=0.
De méme :
f(0,0+k)—f(0,0) 0
k k k—0

Donc af (0,0)=

Conclusion : quel que soit le point (xy, yo) € R?, les dérivées partielles 2—{C(x0, Yo) et %(xo, Yo) existent.

1.3. Dérivée directionnelle
Il est possible de généraliser la notion de dérivée partielle.
Définition 2.
Soit f : R" — R. Soit v € R" un vecteur non nul. La de f en xy € R" suivant le

vecteur v est définie, si elle existe, par

va(XO) = }1_1;1'(1)

fxo+ fV)—f(Xo)'
t

Pour une fonction f : R? — R, la dérivée directionnelle au point (x,, y,) suivant le vecteur v = (h, k) est

donc donnée par
f(xo + th, yo + tk) — f (x0, Yo)
" .

va(XO) }’0) = }1_{%
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Exemple 6.
Soit f la fonction définie sur R? par
3,3
x°+y )
f(ny):ﬁ 31(x,y)7é(0,0) et f(0,0)=0
xX<+y

Etudier l'existence de la dérivée directionnelle de f suivant un vecteur non nul au point (0, 0).

Solution.
Pour tout vecteur v = (h,k) non nul, on a :

(th)3+(tk)? 0 3 3
fO+th,0+tk)—f(0,0) . @rprer — 0 h+k
lim = lim =

t—0 t t—0 t R4 k2
Donc f admet une dérivée directionnelle suivant tout vecteur non nul au point (0, 0) et, lorsque v = (h, k),
h3+k3
va(O: O) =

e

De facon générale, si le vecteur v est un vecteur de la base canonique, on retrouve une dérivée partielle.
Soit f : R2 — R.

1. Siv=(1,0), on retrouve D, f(x,y) = %(x,y).

2. Siv=(0,1), on retrouve D, f (x,y) = g—’;(x,y).

Lorsque f est différentiable (voir plus loin dans ce chapitre), nous aurons une formule simple et directe
pour calculer D, f (x, y) a partir des dérivées partielles. Si f est différentiable et v = (h, k) alors

DG ) =h (e )+ kL (e, )
x y
Interprétation géométrique.
Pour une fonction d’une variable, la dérivée en un point est la pente de la tangente au graphe de la fonction
en ce point (le graphe est ici une courbe). Pour une fonction de deux variables (x,y) — f(x, y), les dérivées
partielles indiquent les pentes au graphe de f selon certaines directions (le graphe est ici une surface). Plus
précisément :

. g—i(xo, ¥o) est la pente au graphe de f en (xg, yo) suivant la direction de I'axe (Ox). En effet, cette pente
est celle de la tangente a la courbe z = f(x, y,) et est donnée par la dérivée de x — f(x, y,) en x;.
C’est donc bien %(xo, ¥Yo)-

. %(xo, Yo) est la pente au graphe de f en (xg, yy) suivant la direction de I'axe (Oy).

 Plus généralement, si v est un vecteur unitaire (i.e. de norme 1) alors D, f (xg, Yo) est la pente de la
tangente suivant la direction v.

Sur la figure de gauche, la dérivée partielle % indique la pente en un point d’une tranche paralléle a I'axe
(Ox) (en orange). Sur la figure de droite, la dérivée partielle S—J; indique la pente en un point d’une tranche
parallele a 'axe (Oy) (en vert).
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Ci-dessous, la dérivée directionnelle D, f indique la pente en un point d’une tranche (en rouge) dans la
direction d’un vecteur v.

VvV

Mini-exercices.
1. En utilisant seulement la définition avec les limites, calculer les dérivées partielles de la fonction f
définie par f(x,y) = x2y.

2. Calculer les dérivées partielles de la fonction f définie par f(x,y) = e *. Méme question avec
flx,y)=x*+3y*=2sin(xy); f(x,y) = V1=x2=y%; f(x,y,2) = xy*> +2ze’/*; f(x,...,x,) =
xqIn(xq + -+ 4+ x,).

3. Soit f : R> — R définie par f(x,y) =05si 0 < y < x? et f(x,y) = 1 sinon. Montrer que f a des
dérivées partielles en (0, 0), mais n’est pas continue en (0, 0).

4. Soit f : R? — R définie par f(x,y) = xy? + x + y. Calculer la dérivée directionnelle de f en (0,0)
suivant tout vecteur non nul v = (h, k). Pour quel vecteur v unitaire cette dérivée est-elle maximale ?

2. Différentielle

La différentielle est une facon de regrouper toutes les dérivées partielles dans une seule fonction.

2.1. Différentiabilité

Pour une fonction f : R — R d’une seule variable, une autre facon d’écrire qu’elle est dérivable en x est de
vérifier qu'il existe £ € R tel que

li flxg+h)=f(xo)—€-h
im =
h—0 h

Et on note ce { par f’(x,), de sorte que I'on a f(xo + h) =~ f(xg) + f'(xo) - h (pour h réel, assez petit).

Autrement dit, on approche I'application h — f (xy + h) — f (x,) par une fonction linéaire h — f’(x,) - h.

0.

Nous allons faire ce méme travail en dimension supérieure.
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Définition 3.

Soit f : R" — R. La fonction f est en xo € R" ¢'il existe une application linéaire £ : R" — R
telle que :
+h)— —L{(h
im f(xo+h)—f(xo) ():0
Iall—0 1Al
L'application £ est la de f en x et se note df (x;).

Dans le cas des fonctions d’une variable, on a df (xo) = f'(xg) (et df (xo)(h) = f'(x,) - h). Dans le cas des
fonctions de plusieurs variables, on verra juste aprés comment écrire la différentielle a I'aide des dérivées
partielles. Noter que df (x) est une application de R" vers R (comme f), et donc df (xy)(h) est un réel
(pour chaque h € R™).

De méme qu’en une variable, si une fonction est dérivable, alors elle est continue.

Proposition 1.
Si f est différentiable en x, € R", alors f est continue en x,.

[ +h)—f (”Xo”)—df o)) Ajors
7 .

Démonstration. Notons g la fonction définie par g(h) =

f(xo+h) = f(xo) +df (xo)(h) +hllg(h)

et il est clair que df (x()(h) et ||h||g(h) tendent vers O lorsque h tend vers le vecteur nul. Donc la limite de f
en x, existe et vaut f(x,), et ainsi f est continue en x. O

Exemple 7.
Sif : R"™ — R est linéaire, alors £ est différentiable et sa différentielle en tout point est 'application ¢
elle-méme : pour tous x, € R" et h € R",

dl(xo)(h) = £(h).

2.2. Différentielle

Proposition 2.
Si f : R™ — R est différentiable en x, € R", alors ses dérivées partielles existent et on a :

df(xO)(h) = hl%(‘xo) +--- 4 hn%(XO)
1 n

ouh=(hy,...,h,).
En particulier, lorsqu’elle existe, la différentielle est unique.

Pour f : R? — R différentiable en (x, y), la formule est :

df (xg, yo)(h,k) = hg—{c(xon’o) + k%(%d’o)

Démonstration. Prouvons la formule pour deux variables. Soit f : R? — R différentiable en (x,, y,) € R
Soit £(h, k) = ah + bk sa différentielle. Alors, par définition, lorsque ||(h,k)|| — 0, on a :
f(xO +h,}’0 + k)_f(anyO)_e(h,k)
é 0
llCh, k)|
Pour (h,k)=(t,0) avect >0 et t — 0, on a donc :
fxo+t,y0)— f(x0,¥0) — t£(1,0) _ fxo+t,y0) — f(x0,¥0)
t t

—{(1,0)—0
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C’est exactement dire que

2y =t01,0)=a
X

Avec (h, k) = (0, t), on prouve de méme que
o
o y) =10, =
Y

Ainsi,
(R =hS (g, y0) + KL L (. 30)

O

Pour montrer qu'une fonction est différentiable, on peut utiliser que la somme, le produit, I'inverse (d’une
fonction ne s’annulant pas) et la composition de fonctions différentiables est différentiable. Sinon, il faut
revenir a la définition. Par exemple, pour f : R2 > R :

1. tout d’abord, on calcule les dérivées partielles %(XO, ¥o) et %(XO, Y0
2. on écrit le candidat a étre la différentielle £(h, k) = h%(xo, Yo) + k%(xo, Yo),

3. il faut enfin prouver la limite, lorsque ||(h,k)|| — O :

f(xo+h,yo+k)—f(x,y0) —£(h,k) .
lICh, k)l

Exemple 8.
Etudier la différentiabilité en tout point de la fonction f définie par

4
f(x,y)zx—3y+ﬁy2 si(x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.

Solution.
» En dehors de (0,0), la fonction f est différentiable, car f est une somme, produit, inverse de fonctions
différentiables (car x? + y? ne s’annule qu’a l'origine).
e En (0,0), il faut étudier la différentiabilité a la main.
— Dérivée partielle par rapport a x :

_ 2
2 (0,0) = Jig FEO—SO0 _y hEHE_,
h—0 h
— Dérivée partielle par rapport a y :
of .. f(,k)—f(,0) .. -3k
5y %0 = lim k =i =73
— Le candidat a étre la différentielle est donc :
0 0
L(h,k)=h f(O 0)+k f(O 0)=h—3k
— On calcule :
f(O+h,0+k)—f(0,0)—£(h, k) h* h*
0< = r € == [t| ——— 0.
iR 2+k2)i B Gios00)

Donc f est différentiable au point (0,0) et df (0,0)(h, k) = h —3k.
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2.3. Lien avec les dérivées partielles

Dérivées partielles.
On a vu dans la proposition 2 que si f : R? — R est différentiable en (x,, y,), alors

df (x0,¥0)(1,0) = %(XOJ.VO) et df (xp,¥0)(0,1) = %(XO:}/O)-

En toute dimension, pour f : R" — R différentiable en x, € R", et ¢; le i-eme vecteur de la base canonique :

of
d )= .
f(xo0)(e;) dx; (x0)
Dérivée directionnelle.
Plus généralement, si f : R” — R est différentiable en x, € R, alors df (x,)(v) = D, f (xo). Pour f : R? — R,
cela signifie que si v = (h, k), alors :

d d
Doy f (%0, ¥0) = h%(XO,J’o) + k%(xo,J’o)

Si f n’est pas différentiable, cette formule peut étre fausse.

Gradient.
Le gradient est une autre facon de coder la différentielle. Le de f en x; est le vecteur
of
8_x1(X0)
grad f (x) = :
of
ox, (x0)

Si f est différentiable en x, alors

df (xo)(v) = (grad f (xo) | v),
ot (u | v) est le produit scalaire de u et v.

Nous reviendrons en détail sur le gradient et ses applications dans le chapitre « Gradient — Théoréeme des
accroissements finis ».

Résumé.
Lorsque f est différentiable alors la différentielle, la dérivée directionnelle, et le gradient encodent la méme
information et sont reliés par les formules :

D, f(xo) =df (xo)(v) = (grad f (xo) | v)

Exemple 9.
Soit f la fonction définie par

f(x,y)=In(1+x+y3).
Déterminer le domaine de définition U de f.
Calculer les dérivées partielles de f.
Montrer que f est différentiable sur U.

Calculer le gradient de f en (0, 1) et exprimer la différentielle en ce point.

ok whd o=

Calculer la dérivée directionnelle de f en (0, 1) suivant le vecteur (2, 1).

Solution.
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1. OnaU={(x,y)€R?|1+x+y?>0}.

y
(_1;0) ‘x
U
2. Les dérivées partielles sont :
0 1 %, 2
dx 1+x+y oy 1+x+y

3. f est différentiable sur U comme somme, produit et composée de fonctions différentiables.

4. Le gradient s’obtient directement a partir des dérivées partielles :

Ton)
d 0,1: =
dy

La différentielle en ce point df (0,1) : R? — R est I'application linéaire définie par
1
df (0, 1)(h, k) = {grad f(0, 1) [ (R, k)) = Sh+k.

5. Comme f est différentiable, la dérivée directionnelle est simplement la combinaison linéaire des dérivées
partielles :

0 0
Donf(0,1)=2x %(o,m 1 x %(0,1) )

On aurait aussi pu faire le calcul via la formule D, ,f (0,1) = df(0,1)(2,1).

Mini-exercices.

1. Soit g : R — R dérivable. Soit f : R?> — R définie par f(x,y) = g(x + y). Montrer que f est
différentiable et que df (xg, yo)(h, k) = g’'(xo + yo)h + g’ (xo + Yo k.

2. Soit f(x,y)=2xy—7x+8y. En utilisant la définition, montrer que f est différentiable et calculer sa
différentielle.

3. Soit f définie par f(x,y) = ye*/Y. Trouver le domaine de définition U de f. Montrer que f est
différentiable sur U. Calculer ses dérivées partielles. Calculer la dérivée directionnelle de f en (4,2)
suivant le vecteur v = (—1,1).
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3. Fonctions de classe €'

Dans la pratique, les fonctions seront souvent de classe 6!, ce qui implique la différentiabilité, et est plus
facile a vérifier.

3.1. Définition

Définition 4.

Soit f : R" — R. On dit que f est de si les dérivées partielles % existent et sont continues
1

(pouri=1,...,n).

On peut bien stir limiter la définition 4 un ouvert. Par exemple, si U un ouvert de R?, f : U — R sera de

classe 61! sur U si af et af existent et sont continues sur U.

Théoreme 1.
Si f est de classe €%, alors f est différentiable.

Une autre facon de dire que f est différentiable est de dire que f admet un
Pour f : R? - R, si f est différentiable au point (x,, y,), alors

o+, Yo+ KY= £ (0, Yo) + h o (o, y0) + ko f(xo,yo)+o(||(h ol

On rappelle la notation « petit 0 ».

Notation. Soit g : R> — R une fonction définie au voisinage de (0,0). On dit que g est par
rapport a ||(x, y)||" au voisinage de (0,0) et on note g = o (||(x, y)||™) si
g(x,y)

00 G
Exemple 10.
Soit f : R? — R définie par f(x,y)=sinx -e?.
e Ona: g—{c(x, y) = cosx -e? et g—f,(x, y) = 2sinx - e2. Les deux dérivées partielles existent et sont
continues donc f est de classe €' sur tout R?.
o En particulier, f est différentiable en tout point (x,, y,) € R? et

df (xg, yo)(h, k) = hcos xqe?© + 2k sin xqe?°.

« Par exemple, pour (xg, o) = (%, 1), on a le développement limité :

FE+RI+R=FE D+ (E 1) 4k f(z,1)+ (I

Ainsi :
n 1, V3, 2 /
f(g+h1+k)= Ee +7e h+e“k+e(h, k)V h2 + k2
ou e(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0).
Démonstration. Soit f une fonction de classe ¢! au voisinage du point (x, y,) : elle admet donc des

dérivées partielles continues au voisinage de (xg, yo)-
Pour (h,k) € R?, on a

flxo+h,yo+k)—f(xp,¥0) = [f(xo +h, ¥o) —f(xo,}’o)] + [f(xo +h,yo+k)—f(xo+h, }’0)]-
La fonction x — f(x, yy) est dérivable en x, donc
f(xo+h,yo)—f(x0,¥0) = hg—i(XO:J’o) + he;(h)

avec limy_,g€e,(h) =0
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Fixons h : la fonction y — f(xy+h, y) est dérivable autour de y,. Appliquons le théoréme des accroissements
finis a cette fonction d’une variable sur l'intervalle [y, yo + k]; il existe donc £ € ]0, k[ tel que

0
flxo+h,yo+k)—f(xo+h,yo)= k%(xo +h,yo+£).
Le réel £ dépend de k et de h et tend vers 0 lorsque k tend vers O (uniformément en h). Or, % est continue

au point (xg, ¥p), donc %(XO +h,y,+£)= %(xo, Yo) + €3(h, k) avec lim, 10,0y €2(h, k) = 0, d’'otr

f@o+hYW+U—be+hYQ=kg§@mYM+kQU%U-

Ainsi,

of of

flxo+h,yo+k)—f(xg,¥y0) = ha(XO,J’o)+ka(xo»}’o)+h€1(h)+k€z(h,k)-
o |he; (h) (h, k)|
h€1 h +k€2 h,k
< ley(h)| + |ey(h, k)] —— 0
O8] el +lealh, Kl o

donc

f(xo+h,yo+k)—f(xo, yo) = df (xo, ¥0)(h, k) + o (|[(h, K)II) -
Ainsi f admet un développement limité d’ordre 1 au point (xg, y,), autrement dit f est différentiable en ce
point. O

3.2. Résumeé

f est continue

f est de classe ¢! =——=> f est différentiable

N

def. def. f a des dérivées
partielles (et
directionnelles)
f a des dérivées f admet un
partielles continues DL a l'ordre 1

» Les équivalences sont issues des définitions.
o Les implications viennent du théoreme 1, de la proposition 1 et de la proposition 2.
» Les implications inverses sont fausses : voir les exemples ci-dessous.

3.3. Contre-exemples

Dans cette partie, on justifie que les énoncés précédents ne peuvent pas étre améliorés. Cette section peut
étre passée en premiére lecture.

Si f est différentiable, alors f est continue. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 11.
Soit f : R? — R définie par f(x,y) = |x+ y|. Alors f est continue (comme somme et composée de fonctions

continues), mais n’est pas différentiable. Par exemple, g—{( n’est pas définie en (0, 0), car

f(0+h,0)—£(0,0) _ |h|
h " h
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n’a pas de limite lorsque h — 0. (Plus précisément, c’est +1 pour les h > 0 et —1 pour les h < 0.) Donc f
n’est pas différentiable en (0, 0).

Sur la figure du graphe de f, on devine que, en tout point de la droite (y = —x), f n’est pas différentiable.

Si f est différentiable, alors f admet des dérivées partielles et des dérivées directionnelles dans toutes les
directions. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 12.

Soit f : R? — R la fonction définie par

3
Floy) = —=

Vx2+y4
Montrer que f admet une dérivée directionnelle suivant tout vecteur non nul au point (0, 0), mais qu’elle
n’y est pas différentiable.

si (x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.

Solution.

1. Soit v = (h, k) # (0,0).
FEM=£(0,0) _ £(0,tk) _

e Sih=0,o0ona " " k.
t-v)—£(0,0 k3t? 3
e Sih#0,0na fev)=f0.0)] <|—|ltl—0.
t vV h2t2 + h4t4 h t—0
Ainsi, D, f(0,0)= | © S =0,
PTVIRAREITL 0 si h#£0.

2. Avec v = (1,0), on aura %(0, 0) =0, et avec v = (0,1), on aura %(O, 0) = 1. Le candidat a étre la
différentielle en (0, 0) est donc £(h, k) = k. Mais I'expression

F(h, ) —F(0,0)—£(h,k) _ k*—kv/RZ+ K3

e(h, k) =

VhZ + k2 V2 R2VRZ A K
ne tend pas vers 0 lorsque (h, k) — 0, car lim,_,q+ €(t, t) = —%. Donc f n’est pas différentiable au point

(0,0).

Si f est de classe 6, alors elle différentiable. La réciproque est fausse, comme le prouve 'exemple suivant.

Exemple 13.
Soit f : R? — R telle que

flx,y)=y? sin(#yz) si (x,y)#(0,0) et f(0,0)=0.
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Montrer que f est différentiable en tout point de R? sans étre de classe ! a l'origine.

Solution.
« En dehors de I’origine.
Les dérivées partielles

0 2xy? 1
égﬁny):‘kaJZ%Z“”(xz+y2)
et
of _ 1 2y3 1
sy =2 )= ()
existent et sont continues sur R?\ {(0, 0)}. Ainsi, f est de classe ¢! sur R?\ {(0,0)} et, par le théoréme 1,
est donc différentiable sur R? \ {(0,0)}.
« Différentiabilité au point (0, 0).
— Calculons les dérivées partielles de f au point (0,0). Comme f (x,0) = 0 alors

of . f(h,0)—f(0,0)
5 (0= imy h 0
Et comme £(0,y) = y?sin (}%), alors
d 0,k)—f(0,0 1
—f(0,0)zlimf( k)= £ 0, )=limksin(—)=0.
y k—0 k k—0 k2
— Le candidat a étre la différentielle en (0,0) est donc £(h, k) = 0.
— De plus,
: f(h,k)—f(0,0)—L(h,k) : k? . 1
lim = lim ——sin|—].
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) vVh2 + k2 h2 + k2

< |k (—hm 0, donc f est différentiable au point (0, 0).

k> 1
' vﬁfi%f““(h2+k2)
e Conclusion.
La fonction f est différentiable sur R?. Par ailleurs,

of 1 1
a(t, t)= o cos (ﬁ)

n’a pas de limite lorsque t — 0. La dérivée partielle % n’est donc pas continue en (0,0). Ainsi, f n’est

pas de classe 4! a I'origine.

Mini-exercices.

1. Justifier que la fonction définie par f(x,y) =In(1+ x + 2y) cos(y) est différentiable sur son ensemble
de définition. Ecrire le développement limité & ordre 1 de f en (0,0). Méme travail avec f(x,y) =

v1+x—2y.

2. Montrer que la fonction f(x,y) = #3},2 si (x,y)#(0,0) et £(0,0) =0 admet des dérivées partielles

en tout point, mais n’est pas différentiable en (0, 0).

3. Montrer que la fonction de deux variables f(x,y) = x? sin(%) six # 0 et f(x,y) = 0 sinon est

différentiable, mais que % n’est pas continue en (0, 0).

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval, Vianney Combet et Barbara Tumpach.






Matrice jacobienne

Pour une fonction de plusieurs variables, il n’y a pas une dérivée mais plusieurs : une pour chaque variable.
Si en plus la fonction est a valeurs vectorielles alors, pour chaque composante et pour chaque variable, il y
a une dérivée. Toute ces dérivées sont regroupées dans la matrice jacobienne.

1. Matrice jacobienne

1.1. Fonctions vectorielles

Une fonction est dite lorsque I'espace d’arrivée n’est pas R mais RP, avec p > 2 :
F: R" — R?
X =(X1,...,X,) +—> (fl(x), ...,fp(x))
Chaque composante f;, pour j = 1,..., p, estune fonction de plusieurs variables a valeurs réelles : f; : R" — R.
On note x — F(x) ou bien encore (x1,...,x,) — F(x1,...,X,)-

On a déja rencontré des fonctions a valeurs vectorielles. Quelques exemples :
« De R dans R? : F(t) = (t2,¢t).
« De R? dans R? : F(x,y) = (e¥cosy,e siny).
o De R? dans R® : F(x,y) = (x2,y3, x>+ y?).
e DeR"dans R": F(x) = ﬁ ou x = (xy,...,x,) #0.
Un exemple important est le cas d'une application linéaire.
o Par exemple, L(x,y,z) = (2x + 3y —z,5y — 7%) est une application linéaire L : R®> — R2. Elle s’exprime
aussi: L(x,y,z) =AX (§) avec A= (2 3 _1).
2 05 —7
 Plus généralement, pour une application linéaire L : R" — RP, il existe une matrice A avec p lignes et n
colonnes telle que

X1
L(xq,...,x,) =AX
xn
1.2. Matrice jacobienne
Soit F : R" — RP une fonction, dont les composantes sont F = (fi,..., f,). Soit x € R". On suppose que les
of
dérivées partielles a—f existent en x (pourtousi=1,...,netj=1,...,p).

I Définition 1.
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La de F en x =(xq,...,x,) € R" est
ity iy
le
Jp(x) = :
5,
f”() af"(x)
xn

C’est une matrice a p lignes et n colonnes. La premiére ligne correspond aux dérivées partielles de f;, la
seconde ligne aux dérivées partielles de f5, etc.

Voici ce que cela donne pour F : R? — R? avec F = (fy, f»), en (x,y) € R? :

fl(x ) fl(x )

T y) = 9fz fz

3y oY) (X )

Exemple 1.
Soit F : R? — R? définie par F(x,y) = (x®+ y2,e™¥). Au point (x, y),on a :

2fi 6
() e 2x 2y
Jp(x,y)= (afz( ) af2 (X y)) (ex—y _ex—y) .

Par exemple, au point (x,, Yo) = (2, 1), la matrice Jacoblenne est

4 2
Jp(2,1) = ( ) .
e —e
Exemple 2.

Les coordonnées polaires d’'un point du plan définissent 'application F : R, x [0,2n[— R2, F(r,0) =
(rcos@,rsin@). Alors

50:0=(Gng Tawo )
Voyons une autre situation, ot F : R® — R? avec F = (fi, f,), en (x, y,2) € R® :
Dy, J;l(x 5 Dy
s afz(x 72 Ly fz(x %.2)

Exemple 3.
Pour F(x, y,z) = (e*Y,zsinx), on a

ye*r  xe® 0
JF(nyJZ):( . .

ZCOS X 0 sin x

Exemple 4.
Soit F : R — R? une fonction d’une seule variable, mais a valeurs vectorielles, définie par F(x) =

(f1(x), . --,fp(x)). Alors
f1(x)
Jp(x) = :
£/
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1.3. Opérateurs différentiels classiques

Gradient
Pour une fonction a valeurs scalaires f : R™ — R dont les dérivées partielles existent, le vecteur
est :
a ) (X )
grad f (x) =
5—;;(x)
C’est un vecteur colonne qui est la transposée de la matrice jacobienne (qui elle est ici un vecteur ligne) :

grad f(x) = Jf(x)T.
On reviendra en détail sur le gradient dans le chapitre « Gradient — Théoréme des accroissements finis ».
Bxl( )

Les physiciens notent le gradient Vf(x) = : ol V (qui se lit « nabla ») correspond a 'opérateur
3
a—)ﬁ:(X)

Ixy

Ixy,

Divergence
Pour une fonction F : R™ — R" (n = p) de composantes fi,..., f,, dont toutes les dérivées partielles existent,
on définit sa par

n

divF(x) =trJp(x) =) | %(x)
= 9%

ou trJy(x) est la trace de la matrice jacobienne.

Attention ! Ne pas confondre les notions de gradient et de divergence : grad F(x) est un vecteur alors que

divF(x) est un nombre réel !

Les physiciens notent la divergence divF(x) = V-F(x), oli u-v est le produit scalaire canonique des vecteurs

u et v sur R", ce qui fait que

ox, f1(x)
divF(x)=V -F(x)=| : |- :
) \fal0)
Exemple 5
Soit F : R® — R® définie par F(x,y,z) = (xz_y, sin(yz), exyz). Alors

ofs

a G,
divF(x,y,2z) = a—j;l(x,y,z)+ —=(x, y,z)+—f(x v,2) =2xy +zcos(yz)+xye*”

Rotationnel en dimension 2
Pour une fonction F : R> — R? de composantes f;, f, dont toutes les dérivées partielles existent, on définit

le de F par
f2 f

rotF(x, y)— ,y)— (X y).

Le rotationnel est ici un nombre réel.
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Exemple 6.
Soit F(x,y) = (%,ylnx) définie sur ]0, +oo[ xR. Alors

a(ylnx)_a(%):y 1

rotF(x,y)= Tx 3y it

Rotationnel en dimension 3
Pour une fonction F : R® — R® de composantes f;, f,, f3 dont toutes les dérivées partielles existent, on
définit le de F par

% X,)’:Z)_%(X,y,z)

Jy 0z

0 0
rotF(x,y,z) = a—J;l x,¥,%)— a—{f’(x,y,z)

0 )

2y, 3,8~ Pi(x,y,2)

dx dy

Le rotationnel est donc ici un vecteur. Pour se souvenir de la formule, les physiciens écrivent rot F(x, y, %) =

V AF(x,y,z), ol u A v désigne le produit vectoriel entre les vecteurs u et v :
3

x f1(x,y,2)
rotF(x,y,2)=V AF(x,y,z)= ai A falx,y,2)
2) Aty
Exemple 7.
Soit F : R® — R® définie par F(x, y,z) = (x3, yz2, x yz). Alors
xz—2yz
rotF(x,y,z) = —yz
0

1.4. Différentielle

Le pendant théorique de la matrice jacobienne est la différentielle associée a F : R"™ — R? en un point x.
Cette section est plus théorique : pour une premiére lecture, on peut juste retenir que la différentielle
dF(x) est une application linéaire dont la matrice (dans la base canonique) est la matrice jacobienne Jz(x).
Autrement dit :

dF(x)(h) =Jp(x) xh

oll x € R" et h € R", alors que le résultat dF(x)(h) est un élément de R?.

Voici les explications de ces notions en détail. Les notions de limite et de continuité pour F : R" — R sont
similaires a celles des fonctions f : R" — R : on remplace dans 'espace d’arrivée la valeur absolue de R par
une norme sur RP.

Nous allons voir ce qu’il en est pour la différentielle d’'une fonction a valeurs vectorielles. Soit F : R" — R?
dont les composantes sont F = (fy,..., f,) avec chaque f; : R" - R.

Définition 2.

o F:R" > RP est en x € R" si chacune des composantes f; : R" >R (j =1,...,p) est
différentiable en x. On note df;(x) : R" — R la différentielle de f; en x.
e La d’une application vectorielle différentiable F : R" — RP en x € R" est 'application

linéaire dF(x) : R" — R? définie par

dF(x) = (df1(x),...,df,(x)).
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Attention ! La différentielle dF(x) de F en x € R" est une application linéaire, donc c’est bien une fonction
(et pas un vecteur). I’évaluation de cette fonction donne une expression avec des vecteurs :

VheR"  dF(x)(h) = (df;(x)(R),...,df,(x)(R)).

Proposition 1.
Soit F : R" — RP différentiable en x € R". Alors

dF(x)(h) =Jp(x) xh

ott Jp(x) est la matrice jacobienne de F en x, quel que soit h € R™.

Autrement dit, trouver la différentielle en x revient a calculer la matrice jacobienne en x. Cette proposition
découle de I'expression de chaque différentielle df;(x) a 'aide des dérivées partielles S—Q i=1,...,n).
Exemple 8.
Soit F : R? — R? définie par F(x,y) = (ye"z,x2 —-y).
Calculons dF(x, y)(h, k) quels que soient (x, y), (h, k) € R?.

» La matrice jacobienne de F est :

> (0y) F70y) 2x -1
« En (x,y) et pour (h, k) € R?, on a donc :

(2xyh+ k)e"2
2xh—k

» Par exemple, au point (xg, ¥g) =(1,1), on a dF(1,1)(h, k) = ((2h +k)e,2h — k).

dF(Xay)(hak):JF(Xay) X (Z) :(

Remarque.
« SiF ades composantes de classe €' (C’est-a-dire toutes les dérivées partielles existent et sont continues),
alors elles sont différentiables et F est également différentiable.
e SiF est différentiable en x, alors F est continue en x.
e« Si L : R" — R? est une application linéaire alors, en tout point, sa différentielle est 'application
elle-méme : autrement dit, dL(x) = L, pour tout x € R".

Remarque.
Il existe une autre définition équivalente des deux notions rencontrées.
e F:R" > RP est en x € R" ¢'il existe une application linéaire L : R" — RP telle que :
F(x+h)—F(x)—L(h)
im =0.
IInll—0 IRl
» Dans ce cas, L est la de F en x et on la note dF (x).

Mini-exercices.

1. Soient F,G : R" — RP. Soient x,y € R", A € R. Justifier que les égalités suivantes sont vraies :
Jpia(x) = Jp(x) + Jg(x); Jp(x) = AJp(x). Trouver un exemple ot Jy(x + y) n’est pas égal a
Jp(x) +Jp(y).

2. Calculer en tout point la matrice jacobienne de 'application F définie par F(x,y) = (x2+y2,e*Y, x+y).
Méme question avec F(x, y,z) = (x¥**,z arctan(y)).

3. Calculer la divergence et le rotationnel de F définie par F(x,y) = (y sh(x), ch(x/y)). On rappelle que

eX+e ™ eX—e™*

chx = ==5— et shx = =5—. Méme question avec F(x, y,z) = (x + yz,sin(y)sin(z), v x + z).
4. A quelle condition sur la matrice jacobienne J(x) la différentielle dF(x) est-elle bijective ?

eyx—zx) en tout point (x, y) € R*x]1,+00[.

5. Exprimer la différentielle de F(x,y) = (% In(y — 1),
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2. Matrice jacobienne d’une composée

Les dérivées partielles d'une composée de fonctions sont compliquées a obtenir. C’est 'objet de cette section.

2.1. Formule

Rappelons tout d’abord la formule de dérivée d'une composée pour les fonctions de R dans R.

Proposition 2.
Soient f, g : R — R des fonctions dérivables. Alors g o f est dérivable et

(gofY()=g'(f () x f'(x)

gof
e
R > R > R
x| > f(x)

Remarque.
Il peut étre intéressant de nommer x la variable de la fonction f et y la variable de la fonction g. La formule
peut alors aussi s’écrire :

digof), . _dg df
=g e X G0,

En notant y = f(x), alors on peut considérer g comme une fonction de la variable y, mais aussi (par
composée) de la variable x. On peut alors écrire comme les physiciens :

dg _dg  dy

dx dy dx’
C’est une formule que 'on mémorise facilement en disant que 'on simplifie la fraction en éliminant les dy
au numérateur et au dénominateur.

Passons maintenant au cas de F : R" — RP et G : RP — RY. La composée est alors Go F : R" — RY, et est
bien stir définie par (G o F)(x) = G(F(x)).

GoF
m
R™ > RP > RY

x | > F(x)

} > G(y)

Théoréme 1.
Si F et G sont différentiables alors G o F est différentiable et les matrices jacobiennes sont reliées par la
formule suivante :

Jgop(x) = Jg(F(x)) x Jp(x)

Ici, « X » est le produit des deux matrices jacobiennes.
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On rappelle en particulier que si les composantes de F et G sont de classe 4! (i.e. les dérivées partielles
existent et sont continues) alors les fonctions sont différentiables et la formule est valable. Et en plus Go F
est de classe 6.

Attention! Noter que Jp(x) et J;.r(x) sont des matrices jacobiennes calculées en x mais que, dans la
formule, J;; (F (x)) est la matrice jacobienne de G en F(x) (et pas en x, ce qui pourrait méme ne pas avoir
de sens). C’est une source fréquente d’erreurs !

Exemple 9.

Soient F : R —» R? F(x,y) = (x + y,e>* ) et G : R?> = R3, G(x,y) = (xy, y sinx, x?). Les matrices
jacobiennes de F et de G sont :

1 1 yooor
Jr(x,y) = 0g2X—Y  _ 25—y Jo(x,y)=| ycosx sinx
2x 0

Attention, nous avons besoin de J;(F(x, y)). Donc, dans J;(x, y), on remplace x par la premiére composante
de F (c’est x + y) et y par la seconde composante de F (c’est e2*=Y). Ainsi,

ey x+y
Jo(F(x,y))=| e Y cos(x +y) sin(x+y)
2(x+y) 0

Pour obtenir la matrice jacobienne de la composée G o F : R? — R3, on applique la formule donnée par le
produit de matrices :

Jgor(X,y) = JG(F(x,y)) x Jp(x,y)

On trouve
(1+2x +2y)e?* (1—x—y)e?*Y
Jgop(x,y) = (cos(x +y)+ 2sin(x + y))ezx—y (cos(x + y)—sin(x + y))ezx—y
2x +2y 2x +2y

Voici la version du théoreme en termes de différentielles.

Théoreme 2.
Si F : R" — RP est différentiable en x, et si G : RP — RY est différentiable en F(x), alors GoF : R"™ — R?
est différentiable en x et on a :

d(GoF)(x)=dG(F(x))odF(x).

Autrement dit, Papplication linéaire d(G o F)(x) est la composée de I'application linéaire dG(F(x)) avec
'application linéaire dF(x).

2.2. Applications

Nous allons appliquer la formule de la matrice jacobienne d’'une composée pour calculer des dérivées
partielles. Le plus compliqué est d’identifier quelles sont les fonctions & composer et de s’adapter aux noms
des variables qui peuvent changer selon les situations.

Les deux seules choses a retenir, c’est d’abord la formule J;op(x) = Jg (F (x)) x Jp(x), et ensuite comment
I'appliquer. Il est donc inutile d’apprendre les formules qui suivent.

CasF:R—>R% G:R2—>R

Proposition 3.
Soit F : R — R?, t — F(t) = (x(t), y(t)) une fonction, avec t — x(t) et t — y(t) dérivables, et soit
G :R? >R, (x,y) — G(x,y)une fonction différentiable. Alors h = GoF : R — R, t — h(t) = G(x(t), y(t))
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est dérivable et

(0 = G2 (x(0,(0) - X0+ 52 (x(0, y(0))- Y 0

C’est une application directe de la formule J;,(t) = J(F(t)) x Jx(t), avec :

=y —w _(2(x,y) & _(FO)_(¥®
BO=TO=H®  Jg0e0)=(5Ey Fx) JF(t)—(%(t))_(y/(t))

Exemple 10.
Soit G(x,y) = cos(y)e*. Calculer la dérivée de la fonction h : t — G(t2,sint).

Solution.

Une premiere méthode serait d’écrire h(t) = cos(sin t)et2 puis de dériver h...

Mais utilisons ici la formule J,(t) = J5(F(t)) x Jg(t), ot1 on définit F(t) = (t2,sint), de sorte que h = GoF.
Sachant que :

WO =H()  Jo(x,y)=(cos(y)e* —sin(y)e*) JF(r)=(2t),

cos t
on calcule J;(F(t)) et on obtient
K (t) = 2¢t( cos(sin t)etz) + cos(t)( —sin(sin t)etz) = (2t cos(sin t) — cos(t) sin(sin t))et2
Exemple 11.

Soit G : R? — R une fonction différentiable. Soit h : R — R telle que h(t) = G(2t,1 + t2). Exprimer la
dérivée de h en fonction des dérivées partielles de G.

Solution.
On pose F : R — R? définie par F(t) = (2t,1 + t2), de sorte que h = G o F. Nous avons donc

WO=HO)  Jex) =80y Fy)  J0= (zzt)
Ainsi :
R (t) = J,(t) = Jo(F(t)) x Jp(t) = za—G(Zt, 1+t3)+ Zta—G(Zt, 1+t2).
dx dy

CasF:R—-R", G:R"—>R.
Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 4.
Soit F : R — R" une fonction dont chacune des composantes est dérivable, et soit G : R™ — R différentiable.
Alors h : R — R définie par h(t) = G(F(t)) est dérivable et :

h'(¢) = (grad G(F(6)) | F'(1)).

CasF:R>—>R% G:R>>R

Proposition 5.
Soient F : R? — R?, (x,y) — (fl(x, ¥), folx, y)), G :R? > R, (u,v) — G(u,Vv) des fonctions différentiables.
La fonction H=GoF : R> - R, (x,y) — G(F(x y)) est différentiable et :

Loy = L(rey) fl(x )+ 22 (R e ) 22 0x, )
X du
aH _0G af 3fz
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C’est encore une fois la formule Jy(x,y) =Js(F(x,y)) x Jp(x,y), avec :
T, ) =(20y) Bexy)  Jew)=(8wy) )
et o a
[ Fxy) (x y)
hix,y)—-(aﬁ( e aﬁ(x y))

Exemple 12.
Calculer les dérivées partielles de la fonction (x,y) — G(x —y,x +y) ot G : R> — R est une fonction
différentiable.

Solution.
On pose F(x,y) = (x—y,x+y), on note (u,v) les variables de la fonction G et H(x,y) = (Go F)(x,y) =
Gx—y,x+y).
On a donc :
1 -1
TCe)=(FHoon Feon) T =(Fwy) Fwn)  Jy)= (1 . )
Donc : 5 5 5
H G G
S0 = ey xty)+ -y x+y)
du av
OH oG oG
—( ) = —- O —yx+y)+ —(x—y,x+y)
du av

Un autre exemple.

Exemple 13.
Prenons F : R? = R3 et G : R® — R deux fonctions définies par

F(x,y)=(x +y4,y —3x2,2x? —3y) et G(x,y,2)=2xy—3(x+2).

Calculer les dérivées partielles de la fonction H =G o F.

Solution.
» Tout d’abord, on note que H est une fonction de deux variables a valeurs réelles, c’est-a-dire H : R> — R.
Pour calculer & a et , il suffit de calculer la matrice jacobienne de H.
e La formule de la matrlce jacobienne d’'une composée s’écrit :

JH(X,}’) :JG(F(X’y)) XJF(X:J’)-

e Ona
1 4y3
Jy(x,y)= (g—g(x,y) %(x,y)) Jo(x,y,2)= (2y -3 2x —3) Jp(x,y)=|—-6x 1
4x -3

e On en déduit que
Jo(F(x,y) =(2(y —3x?)—3 2(x+y* -3).
» On obtient g—f(x, y) comme la premiere composante de Jy(x,y) :
—H(x,y) =1-(2(y —3x*)—3)—6x-(2(x + y")) +4x - (—3) =—12xy* —18x* + 2y —12x —3

A vous de faire le calcul de & aH !

Mini-exercices.
1. Calculer de deux fagons différentes la dérivée de la fonction t — G(sint,e"), ou G(x,y) = <. Méme

question avec t — G(t +1,t2, 1) et G(x,y,2) = x% + [/Vz.

X
y

2. Exprimer les dérivées partielles de (x, y) — G(x? — y3,In(x) — y) en fonction des dérivées partielles
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de G : R? - R. Méme question avec (x,y,z) — G(x + y%,2y —z,xz) et G : R® > R.

3. Soit G : R? — R? définie par G(x,y) = (%, In(x + y)). Calculer la matrice jacobienne de la fonction
définie par (x,y)— G(ax + by,cx +dy), oua,b,c,d € R sont des constantes.

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval, Vianney Combet et Barbara Tumpach.



Gradient — Théoreme
des accroissements finis

Le calcul différentiel s’applique au calcul des équations des tangentes aux courbes et des plans tangents aux
surfaces. Il permet aussi d’approcher les fonctions de plusieurs variables par des formules linéaires.

1. Gradient

Le gradient est un vecteur dont les coordonnées sont les dérivées partielles. Il est tres important en physique
et a des nombreuses applications géométriques, car il indique la direction perpendiculaire aux courbes et
surfaces.

1.1. Rappel de la définition

Définition 1.
Soit f : R"™ — R une fonction admettant des dérivées partielles. Le en x = (xq,...,x,) €R",
noté grad f (x), est le vecteur

of
8_x1(x)
gradf(x)=| :
0
L)

dx,

Les physiciens notent souvent V f (x) pour grad f (x). Le symbole V se lit « nabla ».

Pour une fonction f (x, y) de deux variables, au point (xg, y,), on a donc

af

a—(xo,)’o)
grad f (xo, yo) = 0
a—(xo;J’o)
y
Exemple 1.
. 9. 3 2xy? . 4
e Sif(x,y)=x“y” alors grad f(x,y) = 3x%y2 )’ Au point (xg, yy) =(2,1),ona grad f(2,1) = 1)
2x sin(yz)
e Sif(x,y,2z)=x?sin(yz) alors grad f(x, y,z) = | x?zcos(yz)
x2y cos(yz)
2xq
o Sif(xy,...,%,) =x%+x§+~--+x% alors grad f (x1,...,x,) =

2x,
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Remarque.

Le gradient est un élément de R" écrit comme un vecteur colonne. C’est la transposée de la matrice jacobienne
qui est ici un vecteur ligne. Parfois, pour alléger I'écriture, on peut aussi écrire le gradient sous la forme
d’un vecteur ligne.

1.2. Rappel du lien avec la différentielle

Lien avec la différentielle.

Le gradient est une autre écriture possible de la différentielle. Si f est différentiable en x € R" et si h € R",
alors :

df (x)(h) = (grad f (x) | h)

olt (- | -) désigne le produit scalaire. Pour f : R? — R et (xy, yo), (h, k) € R?, cela s'écrit :

4F (o, o), K) = (grad f (e, 30) | (1)) = h S (x0,10) + K2 (0, 0)
x y

La différentielle df (x) est une application linéaire de R™ dans R et grad f (x) est la transposée de sa matrice

dans la base canonique. On pourrait donc aussi écrire le produit de matrices df (x)(h) = grad f (x)” - h.

Lien avec la dérivée directionnelle.

Si f est différentiable en x € R" et si v € R", alors :

D,f(x)=df (x)(v) = (grad f (x) | v).

1.3. Tangentes aux lignes de niveau
Soit f : R? — R une fonction différentiable et soit k € R. On considére les lignes de niveau f(x,y) = k,
c’est-a-dire 'ensemble des (x, y) € R? qui vérifient 'équation f(x,y) = k.

Proposition 1.
Le vecteur gradient grad f (xg, y,) est orthogonal a la ligne de niveau de f passant au point (xq, ¥g)-

Sur ce premier dessin, vous avez (en rouge) la ligne de niveau passant par le point (x, yo). En ce point est
dessiné (en vert) un vecteur tangent v et la tangente a la ligne de niveau. Le vecteur gradient (en bleu) est
orthogonal a la ligne de niveau en ce point.
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grad f(xg, ¥o)

(an Yo

En chaque point du plan part un vecteur gradient. Ce vecteur gradient est orthogonal a la ligne de niveau

passant par ce point.

Précisons la notion de tangente :

N

« On se place en un point (x,, yo) ou les deux dérivées partielles ne s’annulent pas en méme temps, c’est-a-
dire grad f (xg, yo) n’est pas le vecteur nul. Considérons ¥, la ligne de niveau de f qui passe par ce point
(xg,Yo)- Le théoreme des fonctions implicites (qui sera vu plus tard) montre qu’il est possible de trouver
une paramétrisation de % au voisinage de (xg, yy). Notons v : [—1,1] = R2, t — y(t) = (y1(t), 75(t))

cette paramétrisation, en supposant que y(0) =
La
le vecteur dérivé y'(0) = (y7(0),y5(0)).
(ou

Un vecteur v est sivne

(XO’ yO)

a la courbe 6 en (xg, yy) est la droite passant par le point (x,, y,) et de vecteur directeur

st pas nul) a la courbe 6 en (xy, y,) s'il est orthogonal

a la tangente en ce point, cest-a-dire si (v | y/(0)) = 0.

On peut maintenant prouver la proposition.



GRADIENT — THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 1. GRADIENT 52

Démonstration. Notons k = f(xg,yy)- Alors € est la ligne de niveau f(x,y) = k. Dire que y(t) est une
paramétrisation de ¢ (autour de (xg, o)), c'est exactement dire que :

vee[-1,1]  f(y(D)=k
Comme f oy est une fonction constante, alors sa dérivée est nulle. La formule de la différentielle d'une
composition s’écrit
Jr(r(t)) xJ, () =0
et donc ici

71 (6)
(e Zan)x (yi (t)) =o.

En t = 0, on trouve exactement

(grad f (xo, ¥0) | ¥'(0)) =0,
ce qui signifie que le gradient est orthogonal au vecteur tangent. O

Dans la pratique, c’est 'équation de la tangente qui nous intéresse :

Proposition 2.
L’équation de la tangente a la ligne de niveau de f en (xg, y,) est

L (0 7)o = x0) + 2 (g, 70)y = 70) =0
x y

pourvu que le gradient de f en ce point ne soit pas le vecteur nul.

Démonstration. C’est 'équation de la droite dont un vecteur normal est grad f (x, yo) et qui passe par

(x0, ¥o)- O
Exemple 2 (Tangente a une ellipse).
2
Trouvons les tangentes a I'ellipse & d’équation ’;—2 + Jb’—z =1 (aveca, b > 0).
Y

grad f (xo, yo)

bsintr---=—=-==-=5-
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 Par les lignes de niveau. ,
2
Cette ellipse & est la ligne de niveau f(x, y) =1 de la fonction f (x, y) = E—z + %. Les dérivées partielles
de f sont :

7 f 2xg f

2y
(xo,J’o) = a_ (Xo,}’o) =2

b2
Donc I’équation de la tangente a I'ellipse & en un de ces points (x, yq) est

20 —xp) + 22y — y0) =0.

Y

yo _ X
Mais cornme + =1 alors I'équation de la tangente se simplifie en —x + 5

0

2y = 1.

o Par une parametrlsatlon.
Une autre approche est de paramétrer l'ellipse & par y(t) = (acost,bsint), t € [0,27[. Le vecteur
dérivé étant y'(t) = (—asint, bcost), la tangente en y(t) est dirigée par le vecteur (—b cost,—asint).

L’équation de la tangente en y(t) est donc
—bcost(x —acost)—asint(y —bsint) =0

En posant x, = acost et y, = bsint, on retrouve ’équation ci-dessus.

Exemple 3.
Soit f(x,y) = x® — y? — x. Nous allons calculer I'équation des tangentes aux courbes de niveau de f.

] 3x2—1
« Calcul du gradient. grad f (x,y)=| 2y )
» Points ol le gradient s’annule P, = (—‘/—§ O) P, = ( ‘/Tg, O).

On calcule f(P;) = f(PZ) =273 Ainsi P; est sur la ligne de niveau f(x,y) = +2‘/_

celle f(x,y) = —%.
+ Equation de la tangente. En dehors de ces deux points, les courbes de niveau ont une tangente. Au
point (xq, ¥o), '’équation est

et P, sur

(3x2 —1)(x —x0) —2yo(y —x¢) =0

Voici quelques lignes de niveau de f. Le point P; est le point isolé du niveau rouge et il n’y a pas de tangente
en ce point. Le point P, est le point double du niveau vert et il n’y a pas de tangente en ce point (en fait on
pourrait dire qu’il y a deux tangentes).
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1.4. Lignes de plus forte pente

Considérons les lignes de niveau f (x, y) = k d’une fonction f : R? — R. On se place en un point (xg, yo).
On cherche dans quelle direction se déplacer pour augmenter le plus vite la valeur de f.

Proposition 3.
Le vecteur gradient grad f (xg, yo) indique la direction de plus forte pente a partir du point (xg, Yo)-

Autrement dit, si 'on veut passer le plus vite possible du niveau a a un niveau b > a, a partir d’'un point donné
(x9, Yo) de niveau f (xg, yg) = a, alors il faut démarrer en suivant la direction du gradient grad f (xg, Yo)-

4

f=b

grad f (xo, ¥o)

(XOr.yO)

Comme illustration, un skieur voulant aller vite choisit la plus forte pente descendante en un point de la
montagne : c’est la direction opposée au gradient.
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Démonstration. La dérivée suivant le vecteur non nul v au point (x,, y,) décrit la variation de f autour de
ce point lorsqu’on se déplace dans la direction v. La direction selon laquelle la croissance est la plus forte
est celle du gradient de f. En effet, on a

D, f (xo, yo) = (grad f (xo, ¥o) | v) = lI grad f (x, yo)ll - Iv]| - cos 6

ou 0 est 'angle entre le vecteur grad f (xg, yo) et le vecteur v. Le maximum est atteint lorsque I'angle 6 est
nul, c’est-a-dire lorsque v pointe dans la méme direction que grad f (xg, ¥g)- O

1.5. Surfaces de niveau

On a des résultats similaires pour les surfaces de niveau f (x, y,z) = k d’'une fonction f différentiable.
Rappelons que le plan de R® passant par (x, Yo, %) et de vecteur normal n = (a, b,c) a pour équation
cartésienne : a(x —xg) + b(y — yo) + c(z —23) = 0.

De méme qu'’il existe une droite tangente a une ligne de niveau, il existe un plan tangent a une surface de
niveau.

Proposition 4.
Le vecteur gradient grad f (x, Yo, %) est orthogonal a la surface de niveau de f passant au point (xy, Yo, 20)-
Autrement dit, U'équation du plan tangent a la surface de niveau de f en (xg, yo,%g) est

of of of
E(x01y0>20)(x —Xxo) + E(Xoa}'o,zo)(y —Yo)+ E(xo,J’o,Zo)(z —20)=0

pourvu que le gradient de f en ce point ne soit pas le vecteur nul.

grad f(xO) yO:ZO)

x,y,2)=k

Plus généralement, pour f : R" — R, grad f (x,) est orthogonal a 'espace tangent a 'hypersurface de niveau
f(x) = k passant par le point x, € R".

Exemple 4.

Pour quelles valeurs de k la surface de niveau x? + y? — 22 = k admet-elle un plan tangent horizontal
(C’est-a-dire paralléle au plan (z = 0)) ?

Solution. On pose f(x,y,z) = x? + y? — 2.
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2x
Calcul du gradient. grad f (x,y,z) =| 2y
—2z
Gradient nul. Le gradient est le vecteur nul uniquement au point (0, 0,0), donc au niveau k = 0. En ce
point, il n’y a pas de plan tangent.
Plan tangent horizontal. Le plan tangent est horizontal exactement lorsque le gradient est un vecteur
colinéaire a (%) (et n’est pas le vecteur nul). Il faut donc g—{c =0et Z—J;, =0, ce qui implique ici x =0 et
y=0.
Analyse. En un tel point (0,0,z), on a f(x, y,z) = —z2, donc le niveau k est strictement négatif.
Synthese. Réciproquement, étant donné k < 0, alors aux points (0, O, ++/1k|), le vecteur gradient est
vertical, donc le plan tangent est horizontal.
Conclusion.
— Pour k > 0, il n’y a pas de plan tangent horizontal. La surface f (x, y,z) = k est un hyperboloide a
une nappe.
— Pour k = 0, il n’y a pas de plan tangent horizontal. Le point (0,0,0) est singulier. La surface
f(x,y,z) =0 est un cone.
— Pour k < 0, il y a deux points ayant un plan tangent horizontal. La surface f(x,y,z) = k est un
hyperboloide a deux nappes.

De gauche a droite : 'hyperboloide a une nappe, le cone, I’hyperboloide a deux nappes.

Les trois surfaces ensemble, comme des surfaces de niveau de f (avec une découpe pour voir l'intérieur).
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1.6. Plan tangent au graphe d’une fonction

Soit f : U ¢ R? — R différentiable. On s’intéresse maintenant au graphe de f. Rappelons que c’est la surface

Y = {(x,y,z) eER®|(x,y)eUetz =f(x,y)}.

Attention! Il ne faut pas confondre le graphe d’une fonction f : R> — R avec les surfaces de niveau de
fonctions f : R® = R.

Proposition 5.
Soit f : U € R? — R différentiable. Soit (xo,y,) € U et soit My = (x¢, Yo, f (X0, ¥o)) un point du graphe
Y de f. Le plan tangent au graphe % en M, a pour équation :

0 d
2= £ (o, Y0)+ Z (0, Y0)0x = x0) + S 30)y = 30)

Zp e

y

¢
(x0, Yo)

Démonstration. On introduit la fonction F définie par F(x,y,z) =2 — f(x,y), pour tout (x,y,z) € U x R.
Le graphe de f est la surface ¥; = {(x,y,2) € U xR | F(x, y,z) = 0}. Ainsi, ¥; est aussi une surface de

niveau de F. On calcule :
2] d
grad Fx,,2) =~ (6, 0),~ 2 (1,01
dx oy

Notez que ce vecteur n’est jamais nul et donc une équation du plan tangent en (xq, Ygo,%g) €St :

d d
L 0,006 =x0) + 20,300 = 70) = =20) = 0

ol on a noté z, = f (xq, ¥o)- O

Exemple 5.
Soit f(x,y) = 3x%—2y3.

1. Trouver I'équation du plan tangent au graphe de f au-dessus de (xg, Yo)-

of

On a %(x,y) = 6x, H(x,y) = —6y2. Donc I'équation du plan tangent au point (xq, Yo, f (X0, ¥o)) est :

2 = 3x2 —2y3 + 6x0(x — x) — 6y2(¥ — ¥o)
ou encore

6x0x—6ygy—z = 3x§ —4y3.
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2. Application. Trouver 'équation du plan &, tangent au-dessus du point (x, yo) = (1, 2).

On pose 25 = f(xg,Y9) = —13. L’équation est alors z = —13 + 6(x — 1) — 24(y — 2), autrement dit
6x —24y —z =—29.

3. Trouver les points pour lesquels le plan tangent est paralléle a %,.

On cherche un point (x;, y;) qui vérifie (6, —24,—1) = (6x4, —6y12, —1) et (xq, 1) # (xg, Yo)- On trouve
comme seul autre point (x;,y;) = (1,—2).

Mini-exercices.

1.

Calculer le gradient en tout point de la fonction définie par f(x,y) = xe”. Méme question pour
fx,y,2)=x2y3z* puis f(xq,...,x,) = \/xf + -+ x2.

. Calculer le gradient de f(x,y) = In(x + y?) en tout point (xq,Y,). Exprimer la différentielle

df (xg, yo)(h, k). Calculer la dérivée directionnelle de f en (xg, yo) = (1,2) le long du vecteur (2, 3).

Soient f, g : R"™ — R. Montrer que grad(f + g)(x) = grad f (x) + grad g(x). Que vaut grad(A - f )(x)
(ouAeR)?

. Trouver f : R" — Ret x,y € R" tels que grad f (x + y) n’est pas égal a grad f (x)+ grad f (y). Trouver

f:R" >R, x €R" et A €R tels que grad f (A - x) n’est pas égal a A - grad f (x).

. Soit I'hyperbole s d’équation x?— y? = 1. Dessiner .. Calculer 'équation cartésienne de la tangente

en un point (xq, yo) € #. Trouver les points de 7 ol la tangente est colinéaire au vecteur (2, 1).

Trouver les points de la surface d’équation x? — y?z = 0 ot le gradient s’annule. Calculer I'équation
du plan tangent en dehors de ces points.

Soit f(x,y) = In(x + y?2). Trouver I'équation du plan tangent au graphe de f au-dessus du point
(—2,3).

2. Calcul d’incertitudes

Pour les fonctions d’'une variable, la dérivée permet de calculer un développement limité a I'ordre 1 et
donc d’approcher une fonction autour d’'un point par une formule linéaire. Pour les fonctions de plusieurs
variables, nous avons besoin des dérivées partielles pour obtenir une formule linéaire.

2.1. Calcul approché

Motivation : comment estimer la valeur 4/ 1,01 sans calculatrice ? On pose f (x) = 4/x. Le développement
limité en 1 s’écrit f(1+h) ~ f(1) + hf’(1). Dans ce cas, on obtient :

\/1+hzl+g.

Cela donne l'estimation 4/1,01 ~ 1,005 (au lieu de 4/1,01 =1,00498...).

Géométriquement, la tangente au graphe de f en 1 donne une bonne approximation des valeurs de f autour
de ce point.



GRADIENT — THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 2. CALCUL D’INCERTITUDES 59

e
S

Ju—

ﬂ
Nous allons voir ’'analogue pour les fonctions de deux variables.
Si f est différentiable au point A = (x, yo), alors

f(xo+h,yo +k) = f(xo,¥0) +df (x0,¥0)(h, k) + o(V h* + k2).

On propose alors comme approximation de f (xy+h, yo+k) la quantité f (xg, yo)+df (xg, Yo)(h, k), appelée
approximation linéaire, c'est-a-dire :

0 d
fxo+h,yo+k) =~ f(xg,¥0) + ha—f(xoa.)’o) + ka—f(xod’o)
X Y

C’est une approximation qui est valable pour h et k petits.

Linterprétation géométrique est la suivante : on approche le graphe de f en (xg, y,) par le plan tangent
au graphe en ce point. Sur la figure ci-dessous sont représentés : le graphe de f (en rouge), le plan
tangent au-dessus du point (xg, ¥o) (en bleu). La valeur z; = f (xo + h, yo + k) est la valeur exacte donnée
par le point de la surface au-dessus de (xy + h, yo + k). On approche cette valeur par la valeur z, =
f(xg,y0)+ hg—{c(xo, Yo) + kg—f,(xo, ¥o) donnée par le point du plan tangent au-dessus de (x, + h, yo + k).

z

! | y

[}
(XO:.yO)
(xo+h,yo+k)
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Exemple 6.
Valeur approchée de f(1,002;0,997) si f(x,y) = x2y.

Solution. Ici, on a (xg, yo) = (1,1),h=2x 1073, k =—3 x 1073, g—{c =2xYy, g—f, = x2, donc g—{((xo,yo) =2,
g—{((xo,_yo) = 1. Ainsi, on a
f(A+h1+k)~f(1,1)+2h+k
et donc
£(1,002;0,997)~1+2x2x 10> =3 x 107> =1,001.
Avec une calculatrice, on trouve f(1,002;0,997) = 1,000991988 : 'approximation est bonne.

Exemple 7.
Deux résistances R; et R, sont connectées en parallele. La résistance totale R du circuit est donnée par la
formule

1 1 1

—=—4—.

R R, R,

La résistance R; vaut environ 1; R, vaut environ 2 (en kilo-ohms). Ecrire 'approximation linéaire corres-
pondante, puis donner une valeur approchée de R lorsque Ry = 1,01 et R, = 1,98.

Solution. Notons f(x,y) = lil = %, de sorte que R = f(R;,R,). Par exemple, siR; =1 et R, =2, on
trouwve R=0,6666...
On calcule

7 2 %} x?

Soypy=—L e L=

dx (x+y) oy (x+y)

3 3
Posons (X, o) = (1,2). On a f (xo, o) = %; %(XanO) = 3, %(Xod’o) = %-

Lapproximation linéaire de f au voisinage de (x, y,) s'écrit
2 4 1
f(Q+h2+k)~—+—-h+—k.
3 9 9

Avec h=0,01 et k =—0,02, on obtient f(1,01;1,98) ~ 0,6689.

2.2. Calcul d’incertitudes

Soit f(x,y) une grandeur qui dépend de deux mesures x et y. La valeur de x est proche d’une valeur fixe
X, mais n’est connue qu'a une incertitude pres, c’est-a-dire x € [xy — Ax, xy + Ax] ot Ax est un nombre
réel positif, appelé I sur x. De méme, y € [yo— Ay, yo +Ay].

Quelle va étre I'erreur commise en approchant f (x, y) par f(xg, Yo)?

On note (x,y) = (xg+h, yy+ k). On a alors

5} d e, d
|f(xo+h,J’0+k)—f(X0,J’0)| o h—f(xo,y0)+k—f(x0,y0) < Ax —f(XO:J’o) +Ay —f(xo,)’o) .
dx oy ox oy
On obtient ainsi une majoration de I of :
0 e,
6f < Ax —f(xo,)’o) +Ay —f(xo,J/o)
dx dy

Exemple 8.
Une usine produit des cylindres de rayon r =2+ 0,1 et de hauteur h = 10 £ 0, 2. Quelle est l'incertitude
estimée sur le volume du cylindre ?

Solution. Le volume est donné par la formule V(r,h) = wr2h. On pose ry = 2, Ar = 0,1, hy = 10, Ah =0, 2.
Ainsi I'incertitude estimée vérifie

av

——(ro,ho)
r

oV <A
"3

ov
+Ah‘ﬁ(ro;ho)
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On a ‘Z—‘: =27rh et %—X =nr?, doncici: 6V < 0,1 x40 + 0,2 x 47 = 4,87 ~ 15. Le volume sans erreur

est Vo = V(rp,hg) = 407 ~ 126. Au vu de notre estimation de I'incertitude, on écrit
V(r,h) = 126 + 15.

Remarque.

.. . . . 0.1 . . .
Sur cet exemple, r est ici connu avec une incertitude relative % = == = 5%, et pour h I'incertitude relative

est %—: = % = 2%. U'estimation de l'incertitude relative du volume est % ~ % ~ 12%. Lerreur relative

du volume est donc bien plus élevée que les erreurs relatives sur r et h.

Remarque.
La formule de I'incertitude est seulement une estimation. Pour une majoration exacte de l'erreur, il faut
utiliser le théoréme ou I'inégalité des accroissements finis.

Mini-exercices.

1. Donner 'approximation linéaire de y2e* en x, = 1 et yo, = 2. Sans calculatrice, en déduire une valeur
approchée de (1,99)%e%3. Faire le méme travail pour %. On admettra que e ~ 2,718 et

In(20) ~ 2, 996.

2. La tension U, la résistance R et l'intensité I sont reliées par la loi ’Ohm U = RI. Ecrire 'approximation
linéaire de la résistance, pour U, = 120 et [, = 1. Estimer la résistance lorsque U =118 et [ =0, 9.
Estimer I'erreur commise lorsque 'on approche la résistance R par Ry = U, /I, pour U € [118,122] et
1€[0,9;1,1].

3. Soit f(x,y) = v/x2 + y2. Ecrire I'approximation linéaire pour f (x, y) autour de (x,, yo) = (4,3). Pour
x connu avec une incertitude relative de 5% autour de x,, et y connu avec une incertitude relative
de 10% autour de y,, estimer I'erreur relative commise lorsque 'on approche f (x, y) par f (xg, Yo)-

3. Théoreme des accroissements finis

Le théoreme des accroissements finis est une facon exacte de mesurer I'écart entre deux valeurs de f. On
peut aussi en tirer des inégalités. Cette section est beaucoup plus théorique que le reste du chapitre et peut
étre passée lors d’une premiére lecture.

3.1. Théoréme des accroissements finis en une variable (rappel)

Théoréme 1 (Théoréme des accroissements finis en une variable).
Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, ou a < b. Il existe c €]a, b[ tel que

fB)—fl@)=f(c)b—a).

On renvoie au cours de premiére année pour la preuve.

3.2. Théoreme des accroissements finis en deux variables

Théoréme 2 (Théoréme des accroissements finis en deux variables).
Soit f : U — R une fonction de classe €* sur un ouvert U C R?. Soient a, b deux points de U. Si le segment
La, b] est inclus dans U, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b)—f(a)=(gradf(c)| b—a).

Enoncé ainsi, le théoréme est valable aussi pour U C R"; en plus, en se souvenant que la différentielle
s’exprime a l'aide du gradient df (c)(h) = (grad f(c) | h), on obtient une reformulation similaire au cas
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d’une variable :

f(b)—=f(a)=df(c)(b—a)

Revenons au cas de deux variables et a une autre reformulation. Pour 6 € ]0, 1[, on note

a:(xo,)’o), b:(X0+h,y0+k), C:a+9(b—a):(x0+9h,}’0+9k)€]a:b[

et
0
Lo "
grad f(c) = af b—az( )
() k
dy
a= (Xo, yO)
Théoréme 3 (Théoréme des accroissements finis en deux variables).
Soit f : U — R une fonction de classe €' sur un ouvert U C R et soit (xq, Y,) € U. Pour tout (h, k) € R?
tel que (xo+h,yo+k) € U et tel que (xq+ th,yy+ tk) € U pour tout t € [0, 1], il existe 6 €]0, 1] tel que
%, %,
o+, 30+ K) = F (X0, Y0) =hSE o + 8B, 0+ 01+ kS + 01, o + )
Exemple 9.

Soient f(x,y) = e"‘yz, a=(0,0), b=(2,1).
» Le théoréme des accroissements finis nous dit qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que
f(b)—f(a)=(gradf(c) | b—a).
e Ona Z—{( =Y 2, g—f, =—2ye*™Y *. Donc le théoréme des accroissements finis affirme qu'il existe 8 €]0, 1]
tel que
£(2,1)=£(0,0) = (297", —20¢20%") | (2,1)) = 2(1— 0)e**~".

Comme f(2,1)=e et £(0,0) =1, on en déduit qu'il existe 6 tel que e —1 =2(1— 9)629—92_

Démonstration. Soit g : [0,1] — R la fonction définie par

g(t) = f(xo + th, yo + tk).
Alors g = f oy ol y : [0,1] — R? est définie par y(t) = (xq + th, y, + tk). La formule de différentiabilité
d’une composée s’écrit
Jo(£) =J¢(r(t)) x J,(t)

donc ici :

"(t h

0= (Lo Low)= (1) = (Lo Lo )«(})-1ZLoor++Low

2
Par le théoréme des accroissements finis en une variable apphque a la fonction g : [0,1] — R, il existe
0 €]0,1[ tel que g(1)—g(0) = g’(6)(1 —0), Cest-a-dire :

0 d
o+, K) = F (X0, Y0) = hSE o+ 8B, 0+ 01+ kS + 01, o + ),
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ou autrement dit

f(b)—f(a)=(gradf(c) | b—a).

Nous allons voir quelques applications du théoreme des accroissements finis.

3.3. Inégalité des accroissements finis en deux variables

Corollaire 1 (Inégalité des accroissements finis).
Soit f : U — R une fonction de classe € sur un ouvert convexe U C R2. On suppose qu'il existe k > 0 tel
que
YeeU || grad f (c)|| < k.
Alors
Va,beU  |f(b)—f(a)l <klb—all

L’hypothese de convexité permet de s’assurer que tous les points du segment [a, b] appartiennent a U. Le
corollaire est une conséquence immédiate du théoréme des accroissements finis, a 'aide de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz [(x | y)| <Ilx|l - llyl.

Exemple 10.

Soit f(x,y) =sin (’;fTTf) Nous allons utiliser I'inégalité des accroissements finis pour majorer f(x,y) sur

 Soit a =(0,0). Alors f(a) = f(0,0) =0.
« Soitb=(x,y)avecx €[—7,+5]ety€ [—%,+%].

 Calculons les dérivées partielles :

af 1 x+7 of x+7 x+m
—(x,y)= cos —(x,y)=————cos| ——
dx y+1 y+1 dy (y+1)2 y+1
« On majore la valeur absolue du cosinus par 1. Pour x € [—3,+5] et y € [—%, +%], on obtient
of 1 of s+m
Ll —=2  |[Zx|<—2—=6xn
ax Y —1+1 dy Y (—5+1)2

« Ainsi, pour ces (x,y), on a || grad f (x, y)|| < /22 + (6m)2 = 24/1 +972. On note k = 24/1+ 9712 et
alors || grad f (x, )|l < k, pour (x,y) € [=5,+5]x [=3,+3].
» L'inégalité des accroissements finis s’écrit

If (B)— f(a)l <Kl[b—all.
1

Ici, b—a = (x,y) et f(a) = 0. Alors, pour tout (x,y) € [—5,+5] X [—%, +5],ona
|f G, Yl < Kl Cx, Y)I,

. (x+n)
sin
y+1

cest-a-dire

<2\/1+9n2\/x2+y2.
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3.4. Fonctions dont la difféerentielle est nulle

Il est clair que pour une fonction constante, ses dérivées partielles sont partout nulles. La réciproque est
vraie sur un ensemble connexe.

Corollaire 2.
Soit f : U — R de classe 6, ott U est un ouvert connexe de R2. Si grad f(x,y) = (0,0) pour tout
(x,y) €U, alors f est constante sur U.

Dans la pratique, pour f : R? — R qui vérifie grad f (x, y) = (0, 0) pour tout (x, y), on écrit :
e comme %(x,y) =0, alors f ne dépend pas de la variable x, c’est-a-dire f(x,y)=g(y)ou g: R > R;
e mais comme en plus g—f,(x,y) =0, alors g’(y) =0, donc f(x,y) = g(y) = cst.

Démonstration. Par le théoreme des accroissements finis, si V est une boule ouverte incluse dans U alors,
pour tous a,b € V, f(b) = f(a), car grad f(c) = 0 pour tous ¢ € [a,b] C V c U. La fonction f est donc
localement constante, c’est-a-dire constante dans un voisinage de chaque point.

Sur un ensemble connexe, une fonction localement constante est constante. C’est une propriété purement
topologique des ensembles connexes. Voici une preuve. Fixons a € U et z, = f(a). Notons V; = f *({z,}) =
{b € U| f(b) = z,}. Par le premier paragraphe de cette preuve, V; est un ensemble ouvert. Notons
Vo= fY(R\ {25}). Comme f est une fonction continue, alors I'image réciproque d’un ouvert est un ouvert,
donc V, est un ouvert. Il est clair que U = V; UV, et que V; et V, sont disjoints. Comme U est connexe et
que V; n’est pas vide (car a € V;) alors V, est vide, donc U = V] et, pour tout b € U, f(b) = z,. O

Mini-exercices.

1. Soient f(x,y) = x+ y?, a=(0,0), b = (h, k). Appliquer le théoréme des accroissement finis entre a
et b. Trouver explicitement la valeur de 6 € ]0, 1[ (ou bien le point ¢ € ]a, b[) du théoréme.

2. Soit f(x,y) =In(1 + x2 — y). Trouver une constante k telle que |f (x,y)| < k+/x2 + y2 pour tout
(x,y) €[5, +3]1x[—3,+35].

3. Trouver toutes les fonctions f : R? — R telles que grad f(x, y) = (1,—1) pour tout (x, y) € R2.

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval et Vianney Combet.



Difféomorphismes

1. Difféomorphismes

1.1. Définition

Les applications de R"” dans R" qui sont bijectives et de classe 6! ainsi que leur réciproque sont utilisées
comme changements de variables. On les appelle des difféomorphismes.

Définition 1.

Soient U et V deux ouverts de R" et  : U — V. On dit que $ est un Si:

1. & est une bijection de U sur V,

2. ® est de classe 6! sur U, cest-a-dire différentiable sur U, de différentielle continue,

3. et ! est de classe ¢! sur V.

Remarque : on peut étre plus précis en parlant d'un %!-difféomorphisme.
Exemple 1.

1. f :]0,+00[—]0,+00[ avec f(x) = x> est un difféomorphisme. Son inverse est f ! : R — R définie par
1
F71(x)=x3. f et f~! sont bien des applications de classe €.

2. Un exemple fondamental qu’on développera dans ce chapitre est le passage en coordonnées polaires : on
remplace les coordonnées cartésiennes (x, y) par les coordonnées polaires (r, ). Il faut exclure certaines
parties du plan afin d’obtenir un difféomorphisme. Soit U = {(r,0) € R? | r > 0et0 < 0 < 27} et
V =R2\ (R, x {0}). Alors & : U — V défini par

®(r,0)=(rcos,rsinf)

est un difffomorphisme. Trouver son inverse revient a exprimer les coordonnées polaires (r,6) en
fonction des coordonnées cartésiennes (x, y).

A‘y

(x, )

0] X
\_/ demi-droite

exclue de V
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1.2. Difféomorphisme et jacobienne

Du théoreme donnant la matrice jacobienne d’'une composée découle que les matrices jacobiennes de ® et
&1 sont inverses 'une de l'autre.

Soient U et V deux ouverts de R" et ® : U — V. Soient x € U et y = &(x) € V. Notons Jz(x) la matrice
jacobienne de @ en x et Jy-1(y) la matrice jacobienne de ®! en y. Ce sont des matrices carrées n x n.

Proposition 1.

Jo-1(y) = (s ()™

Comme on I'a dit : la matrice jacobienne de I'inverse est I'inverse de la matrice jacobienne !

Démonstration. Notons J = Jg(x), y = ®(x), ¥ =& ! et K = Jy(y). Comme V¥ est I'inverse de & alors :
(Tod)(x)=x.
On applique la formule de la composition des jacobiennes :
Jyop(x) = Jy(@(x)) X Jp(x).

Lapplication ¥ o ¢ est I'identité, donc sa matrice jacobienne est la matrice identité : Jy.4(x) = I. Quant au
terme de droite, c’est exactement K x J. Ainsi KJ =1 et donc K =J L. O

Exemple 2 (Cas d’une variable).

Soit f : I — J une fonction d’une variable ot I et J sont des intervalles ouverts de R. On suppose que f
est une fonction de classe 6, bijective et que la dérivée de f ne s’annule pas sur I. Alors, pour y € J, on
retrouve la formule connue :

/ 1
Y= :
( ) f/(x)
Rappelons que, pour une fonction d’une variable, la matrice jacobienne J¢(x) est la matrice 1 x 1 avec
pour seul coefficient f’(x). Par exemple, pour f(x) = sin(x) en xo = 3, on sait que y, = sin(3) = ‘/75

et f'(x) = cos(3) = % La bijection réciproque est f~*(y) = arcsin(y), et on peut calculer arcsin’ (‘/7§)
directement :
1

—_— =2
sin’(x)

3
arcsin’ (g) = arcsin’(y,) =

Exemple 3.
Soit F : R? — R? définie par F(x,y)=(x —yz,y +1).

1. Matrice jacobienne de F. Notons f;(x,y) = x — y? et f,(x,y) =y + 1. Alors la matrice jacobienne de F

est :

9fi 9h

5 3v 1 —2y

oo,y =\ 85 & |=
% 2 0o 1
X dy
2. Inverse de F. Notons F(x,y) = (X,Y). Alors F est bijective et son inverse est F1(X,Y) = G(X,Y) =

(X + (Y —1)2,Y —1) : a vous de vérifier quon a bien (G o F)(x,y) = (x,y) et (Fo G)(X,Y) = (X,Y).

3. Matrice jacobienne de F~'. Par la formule G(X,Y) = (g,(X,Y), g,(X,Y)) définissant I'inverse, on a

directement :
g1 g
==L ==l 1 2(Y—1)
X 9y
4. Matrice jacobienne de F ~1 (encore). Une autre facon d’obtenir la matrice jacobienne de F —1 est de d’abord

calculer l'inverse de J(x, y) (qui est inversible car de déterminant 1) puis on applique la proposition 1,
en se souvenant que F(x,y)=(X,Y)avecY =y +1letdoncy =Y —1:
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T (X, Y) = (Jp(x, ) = ((1) +iy) - ((1) 2(Y1_ 1))

On retrouve le résultat précédent.

1.3. Déterminant jacobien

Pour un difféomorphisme, le déterminant de la matrice jacobienne joue un role particulier.
On appelle de ®, en x € U, le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ en x :

det(Jp(x)).

Il est clair que le déterminant jacobien d’un difféomorphisme ne s’annule pas, puisque la matrice jacobienne
est inversible. La réciproque sera donnée par le théoreme d’inversion locale.

Mini-exercices.

1. Soit® : R" — R" une application linéaire, de matrice A inversible. Monter que ® est un difféomorphisme
(on sait qu’une application linéaire est continue). Quelle est la matrice de & ? Et celle de 1 ?

2. Le changement de coordonnées cylindriques est le changement de variables (x,y,z) =
(rcos@,rsinf,z). On se limite ici au domaine U défini par r > 0, 6 € [0,%Z], z € R. Calculer
I’ensemble V des (x, y,z) correspondants. On définit  : U — V par (r, 0,2) — (x, y,2). Montrer que
® est un difféomorphisme. Calculer sa matrice jacobienne et le déterminant jacobien. Calculer la
matrice jacobienne de 7.

2. Théoreme d’inversion locale

Le théoreme d’inversion locale et celui d’inversion globale permettent de montrer qu'une application est un
difféomorphisme.

2.1. Théoreme d’inversion locale

Théoréme 1 (Théoréme d’inversion locale).
Soient U et V deux ouvertsde R" et ® : U —» V. Soit x € U. Si :

1. &:U — V est de classe €1,
2. et si la matrice jacobienne Jg(x) est inversible,

alors ® est localement inversible, c’est-a-dire il existe un ouvert U, contenant x et un ouvert V, contenant
Y = ®(x) tels que & : U, — V|, soit un difféomorphisme.

Nous admettons ce théoreme dont la preuve est assez technique.

On obtient deux autres formulations équivalentes, si on remplace la condition 2. par la condition :
2’. le déterminant jacobien detJg(x) est non nul,

ou, si on préfere le langage des différentielles :
2”, la différentielle dF(x) : R™ — R" est une application linéaire inversible.

Conclusion : on sait qu'une application linéaire L : R" — R" est inversible si le déterminant de la matrice A
associée est non nul. Le théoréme d’inversion locale est donc une extension puissante de ce résultat pour
une application non linéaire : si le déterminant jacobien est non nul alors 'application est (localement)
inversible.
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2.2. Théoréeme d’inversion globale

Le théoréme d’inversion globale est encore plus intéressant car il conduit a une fonction qui est partout un
difféomorphisme.

Théoréme 2 (Théoreme d’inversion globale).
Soient U et V deux ouverts de R" et ® : U —» V. Si :

1. ®:U — V est de classe €,
2. ®:U — V est bijective,
3. et le déterminant jacobien detJg(x) est non nul, pour tout x € U,

alors ® : U — V est un difféomorphisme.

C’est une application du théoreme d’inversion locale en tout point de I’ensemble de définition.

2.3. Exemple

Les passages en coordonnées polaires, cylindriques ou sphériques sont tres souvent utilisés. Détaillons le
premier qui consiste a remplacer les coordonnées cartésiennes (x, y) d’un point du plan par le module r et
l'argument 8 du point dans le plan complexe.
Coordonnées polaires.

o Définition de ®.

® : U=]0,+00[x]0,2n[ — V=R2\ (R, x{0})

(r,0) — (x,y)=(rcosf,rsinf)
Clairement,  est une application de classe €.
Y
A 9 (X, }’)
0=2m
\%4
6=mn T U r
0=0 % - 0
r=0 r=10 N
0 X
\_/ demi-droite
exclue de V

o Inverse de ®. Il s’agit d’exprimer (r, 0) en fonction de (x, y). On sait x2 + y? =r? donc r = /x2 + y2.
On note O €]0, 2x[ I'angle entre 'axe des abscisses et le point (x, y). Il est défini de maniére unique (et
pourrait étre déterminé par des formules : par exemple, 6 = arctan(%) pour x >0, y > 0).

Linverse de ® est alors ! : V — U défini par ®'(x, y) = (r, 0).
e Matrice jacobienne de ®.
a(ré:c;se) a(racgse) cos® —rsinf
Ja(r,0) = a(raSirne) a(r;gle) - (sin@ r cos 6 )

o Déterminant jacobien de ®.

detJy(r, 0) = det (Zf’s 0 —rsin6

=rcos®0 +rsin’0 =r
in@ rcosB

o Théoréme d’inversion locale. Comme r > 0 sur U, le déterminant jacobien ne s’annule jamais donc, dans
un voisinage de chaque point (1, 6) € U, ® est localement un difféomorphisme. Ainsi, ¢ est inversible
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(on l'avait déja dit), mais en plus ® ! est de classe 6! (on ne le savait pas car on n’avait pas explicité
o).

» Théoréme d’inversion globale. On peut faire mieux en appliquant le théoreme d’inversion globale (vérifier
les hypotheses!) : & : U — V est un difféomorphisme. On retrouve que ® est inversible d’inverse de
classe €' sur V.

e Matrice jacobienne de ®*.

y
rcos@ rsin6 W /2
Joa(ey)= (J(b(r 0)) ( sinf  cos® ) ( x2+y2 x2-J}C—y2_

ol on a utilisé x =rcosf, y =rsinf et r = /x2+ y2.

Application.

Considérons maintenant une application (x, y) — f(x, y) de U (défini ci-dessus) dans R. Pour « passer en
coordonnées polaires », on doit remplacer les anciennes coordonnées (x, y) par les nouvelles coordonnées
(r,8). On compose par la fonction ¢ pour définir :

g(r,0)=(f o®)(r,0)=f(rcosf,rsinf).

Supposons que I'on connaisse les derlvees partlelles 3{( et af Nous avons besoin de calculer les dérivées
partielles de la nouvelle fonction g : et 39 Elles sont données par les formules :
o, 5}
—g(r, 6) = cos H—f(x,y) + sin H—f(x,y)
ox y
5} 5, 0
ag( o) = —rsinQa—{C(x,y) + rcosG%(x,y)

Dans ces formules, pour n’avoir que des variables r et 0, il faut substituer x =rcos6 et y =rsin6.

Preuve. D’une part, la matrice jacobienne de g est la matrice ligne :
3 2
T (r0)=(%00) %(0))
Mais d’autre part, comme g(r,8) = (f o ®)(r, 8), alors
Jo(r,0) =J¢(®(r,0)) x Jo(r, 0).
On sait que ®(r,0) = (x, y), on a déja calculé J4(r, ) et la matrice jacobienne de f est la matrice ligne :
a a
Jf(x:}’):(%(x:}’) %(x’}’))

La formule résulte alors du produit de matrices J,(r,0) = J¢(x, y) x Jg(r, 0).

of

af
Exercice. Exprimer 3 et 3+

y

en fonction de 2 et ag Indication : f(x,y) = (go® !)(x,y) et nous avons

déja calculé Jg-1(x,y).

Mini-exercices.

1. Soit U = R?\ {(0,0)} le plan privé de 'origine et soit ®(x, y) = (x% — y2,2xy). Montrer que & est un
difféomorphisme local au voisinage de tout point de U. Montrer que ® n’est pas un difféomorphisme
global (indication : montrer que ® n’est pas injective).

2. Soit U = Rx]0,2n[ et soit ® : U — R? I'application définie par (x, y) — (e* cos y, e* sin y). Montrer
que ¢ est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de U. Montrer que ¢ est injective.
Déterminer ®(U) et vérifier que c’est un ouvert. En déduire que ® : U — ®(U) est un difféomorphisme
(global).
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3. Théoréme des fonctions implicites

3.1. Motivation

Le théoréme des fonctions implicites est assez technique et son énoncé est difficile a comprendre, cependant
I'idée sous-jacente est assez simple. Comprenons donc d’abord le théoreme sur un exemple. Il s’agit de
remplacer I’étude d’une fonction de deux variables par une fonction d’une seule variable. Partons de la
fonction de deux variables F : R? — R définie par F(x, y) = x2 4+ y? — 1. On souhaite étudier 'ensemble
(F(x,y) =0), c’est-a-dire I'ensemble des points (x, y) € R? tels que x% + y? = 1. Géométriquement, c’est
donc le cercle ¢ de rayon 1, centré a l'origine.

<

~
S
—h

Placons-nous autour du point (0,1) € 6. Alors, dans un voisinage de ce point, la portion de cercle € est le
graphe y = ¢(x) d’une fonction x — ¢(x). On ne cherche pas a expliciter cette fonction, mais en fait c’est

p(x)=+v1—x2.

Y
graphe de
,W.\\ p(x)=+v1—x2
II !
-1 o ¥ 1 x

Est-ce qu’on peut faire ce travail pour tous les points du cercle ? Presque ! C’est possible pour tous les points,
sauf autour des points (1,0) et (—1,0). Autour de ces deux points, la portion de cercle n’est pas le graphe
d’une fonction de x. L'explication, c’est qu’en ces points il y a une tangente verticale, et que le graphe d’'une
fonction de x dérivable n’a jamais de tangente verticale.

4

exemples de points de € au-
— > tour desquels y s’exprime
comme une fonction de x




DIFFEOMORPHISMES 3. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 71

Comment détecter les points de tangence verticale d’'une courbe quelconque définie par (F(x,y)=0)?

Les points de tangence verticale sur (F(x, y) = 0) sont les points ot S—i(x,y) =0 (et g—i(x, y) #0).

LY
F(x,y)=0

C’est une formule valable pour n’importe quelle fonction F : R? — R. Faites le calcul pour notre fonction : si
x2+y?=1et g—i(x,y) =0, alors (x,y) = (£1,0).

Comment faire pour les deux points spéciaux, par exemple en (1,0)? On peut tout simplement considérer
la portion de cercle € autour de (1,0) comme le graphe d’une fonction de y : y — $(y). C’est un peu
déroutant car les r6les de x et de y sont inversés; c’est comme si on avait tourné la feuille de 90°.

N
[ VL
\ /
N

=
SUds 92 suep Japiedal
inod 9191 B[ IoWINO
-&
=

En fait, le cercle 6 est localement le graphe d’une fonction y — @(y), sauf aux points ayant une tangente
. . . . iy . OF aF

horizontale, qui sont donnés cette fois par I'équation 3:(x,y) =0 (et H(X, y) # 0).

De facon plus générale, pour F : R"™ — R une fonction de n variables, on remplace I'étude de (F(x1,...,x,) =

0) par I’étude d’'une fonction ¢ de n— 1 variables, a condition que 'une des dérivées partielles ne s’annule

pas. Le théoréme des fonctions implicites est surtout un résultat théorique, car la fonction ¢ n’est pas fournie

explicitement.

3.2.Cas F(x,y)=0

Soit F : R? — R. On considére la courbe de niveau ¥ : (F (x,¥)= 0).
On dit que la fonction y = ¢(x) est par F(x,y) =0 si F(x, ¢(x)) =0, c’est-a-dire si
(x, ¢(x)) € €. On dit alors que y = ¢(x) est une de F(x,y)=0.

Théoréme 3 (des fonctions implicites).
Soient F : R? — R une fonction de classe 6" et (xy, yo) un point tel que F(xy, yo) = 0. Si



DIFFEOMORPHISMES 3. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 72

JOF
a—(XO,YO) #0
Yy

alors :

1. Il existe une fonction ¢ : I — J de classe €' définissant une fonction implicite y = ¢(x), ott I est un
intervalle ouvert contenant x,, J est un intervalle ouvert contenant y, et y, = @(x,). Plus précisément,
pour tout (x,y)€IxJ,ona:

F(x,y)=0 < y =o(x)

En particulier :

pourtout x €I, F(x,p(x))=0

2. De plus, pour tout x €I, on a g—i(x, @(x)) # 0, et la dérivée de ¢ est donnée par :

_oF
N - CX7C)

 E(x,e(x)

On a un énoncé symétrique en échangeant x et y si c’est autre dérivée partielle qui ne s’annule pas. Si
g—i(xo, Yo) # 0, il existe une fonction ¢ : J — I de la variable y, définie autour de y,, qui définit la fonction
implicite ¢(y), de sorte que dans un voisinage ouvert de (xg, ¥o) :

F(x,y)=0 < x=¢(y)
(ce qui implique ici F(¢(y),y) =0).
Si les deux dérivées partielles g—i(xo, Yo) et g—i(xo, Yo) sannulent simultanément, le point (xg, o) s’appelle
un et le théoréme des fonctions implicites ne s’applique pas.

3.3. Exemple

Soit

F(x,y) = x(x® + y?) = (x* = y?).
Courbe (F(x,y)=0).
Commencons par tracer la courbe ¢ d’équation F(x, y) = 0, ce qui nous permettra d’anticiper les calculs.
La courbe forme une boucle. On note qu’il y a une tangente verticale au point (1,0). Le point (0,0) est
un point double, et on verra que les deux dérivées partielles s’y annulent en méme temps : c’est un point
singulier. En dehors de ces deux points, on peut donc exprimer localement la courbe 6 comme le graphe
d’une fonction d’une variable y = ¢(x).

Ied
F(x,y)=0

, o) x
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Il y a deux points P; et P, ou la tangente est horizontale. En dehors des trois points P;, P, et (0,0), on
pourrait aussi exprimer localement la courbe 4 comme le graphe d’une fonction d’une variable x = @¢(y).

Dérivées partielles.
OnaF(x,y)=x%+xy?—x2+y2 Donc
JoF
ox

OF
(x,y)=3x%+y?—2x et a—(x,y)=2xy+2y.
y
Tangence verticale.
Pour chercher les points de tangence verticale, on résout d’abord I'’équation g—i(x, y)=0:

JoF

E(x,y)zo — 2y(x+1)=0 < y=0o0ux=-1.
En plus, on cherche un point (x,y) € 6.
Cas y = 0. Alors, comme on veut en plus F(x,y)=0,ona x
deux solutions : (0,0) et (1,0).
Cas x = —1. On veut en plus F(x, y) = 0, mais 'équation F(—1, y) = 0 équivaut 3 —2+ y2 — y? =0, qui n’a
pas de solution.
Conclusion :

3 _—x2=0,donc x =0o0ux=1. Ainsi,ilya

* (1,0) € ¥ est un point de tangence verticale : la dérivée g—§ s’y annule mais pas g—i (faites le calcul).
» (0,0) € ¥ est un point singulier : les deux dérivées partielles s’y annulent.

Théoréme des fonctions implicites.
Ainsi, pour n’importe quel point (x,, yy) de € autre que (0,0) et (1,0), il existe ¢ : [ — J (ou I est un
intervalle ouvert contenant x, et J un intervalle ouvert contenant y,) telle que

Fx,y)=0 < y=p(x)
(pour x €1,y €J).

Théoreme des fonctions implicites (bis).
On peut aussi appliquer le théoréme des fonctions implicites 1a ol la courbe n’a pas de tangente horizontale
(ni de point singulier).

La courbe ¥ admet deux tangentes horizontales : en P; = (x1,y;) et P, = (x;,—y;) ot x; = @ et

yi=14 5‘/52—_11 Pour tout (xq, yo) € 6 autre que Py, P, et (0,0), il existe ¢ : J — I de la variable y (ou I
est encore un intervalle ouvert contenant x, et J un intervalle ouvert contenant y,) telle que

Flx,y)=0 < x=¢(y).

Equation d’une tangente.

Méme si on ne connait pas I'expression de ¢, le théoréme des fonctions implicites permet de calculer des
valeurs de la dérivée de ¢ (x) (a condition de connaitre la valeur ¢(x) correspondante).

Considérons le point Q = (x5, ¥,) € € pour lequel x, = % et yo > 0. En résolvant I'équation F (%, y)=0,on

trouve la solution positive y, = ‘/Tg. Calculons 'équation de la tangente & 6 en Q.

Yy
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Appliquons le théoréme des fonctions implicites autour de Q : il existe une fonction y = ¢(x) dont le graphe
(autour de x = %) est exactement la courbe 4 (autour de Q). Ainsi, la tangente T a 6 en Q est aussi la
tangente au graphe de ¢ en x, = % On sait comment calculer 'équation d’une tangente au graphe de la
fonction d’une variable ¢ : il suffit de calculer son coefficient directeur donné par ¢’(x,).

Tout d’abord, par définition de ¢, en x, = %, on a ¢(xy) = ¥,. La seconde partie du théoreme des fonctions
implicites nous permet de calculer ¢’(x,) :

dF dF dF (1 V3 1
() :_g—x(XZ,so(xZ)) :_Z—x(xzz}’z) __9x 5,7) ___6_ ﬁ
SO Floy)  EGE g9

Conclusion : 'équation de la tangente en Q est y = (x — x5)¢’(x5) + ¥5, Cest-a-dire y = ‘/Tg(x - %) + ‘/é,

que 'on peut aussi écrire y = %E(x +1).

3.4. Preuve du théoreme des fonctions implicites

Théoreme d’inversion locale.
Soit F une fonction de deux variables de classe %! et soit (x, o) € R? tel que F(x,, yo) = O et g—i(xo, Yo) #0.
Considérons la fonction & : R? — R? définie par

@(x,y) = (x,F(x,y)).
La matrice jacobienne de ® en (x, y,) est
1 0
Jp(X0, Yo) = ( ) .

3 2
a—i(xo;J’o) %(XO,J’O)

Par hypothese, g—f, ne s’annule pas en (xg, y,). La matrice Jg(xg, ) est donc inversible et, d’apres le

théoreme d’inversion locale, ® est localement inversible en (x, y,) : il existe un ouvert U contenant (xg, ¥g)
et un ouvert V contenant (x,,0) tels que ® : U — V soit un difféomorphisme. Notons & =&~ : V — U son
inverse et décomposons ¥ en ¥(X,Y) = (¢, (X,Y),y,(X,Y)).

Expression de ¥. Comme ¥ est I'inverse de & alors, d'une part,

(@o¥)(X,Y)=(X,Y),
mais, d’autre part,

(@0 W)X, Y) = &(Y1(X,Y), 92X, ) = (410X, ), F (1 (X, Y), (X, Y))).
Ainsi :
P (XY)=X et F(X,4(X,Y))=Y.

Equation F(x, y) = 0. Soit (x, y) € U un point vérifiant F(x, y) = 0. Alors son image par le difféomorphisme
® est le point (X,Y) eV tel que (X,Y)=®(x,y) = (x,F(x,y)) =(x,0). Donc X =x et Y =0.

Ainsi, les points de U vérifiant F(x, y) = 0 correspondent aux points de la forme (X,0) de V. Autrement dit,
le difféomorphisme transforme localement la courbe (F(x, y) = 0) en un segment horizontal.

P R
NI

=
®(%)

Y




DIFFEOMORPHISMES 3. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 75

Retenons que X = x et Y = 0 pour les points qui nous intéressent.
Définissons alors un intervalle ouvert I contenant x et un intervalle ouvert J contenant y, tels que I x.J C U.
On peut alors définir ¢ : I CR — J C R par ¢(x) = v,(x,0). C’est une fonction de classe €' (car ¥ I'est),
définie sur un intervalle ouvert I contenant x, et a valeurs dans un intervalle ouvert J contenant y,.
Reprenons le calcul avec (x,y) €I xJ C U :
F(x,y)=0 < 2(x,y) = (x,0)

= (x,y) =¥(x,0)

— (X,.)’) = (X, wZ(X: 0))

= y =)

Ainsi, 'équation F(x,y) = 0 équivaut a y = ¢(x) (dans un voisinage de (xy, y5)). En particulier, on a
Yo = ¢(xo).

Dérivée.
On rappelle que, par la formule de la matrice jacobienne d'une composition (voir le chapitre « Matrice
jacobienne »), la dérivée de F (u(x), v(x)) est

TP (00, 00) = 0 ) S, ) ¥/ ) S, )

Partons de 1’équation :
F(x, Lp(x)) =0, pourtoutxel.

Dérivons cette équation par rapport a la variable x :
OF oF
—— (¢, p(0)) + 9" () 5= (x, p(x)) = 0.
ox oy

Comme F et ¢ sont de classe €, alors x — g—f,(x, (x)) est continue sur I. Comme de plus elle ne s’annule
pas en X, puisque %(xo, Yo) # 0 par hypotheése, on en déduit qu’elle ne s’annule pas sur un voisinage de

X- Ainsi, en réduisant éventuellement I, on a %(x, p(x)) # 0 pour tout x € I, et donc
oF
N EXC0))
& (x,0(x))

3.5. Cas F(xy,...,x,)=0

L'étude est similaire pour les hypersurfaces de niveau en plusieurs variables, ol on va pouvoir exprimer une
variable en fonction des autres si la dérivée partielle correspondante n’est pas nulle.

Théoréme 4.

. . N 1 . 3F
Si F :R" — R est de classe € et si
ox,

1. La fonction implicite x,, = @(x1, ..., X,_1) existe sur une boule ouverte B C R"! centréeen (ay, ..., a, 1)

(a,...,a,)#0alors :

et un intervalle ouvert J contenant a,, avec ¢ : B—J eton a
F(X1yee e Xn_1,X) =0 &= x, = @(x1,...,Xp_1)-
En particulier, F(xq,...,Xp—1, p(x1,...,X5—1)) =0.

d
a(p _a_i(xl,‘-')Xn—l,w(xla'”:xn—l))
2. _(xl> .. ':xn—l) =

. 2
axl a_)'cfn(xla'--axn—b So(xls'-':xn—l))

pourtoutl <i<n—1
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Bien sfir, il existe un énoncé similaire, obtenu en remplacant n par k, pour chaque situation ou
OF

—(ay,...,a,) #0.

an

Prenons comme exemple le cas de F : R® — R. Soit (x, Yo, %) un point ott ‘Z—g(xo, Yo,%0) 7 0. Alors il existe

un disque ouvert D C R? centré en (x,, yo), un intervalle ouvert J contenant z, et une unique fonction

p:D—>J,z=p(x,y) telle que F(x, y, ¢(x,y)) =0 (pour tout (x,y) €D et z € J).

Mini-exercices.

1. Soit F(x,y) = xy?+y?+x—6y+1et 6 : (F(x,y) = 0). Calculer g—i et ‘9—5. Montrer que P; = (—4,—1)
et P, =(2,1) sont des points de ¥ de tangence verticale. (Bonus : montrer que ce sont les seuls.) Pour
(x9, Yo) un point de % autre que ces deux-la, énoncer le théoreme des fonctions implicites. Montrer

que Q = (1, 3_2—‘/5) € ¥ et calculer une équation de la tangente a ¥ en ce point.

2. Soit F(x,y) = xy?—x?+y?—2x +3et ¢ : (F(x,y) = 0). Calculer g—i et g—i. Trouver les points
P, et P, de ¢ de tangence verticale. Pour (x,, yo) un point de ¥ autre que ces deux-1a, énoncer le
théoréme des fonctions implicites. Trouver les deux points Q; et Q, de ¥ ayant pour abscisse x = 3.
Calculer une équation de la tangente a ¢ en chacun de ces points.

3. Soit F(x,y,2) = /x2+ y2+22—cos(y). Soit (xg, Y0,20) = (0,0,1). Montrer que (xg, Yo,%) €st
une solution de F(x,y,z) = 0. Calculer g—g(x, ¥,2) et sa valeur en (x, yg,2). Montrer que, pour
(x,y) proche de (xq, yo) = (0,0), il existe une fonction ¢ telle que, en posant z = p(x, y), on ait
F(x,y,z)=0.

Auteurs du chapitre
Arnaud Bodin. D’apres des cours de Abdellah Hanani (Lille), Goulwen Fichou et Stéphane Leborgne (Rennes),
Laurent Pujo-Menjouet (Lyon). Relu par Anne Bauval et Vianney Combet.



Extremums

1. Motivation — Cas d’une variable

Comment trouver le maximum (ou le minimum) d’une fonction f : R™ — R ? Ce chapitre est consacré a
I'étude de l'existence des extremums. Nous apprendrons a repérer les extremums locaux (qui ne sont pas
nécessairement des minimums ou maximums globaux). On terminera ce chapitre par 'étude des « extremums
liés », ot la recherche est limitée par une contrainte. Pour mieux comprendre ce qui se passe en plusieurs
variables, on commence par revoir rapidement le cas d’une variable.

1.1. Minimum, maximum, point critique

Soit f : R — R une fonction d’une variable.
e f admet un en xg € R s’il existe un intervalle ouvert I contenant x tel que :
pour tout x € 1 f0) < fxg)-

» f admet un en xg € R s’il existe un intervalle ouvert I contenant x tel que :

pour tout x € [ ) = f(xg)-

e f admet un en xy € R si f admet un maximum local ou bien un minimum local en ce
point.

e f admet un en x, € R si f'(xg) = 0. Géométriquement, c’est un point de tangente
horizontale.

« Proposition : si f dérivable admet un minimum local ou un maximum local en x,, alors f’(x,) = 0.
Autrement dit, si x est un extremum local alors c’est un point critique.

o La réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, pour f : x — x3, le point x, = 0 est un point critique,
mais ce n’est ni un maximum local ni un minimum local (c’est un ).

Y ,ﬁ\ maximums locaux
4/\ y K

' maximum global

7

minimum local

Sur la figure de gauche : des exemples de minimum local, maximum local, maximum global; il n’y a pas de
minimum global sur R. Sur la figure de droite : un extremum local est nécessairement un point critique.
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1.2. Exemples fondamentaux

e f :x > x2, minimum local en 0, on a f’(0) =0 et f”/(0) > 0.
e f:x— —x? maximum local en 0, ona f’(0) =0 et f”(0) < 0.

e f:x~ x2, ni minimum ni maximum local en 0, on a f’(0) =0 et f”(0) = 0.

A A A

fl)=x? fl)=—x? fl)=x°

1.3. Formule de Taylor a I’ordre 2
Soit f : R — R une fonction d’une variable de classe 2.

Théoréme 1 (Formule de Taylor a I'ordre 2).
Pour tout xo € R, on a

F(xo+h) = f(xg) +hf'(x0) + & £ (xo) + h2e(h)

ott €(h) — 0 lorsque h — 0.

Le développement limité a l'ordre 1, f(xq +h) =~ f(x,) + hf’(x,), correspond a 'approximation du graphe

de f par sa tangente en x, (figure de gauche ci-dessous). Le développement limité a 'ordre 2, f (xy +h) ~
2

fxg)+hf'(xo)+ % f”(xg), correspond & une approximation par une parabole (figure de droite).

Yyy=e"

Choisissons pour x, une valeur telle que f’(x,) = 0 et f”(x,) # 0. Alors, pour h assez petit, le terme
%f”(xo) +h2e(h) est du méme signe que f”(x,). Si par exemple f”/(x,) > 0, on en déduit que f(x,+h) >
f(xg) (pour h proche de 0) et donc que f admet un minimum local en x. Ci-dessous, on va en déduire
une caractérisation des minimums et maximums.
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1.4. Caractérisation des minimums et maximums

La recherche pratique des extremums locaux pour une fonction d’une variable se passe donc ainsi :
1. On recherche les points critiques donnés par 'équation f’(x) = 0.

2. Pour chaque point critique x;, on calcule la dérivée seconde :
o si f”(x) > 0, alors f admet un minimum local en x,
e sif”(xg) <0, alors f admet un maximum local en x,,
o si f”(xq) =0, alors il faut approfondir I'étude.

Lorsque f :[a,b] — R est définie sur un intervalle compact, il faudra en plus étudier le comportement de f
en a et en b (c’est-a-dire au bord du domaine de définition). Comme ’ensemble de départ est compact, on
a la garantie de l'existence d’extremums globaux.

2. Dérivées partielles d’ordre 2

2.1. Dérivées partielles d’ordre 2

Soit f : R? — R une application différentiable. Les deux dérivées partielles S—{( et g—{, sont aussi des fonctions

de R? dans R ; supposons que ce soient aussi des applications différentiables. Alors on peut calculer les
dérivées partielles de Z—{C :
d (of o (of
On peut aussi calculer les dérivées partielles de % :
=) 0 S5
dx \ 3y oy\oy/)

o%f o%f o%f o%f
dx2 dydx oxdy dy2

Ce sont des fonctions de R? dans R.

On note ces dérivées partielles :

Plus généralement, pour f : R" — R, on note % : R™ — R les dérivées partielles d’ordre 1 (1 <i < n) et

2
% les dérivées partielles d’ordre 2 (1 <i,j < n).

2.2. Théoreme de Schwarz

Pour f : R? — R, il y a quatre dérivées partielles secondes & calculer, mais en général deux d’entre elles sont
égales.

Exemple 1.
Soit f : U — R définie par f(x,y) = x?cos(y) + In(x — y?) sur U = {(x,y) eER?|x—y?>> 0}. Alors :
5} 1 G, ) 2
9 () = 2x cos(y) + —— 9 (x,y) = —x?sin(y) - —2
dx x—y dy xX—y
On peut maintenant dériver une nouvelle fois pour obtenir les dérivées partielles d’ordre 2 :
02 o (of 0 1
— =—| = =2 + =2 -
Sy = 5 ( o x,y)) — ( x cos(y) + _yz) oS~ g
% f o (of G, 1 2y
A=) = o (G = = (2xeost) + =5 ) = | —2xsint)+ o
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o°f o (of 0 2 2y . 2y
= — _— = — _ —_ = —2 ——
P = 2 (L) = 2 (s 2 )=l aemonre 2
92 o (of o 9 . 2y 9 2x + 2y?
Shen = 5 (S ) = 5 (=it - 2 ) = ot - 2

2 2
On note sur 'exemple précédent que aay—afx(x, y)= ai af 5 (x,y). C’est un phénomene général que 'on va

détailler.

Définition 1.
Une fonction f : R" — R est de si f est de classe €' (C’est-a-dire ses dérivées partielles
existent et sont continues) et si ses dérivées partielles sont aussi de classe 6.

Le théoréme de Schwarz dit que le résultat ne dépend pas de l'ordre dans lequel on effectue les dérivations.

Théoréme 2 (Théoréme de Schwarz).
Soit f : U C R™ — R une fonction de classe 62. Pour tous i,j € {1,...,n}, ona:

i o)= a5 (55)

Ainsi, pour f : R? — R de classe 62, on a:

o%f % f
8y3x(x’y) "~ 9xdy

(x,y)

Pour f : R® — R de classe 62, il y a 9 dérivées partielles d’ordre 2, mais seulement 6 calculs a faire :
% f % f % f o%f _ o%f o%f _ % f % f _ % f
dx2 dy2 0z2 dydx 3xdy dz0x Ixdz 920y dydz

Le contre-exemple suivant, qui peut étre omis lors d'une premiere lecture, prouve qu'’il est nécessaire d’avoir

une fonction de classe 62. Si cette hypothése manque alors les dérivées partielles croisées peuvent ne pas
étre égales.

Exemple 2.
Soit f : R? — R la fonction définie par
xy®
fen)=5rs SN £0.0) et f0,0=0

On vérifie que f est de classe %! sur R? et que
5_,2,3

y —xty®
Len={ Gayyp SEI709
X 0 si (x,y) = (0,0)
et
3x3y2+xy4 .
Z_f(’“ N=l iy SEN#00
Y 0 si (x,y) = (0,0).

Le taux d’accroissement
2 3
2On-g00 _
y— 0 y—0
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a2f

ce qui montre que
Jdydx

(0,0) = 1. De méme, le taux d’accroissement

% %
56,0 — (0,0

0—0
x—0 x—0
. a*f i . iy .
ce qui montre que W(O’ 0) = 0. Les dérivées partielles croisées ne sont pas égales en (0,0). On en
xoy
s : e : o%f 2% f :

déduit que I'une (au moins) des dérivées partielles secondes ou n’est pas continue en (0, 0).

oxdy dydx

Autrement dit, la fonction f n’est pas de classe 62 en (0,0) et le théoréme de Schwarz ne s’applique pas.

2.3. Hessienne

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielles. La matrice hessienne est la matrice des dérivées
partielles d’ordre 2.

Soit f : R" — R une fonction de n variables. La de f en x =(x,...,X,) est la matrice
nxn:

% f
H =
f(X) (Bxiaxj (X))1<ij<n

Pour une fonction de classe 62, d’apres le théoréme de Schwarz, c’est une matrice symétrique.

Dans le cas d’une fonction de deux variables :

r o2f
T2 WX ) (X, )
Hf(X,y)Z( gécjf Y axoy Y )

32
s (6,y) S50 y)

Pour trois variables, la matrice hessienne (a évaluer en (x, y,)) vaut :

%f  of 2
dx2 dxdy 0xoz

=] 2 a2f  2%f
f = | 3yox a_%,z Jydsz
2fF i 9%

Jzdx  0z0y 022

Exemple 3.
Calculons la matrice hessienne de f(x,y) = xy? +x*—y*.
On calcule d’abord

of of

= (x,y) =4x° + y? -
x oy

5 (x,y)=2xy—4y>.

On a donc

3%f i 2

m(X,y) 3x8y(x’y) 12x 2y
Hf(x,y)= aZf aZf = 2 2 12 2 /-
ayax(X,.)’) 3_},2(3(’.)’) M X—lay

Mini-exercices.

1. Soit f(x,y) = x3+5x2y — y2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f. Calculer les dérivées
partielles d’ordre 2 de f. Vérifier la validité du théoreme de Schwarz. Calculer la matrice hessienne de
f. Calculer les dérivées partielles d’ordre 3 de f.

2. Soit f(x,y) = xeX ™’ Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de f. Calculer la matrice
hessienne de f.

3. Soit f(x,y,z) = xy?In(z). Déterminer I'ensemble de définition de f. Calculer les dérivées partielles
d’ordre 1 et d’ordre 2 ainsi que la matrice hessienne de f.
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3. Formule de Taylor a I’ordre 2

3.1. Formule de Taylor a I’ordre 1

Nous avons déja vu qu’une facon de dire que f est différentiable est de dire que f admet un développement
limité a Pordre 1. Pour f : R* — R, au point (xo, yo), si f est différentiable alors

oo+ K) = £ (0, 70) + 5 G 70) + kS, o) + 0 i 0.

Connaissant les valeurs de f, % et % uniquement en (x,, ¥o), on en déduit une approximation de f en

tout (x, y) proche de (x, ¥o)-

Le but va étre d’améliorer cette approximation par un développement limité a 'ordre 2.

On rappelle la notation « petit 0 ».

Notation. Soit g : R? — R une fonction définie au voisinage de (0,0). On dit que g est négligeable par
rapport a ||(x, y)||" au voisinage de (0,0) et on note g = o (||(x, y)||") si

glx,y) _
im ———=
(x)~(0,0) [|(x, y)IIn
Interprétation géométrique.
Le plan tangent (en bleu) au graphe de f au point (xy, y,) est le plan qui approche le mieux le graphe de f
(en rouge) autour de ce point. Pour calculer f(x, y) lorsque (x,y) = (xo + h, yo + k) est proche de (xg, o),
_ . . _ af

on remplace la valeur exacte z,,q. = f(x,y) par son approximation zqppox = f (X0, ¥o) +hz3 (X0, ¥o) +
kg—f,(xo, Yo)- Le point (X, ¥, Zyqc¢) €st un point du graphe de f alors que (X, ¥, Zqpprox) €5t un point du plan
tangent au graphe de f au point (x, ¥)-

Zapprox @ = - - —

zexact =

! | y

)
(x> ¥0) N
(X,}’) =(x0+h7.y0+k)

3.2. Formule de Taylor a I’ordre 2 (en 2 variables)

Théoréme 3.
Soit f : U — R une fonction de classe 62 sur un ouvert U C R? et soit (x,, yo) € U. Alors :
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af

0
F o+, Yo + k)= (k0 y0) + B (xg, o) + kol L (0.0

2

0 0
[hz—f(xo,yo)uhk

32
o f (XOJyO) + kza—yé(xon)’o)]
+o (|I(h, K)II?)

e On dit aussi que f admet un développement limité d’ordre 2 au point (xg, yo)-

 Attention a ne pas oublier le facteur % devant les termes de degré 2, ni le facteur 2 devant le terme hk.

« On rappelle que si on choisit la norme euclidienne alors ||(h, k)||?> = h% + k? et que o (ll(h, k)||2) désigne
une fonction égale a ||(h, k)||?e(h, k) avec e(h, k) ——— 0.

(h,k)—(0,0)
Exemple 4.
Etudions f (x,y) = exp(xy? —2) autour de (xo, o) = (2, 1).
. £(2,1)=1.

e DL al’ordre 1.

Y ey =y ey’ ~2) Lixy)=2xyexpy?~2) done Lan=1 ZL1y=14
dx dy dx oy

Ainsi :
f+h1+k)=1+h+4k+o(|[(h,K)]).
e DL al’ordre 2.

82
a_xfz(x’ y)=y*exp(xy*—2)
o%f
0xdy
82
a—yz(x, ¥)=(2x +4x*y?)exp(xy?—2)

(x,y) = (2y +2xy>)exp(xy* —2)

Donc :
32 aZf Zf
—(2,1)=1 2,1)=6
EIERY 350y @D

(2 1) =20.
Ainsi :

1
f(2+h,1+k) =1 + h+4k + E(h2+2-6-hk+20k2) + o (llth,KII?).

Interprétation géométrique. Un développement limité a ’ordre 1 correspond a approcher le graphe de f
par un plan tangent d’équation z = a + bx + cy. Un développement limité a 'ordre 2 correspond a une
approximation par une surface quadratique, c’est-a-dire une surface définie par une équation de degré 2 :

z=a+bx+cy+dx?+2exy+ fy?

Cette approximation est meilleure mais reste valable uniquement autour du point (xg, o) considéré.

Approximations numériques.
Si (x, y) est proche de (xg, yo) (Cest-a-dire si h et k sont petits), alors on remplace le calcul de f(x, y) qui
peut étre compliqué par une bonne approximation donnée par le DL a I'ordre 1, ou mieux, le DL a 'ordre 2.

Exemple 5

Sans calculatrice, évaluons 4/1+x+xy avec x =0.1 et y = 0.2.

Soit f(x,y)=+4/1+x+xy=(0+x+ xy)z que l'on étudie autour de (xg, yo) = (0,0). Alors :
« f(0,0)=1.
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e DL alordre 1.

a—fx,y)—1 y(1+x+xy) 2 a—f(x,y):£(1+x+xy)_%
dx oy 2
donc
Lo0n=; Loo-=o

Ainsi, pour (x, y) proche de (0,0), on a

1
flx,y)~1+ Ex.
e DL a l’ordre 2.

(1+x +xy)_%

92 (1+y)?
E(XJ’)—— 2

d%f _
8 a (X,J’)—

2 %2
(x y)———(1+x+xy) :

—2+x+xy(1+x+xy)_%

donc

32f 1 2%f
72 00==7 dx3y

Ainsi, pour (x,y) proche de (0,0), on a

1 1( 1
~ 1+ =x + —[—=x%+xy .
flx,y) 5 2( 2% XJ/)

o Valeurs numériques. Avec x = 0.1 et y = 0.2, la valeur exacte est f(x,y)=+1.12=1.05830... Le
DL a I'ordre 1 fournit 'approximation

82f

——(0,0) = 5-5(0,0)=

1
fle,y)~1+ Ex =1.05000,

alors que le DL a l'ordre 2 donne

1 1/ 1
fle,y)~1+ 25+3 (—sz +xy) =1.05875.

3.3. Formule de Taylor a I’ordre 2 (en n variables)

Exprimons d’abord la formule de Taylor en deux variables a I'aide de vecteurs et matrices. La matrice
jacobienne est ici une matrice ligne et

h
Jr(x0, yo) % (k) af(xm Yo)+k f(xo:J’o)

Remarque : on pourrait aussi utiliser le gradient de f qui est un vecteur colonne :

h h
df (x0, Yo)(h, k) = J¢(x0, o) X (k) = (grad f (xo, ¥o) | (k)>

On vérifie que les termes de degré 2 s’expriment a I'aide de la hessienne :
1 h , 02 ok
0 By oo () = 5 |22 /

32
(XO;YO)+2hka (x0,Y0) + k? f2(xo,)’0)]
oy
ou (h, k) = (Z)T est un vecteur ligne.

De facon plus générale, pour f : R" — R, si on note xy = (x1,...,X,) et h=(hq,...,h,) (considérés comme
des vecteurs colonnes), on a :
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o+ h) = £ (x0) +7; Ceodh + S Hy e+ o (A1)

ot h' désigne le vecteur ligne obtenu par transposition du vecteur colonne h.
On rencontre aussi fréquemment cette formule sous la forme :
1
F(x) = fxo) +J¢(x0)(x —x0) + E(x —x0)"Hy (30)(x — x0) + 0 (11 = xol1)
ou I'on a effectué le changement de variable x = xy + h (et donc h = x — x).

Exemple 6.
Soit f(x,y,z) = yex2 + xz2. Calculons le DL a l'ordre 2 en (xq,Yo0,20) = (1,2,3) de f, pour lequel

f(x0,¥0,20) =2e+9.
Je(x,y,2) = (2xyex2 + 22, exz, 2xz) donc  J¢(xq,¥0,20) =(4e+9, e, 6)

(4x2y + 2y)ex2 2xe® 2z 12e 2e 6
Hf(x,y,2)= 2xe*’ 0 0 donc  H(xg,Y0,%0)=| 2¢ 0 0
2z 0 2x 6 0 2

Ainsi :
f(XO +hx,y0 +hy,2»'0 + hz) = 2e + 9
+ (4e +9)h, +eh,, + 6h,

1
+3 [12eh? + 4eh, h,, + 12k, h, + 2h2 ]

+o(h} +h3 +h?)

Mini-exercices.

1. Soit f(x,y) = x +2x2+ 3xy +4y?. Calculer le DL & I'ordre 2 de f en (0,0), puis le DL & I'ordre 2 de
f en (—1,3).

2. Soit f(x,y) = x3+ 2xy — y2. Calculer le développement limité de f a I'ordre 1 en (xo, yo) = (1,2).

En déduire '’équation du plan tangent au graphe de f en (xg, y). Calculer le développement limité
de f alordre 2 en (xg, yo). En déduire '’équation de la surface quadratique approchant au mieux le

graphe de f en (x, ¥o)-

3. On étudie f(x,y) = 4/ x2y autour de (xg, yo) = (2,4). Calculer le développement limité de f a I'ordre
1, et en déduire une valeur approchée de f(1.99,4.02). Calculer le développement limité de f a l'ordre
2, et en déduire une meilleure valeur approchée de f(1.99,4.02). Comparer avec la valeur exacte.

4. Différentielle seconde

Cette section est beaucoup plus théorique et doit étre passée lors d’'une premiére lecture.

4.1. Différentielle seconde

Soit f : U — R une fonction f définie sur un ouvert U C R".

Définition 2.
f est dite :
» si elle est différentiable dans un voisinage ouvert V,  de x,,
» et sisa différentielle df : V, — Z(R",R) est différentiable en x,,.
On dit que f est si elle est différentiable en tout point de U.
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On note Z(R",R) 'ensemble des applications linéaires de R" vers R. Plus généralement, ¥ (R",RP) désigne
I’ensemble des applications linéaires de R" vers R”.

Par sa définition, la différentielle de df en x, que ’on écrit d(df )(x), est une application linéaire de R"
dans Z(R",R). Autrement dit, on a

df : U - 2(R",R) et d(df):U - Z(R", £(R",R)).
Mais elle s’identifie naturellement avec une application bilinéaire de R" x R" dans R grace a la proposition
suivante :
2(R", 2(R",R)) ~ Z(R" x R",R)

Lidentification se fait ainsi : si L € Z(R", £(R",R)) alors, pour h € R", L(h) € (R",R), k € R" —
L(h)(k) € R. Lapplication (h, k) — L(h)(k) (que I'on note L(h, k)) est une application linéaire en h et en k,
donc bilinéaire en (h, k).

Définition 3.

La d’une fonction f : U € R" — R deux fois différentiable est 'application
d’f: U —» Z[R'xR%,R)
x = d*f(x)

définie par
d2f (x)(h, k) = d(df)(x)(R)(k) pour tout (h, k) € R" x R".

Donnons ici les différentielles d’ordre 2 pour deux types de fonctions classiques : les applications affines et
les applications quadratiques.

o Une application affine f : x — £(x) + b avec £ € Z(R",R) et b € R est deux fois différentiable et sa
différentielle seconde est identiquement nulle. C’est la version étendue du fait que la dérivée seconde de
la fonction d’une variable x — ax + b est nulle.

» Une application quadratique f : x — ¢(x,x) avec ¢ € Z(R" x R",R) est deux fois différentiable et sa
différentielle seconde est constante, et méme égale a 2¢ si ¢ est symétrique. C’est la version étendue
du fait que la dérivée seconde de la fonction d’une variable x — ax? + bx + ¢ est constante.

4.2. Théoreme de Schwarz — Hessienne

Le théoréme de Schwarz sur I'égalité des dérivées croisées se reformule ainsi.

Théoréme 4 (Théoréme de Schwarz).
Soit f : U C R" — R une fonction de classe 62. Alors, pour tout x € U, df (x) est une application bilinéaire
symétrique. Autrement dit, pour tout (h,k) € R" x R", on a

d?f (x)(h, k) = d*f (x)(k, h).

Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable sur un ouvert U ¢ R". Soit (ey, ..., e, ) la base canonique
de R". Alors, pour tout x € U, pour tous i,j € {1,...,n},ona
o%f

dzf(x)(ei:ej) = %, 0%

(x).

J
On rappelle que la matrice hessienne de f en x est la matrice des dérivées partielles secondes :

% f
H =
f(X) (Bxiaxj (X))1<ij<n
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Par bilinéarité, si h et k sont deux vecteurs de R" de coordonnées respectives (hy,...,h,) et (k,...,k,) (vus
comme des vecteurs colonnes), alors

n n 82f
A2 f(x)(h,k) =h" -Hp(x) k=D > hik; — ().

i=1 j=1

Autrement dit, Hy(x) est la matrice de la forme bilinéaire d?f (x) par rapport a la base canonique de R”™. Le
théoréme de Schwarz assure de plus que la matrice hessienne est symétrique si f est de classe 62 sur U.

4.3. Formule de Taylor

Soit f : U — R une fonction différentiable sur un ouvert U C R". La formule de Taylor a l'ordre 1 est :

flx+h)=f(x)+df (x)(h)+o (Al

car on rappelle que df (x)(h) = J¢(x) - h.
Pour une fonction f deux fois différentiable, la , dite aussi
, est:

fle+h)=f(x)+df (x)(h) + %dzf(x)(h, h)+o (|IRI1%)

Plus généralement, en itérant les différentielles :

Théoréme 5 (Formule de Taylor a I'ordre p).
Si U est un ouvert de R" et si f : U — R est une fonction p fois différentiable en x € U alors

p
flx+h)=f(x) + Z%dkf(x)(h“‘]) + o (|IhlIP)
k=1 """

ot on a noté Kl = (W, h, ..., h) € (RM) .

5. Minimum et maximum : cas de deux variables

5.1. Maximum, minimum
Soit f : U — R une fonction de deux variables, ot1 U est un ouvert de R2.

Définition 4.
On dit que f admet un (resp. ) en (xg,y,) € U s'il existe un disque
ouvert D C U, centré en (xg, yy), tel que :

Vix,y)eD  f(x,y) < f(x0,¥0)

(resp' f(x’ y) 2 f(XOJ .yO))
On dit que f admet un en (xg, ¥p) si elle y admet un maximum local ou un minimum
local.

5.2. Point critique

On suppose f de classe 6?2 sur un ouvert U, c’est-a-dire que ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre 2 existent
et sont continues.

I Proposition 1.
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Si f admet un extremum local en (xg, yo) d’'un ouvert U, alors

0 0
—f (x0,¥0) =0 et —f (x0,¥0) = 0.
dx dy

Démonstration. La fonction d’'une variable x — f(x, yy) admet un extremum local en x, sur un ouvert de
R, donc sa dérivée, qui est %(x, Yo), sannule en x,. On fait de méme avec y — f(xg,y). O

Autrement dit, si f posséde un minimum ou maximum local en un point, alors le gradient de f est le vecteur
nul en ce point. Les points de U ot le gradient de f s’annule sont appelés de f. Le résultat
précédent dit que les extremums d’une fonction sur un ouvert ne peuvent se produire qu’en un point critique.
La réciproque est fausse.

Par définition, un point critique qui n’est ni un maximum local ni un minimum local est nommé

(ou ).

5.3. Exemples fondamentaux

Exemple 7.

f(x,y) = x?+ y2. Cest un exemple de minimum local atteint en (0, 0).
 Les tranches sont des paraboles.
» Les lignes de niveau sont des ellipses (en fait ici des cercles).
 Le graphe est donc un

Ci-dessous : (a) la surface, (b) les tranches avec x constant, (c) les tranches avec y constant, (d) les courbes
de niveau, (e) les lignes de niveau dans le plan.

Z axe
Z axe

=N W e O N @
=N W e O N @

00
OO
) O 0“,’##.’
ol
IR

Z axe

=N W e O N @
Z axe

=N W e O N @
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2.0
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104

0.5 4

0.0+

—1.01

—1.5 1

Exemple 8.
f(x,y)=—x%—y2. Cest un exemple de maximum local atteint en (0, 0).

Z axe

Exemple 9.
f(x,y)=x?—y2. Cest un exemple de point-selle en (0, 0).

» Les tranches sont des paraboles, tournées vers le haut ou vers le bas selon la direction de la tranche.

» Les lignes de niveau sont des hyperboles.

» Le graphe est donc un paraboloide hyperbolique que 'on appelle aussi la selle de cheval.

» Un autre nom pour cette surface est un col (en référence a un col en montagne). En effet, le point

(0,0,0) est le point de passage le moins haut pour passer d'un versant a 'autre de la montagne.

Ci-dessous : (a) la surface, (b) les tranches avec x constant, (c) les tranches avec y constant, (d) les courbes
de niveau, (e) les lignes de niveau dans le plan (en pointillé les lignes de niveau négatif).

Z axe
Z axe

2.0 0.0, 2.0
L5 -0 L5
9 0500 05 %0 e, Oq.q 0500 05 10
B0 L1 10T ex S
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Z axe

2.0
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104

0.5 4

0.0+

-0.5

~1.04

154

-2.0

5.4. Caractérisation des minimums et maximums

Pour une fonction f : R? — R, nous utiliserons la notation de Monge, qui fournit un critére simple pour
détecter un minimum ou un maximum local.

Théoréme 6 (Critére de Monge).
Soit f : R? — R une fonction de classe 62 et soit (xg, yo) un point critique de f. On pose
2 2 2
r= %(XO,J’O) s= ai—afy(xo,J/o) t= Z—y');(xo,J’o)-

Alors :

o sirt—s?>0etr>0,alors (xg,yo) est un minimum local de f,

o sirt—s2>0etr <0, alors (xq,Y,) est un maximum local de f,

o sirt—s2 <0, alors (xg,Y) nest ni un minimum local ni un maximum local : c’est un point-selle,

o sirt—s?=0, on ne peut pas conclure directement (il faut approfondir étude).

. . . ros
Remarque : rt —s? est le déterminant de la matrice hessienne en (x,, y,), H £(x0,¥0) = .
Exemple 10.

Reprenons les trois exemples fondamentaux, pour vérifier notre critére.

1. Soit f(x,y) = x% + y2. Le point (0,0) est 'unique point critique de f. On calcule
92 % f 92
=——(0,0)=2 =——(0,0)=0 t=—>=-(0,0)=2.
r ax2( ) s aXay( ) 3y2( )

Ainsi, rt —s? = 4 avec r > 0, et donc (0, 0) est bien un minimum local de f.

2. Exercice : faire le méme travail avec f(x,y) = —x2—y2.
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3. Soit f(x,y) = x?—y2. On trouve un seul point critique : (0,0). On calcule H £(0,0)= (% 5 ) Cette fois,
r=2,5s=0, t =—2. Ainsi, rt —s?> = —4 < 0 et donc (0, 0) correspond bien & un point-selle.

5.5. Autres exemples

Exemple 11.
Soit f : R? — R définie par f(x,y)=x3+ y>—3xy.

Z axe

o Dérivées partielles.

o
9 e,y =3x2-3y
dx

of
oy

» Points critiques. Ce sont les points ou g—{c(x, y)=0et g—f,(x, y) = 0 en méme temps. On a donc

(x,y)=3y*>—3x

simultanément x? = y et y? = x (ce qui implique x,y > 0). D'ot x* = y? = x dont les solutions
positives sont x =0 (et alors y =0) et x =1 (et alors y = 1). Ainsi, les points critiques sont (0, 0) et
(1,1).
» Dérivées partielles secondes.
2 2 2

2} o°f
ZL =6 =-3 =6
T2 oY) =0x axay(x,y) 7y (x,y)=6y

H{(0,0) = (_03 _03)

C'est-a-dire r =0, s = —3, t = 0, donc rt —s?> = —9 < 0 et donc (0, 0) est un point-selle.

« Etude en (1,1).
6 -3
H;(1,1) = (_3 ) )

Cest-a-dire r = 6,s = —3, t = 6, donc rt —s? = 27 > 0 avec r > 0 et donc (1,1) est un point de
minimum de f (c’est un minimum local et pas global).

« Etude en (0,0).

Voici un exemple ot le critére ne permet pas de conclure. Il faut terminer I’étude a la main.
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Exemple 12.
Soit f(x,y) = 2x® — y*—3x2. On trouve deux points critiques : (0,0) et (1,0). Par ailleurs :

Hf(o,O)z(_O6 g) et Hf(1,0)=(g 8).

On ne peut pas conclure car le déterminant rt —s? est nul. On étudie chaque cas a la main.

axe z

« En (0,0). Ecrivons f (x,y) = x2(2x —3) — y*. Pour |x| < 1, on a 2x —3 < 0, et donc
fle,y)=x*(2x—3)—y*<o.

Comme f(0,0) =0, alors f admet un maximum local au point (0, 0).
« En (1,0). Tout d’abord, on se limite aux points de la forme (1, y) (autour de y, =0) :

fA,y)==1-y*<-1=f(1,0)
Ensuite, on se limite aux points de la forme (x,0) (autour de x, = 1, par exemple pour x tel que
[x—1]<1):
f(x,0)=(x—1)2Qx+1)—1>-1=f(1,0)

Donc, en (1,0), ce n’est ni un minimum ni un maximum : c’est un point-selle.

5.6. Valeurs propres de la hessienne

Ce paragraphe peut étre omis a la premiere lecture.
Nous reformulons le critére précédent en termes de valeurs propres de la matrice hessienne. Les valeurs
propres de la matrice H(xo, o) sont les racines du polynéme caractéristique qui est défini par y (1) =

det (Hf (x0,Y0)— M).
Théoreme 7.
Soient U un ouvert de R?, f une fonction de classe 62 sur U et (xy,Y,) € U un point critique de f.
1. Si H(xo,yo) a ses deux valeurs propres strictement positives, alors f présente un minimum en (X, Yo)-
2. SiH(xg,Yo) a ses deux valeurs propres strictement négatives, alors f présente un maximum en (Xq, ¥o)-

3. Si H¢(xg,Yo) a deux valeurs propres de signes opposés, alors f ne présente pas d’extremum en (xo, Yo) :
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C’est un point-selle.
4. Dans les autres cas, on ne peut rien dire (tout peut arriver).

Mini-exercices.

1. Soit f(x,y) = exp(—%x?’ + x — y?). Déterminer les deux points critiques de f et la nature
(minimum/maximum/point-selle) de chacun d’entre eux.

Z axe

2. Soit f(x,y) = x%—3xy2.

Déterminer le point critique de f et sa nature. Le graphe de f s’appelle une
« selle de singe ».

Z aXe

. Soit f(x,y) = x*+ y*—2x2. Déterminer les trois points critiques de f. Le critére de Monge permet-il
de conclure ? Déterminer quand méme la nature de chacun de ces points critiques.
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6. Minimum et maximum : cas général

Nous étendons les résultats précédents dans deux directions : tout d’abord pour les fonctions avec un nombre
quelconque de variables, puis pour la recherche de minimums/maximums sur un compact.

6.1. Cas de R"

Soit n > 2. Etendons les définitions au cas d’une fonction f :U—> R, ou U est un ouvert de R".

e f admet un (resp. ) en x € U s'il existe une boule ouverte B C U
centrée en X, telle que, pour tout x € B, on ait f(x) < f(xg) (resp. f(x) = f(xp)).

e f admet un en X, si elle y admet un maximum local ou un minimum local.

* X estun de f sile gradient de f s’annule en X, ou autrement dit si %(XO) = 0 pour

touti=1,...,n.

» Proposition. Si f admet un extremum local en x, € U et si le gradient est défini en ce point, alors x
est un point critique de f.

* Ainsi, on cherche les extremums locaux parmi les points critiques de f.

6.2. Extremum sur un compact

Pour une fonction d’'une variable f : [a, b] — R continue sur un intervalle compact, on sait que f est bornée
et atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’elle atteint un minimum global et atteint aussi un maximum global.
Ce minimum ou ce maximum peut étre atteint au « bord » du segment, c’est-a-dire en a ou en b, ou bien
a «lintérieur » ]a, b[. Il faut faire attention a bien distinguer I’étude a l'intérieur et au bord. En effet, a
l'intérieur, un extremum est un point critique de f, alors que sur le bord ce n’est plus nécessairement le
cas. Garder en mémoire 'exemple f(x) = x? sur [—1,1] : la dérivée s’annule en x = 0 (minimum local et
global) mais un maximum (local et global) est atteint en x = 1 et x = —1 alors que la dérivée ne s’y annule
pas (explication : +1 et —1 sont au bord de l'intervalle).

maximums locaux
et globaux

minimum local
et global

Cette propriété se généralise aux fonctions de plusieurs variables, continues sur un ensemble compact.
(Nous 'admettons.)

Proposition 2.
Soit f : K — R une fonction continue sur un ensemble compact K C R™. Alors f est bornée et atteint ses
extremums sur K.

La marche a suivre pour étudier les extremums d’une fonction différentiable sur un compact K ¢ R" est la
suivante :

1. Rechercher les points critiques dans I'intérieur de K.
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3.
4.

Déterminer si chacun de ces points critiques est un maximum local, un minimum local ou ni I'un ni
l'autre. (Dans le cas n = 2, on utilise les dérivées partielles secondes. Il existe des généralisations de ces
formules a n quelconque.)

Chercher si f admet des extremums sur le bord de K (le critére des points critiques n’est plus valable).

Comparer les minimums pour déterminer le — ou les — minimums globaux ; idem pour les maximums.

On rappelle qu'un ensemble A C R" découpe I'espace en trois parties disjointes : son intérieur IntA, son
bord JA (ou frontiére), et son extérieur ExtA.

ExtA

0A

Exemple 13.
Déterminons les extremums de f sur K ou :

feoy)=x*=y* et K={(x,y)eR’|x*+y* <1}

On procéde de la maniére suivante :

1.

On cherche les points critiques et les extremums locaux dans Int K. On trouve un seul point critique, en
(0,0). Mais, en (0,0), f a un point-selle. La fonction n’a donc pas d’extremum a l'intérieur de K. Mais
comme K est compact et f est continue sur K, f est bornée sur K et atteint ses bornes sur K. Ce sera
donc sur le bord de K.

On analyse f sur dK. Une possibilité ici est de paramétrer le bord de K : c’est le cercle de rayon 1
centré en (0,0) que 'on paramétre par (cost,sint), pour t € [0,27]. On obtient : f(cost,sint) =
cos? t —sin? t = cos(2t). On peut alors étudier les variations de cette fonction. On obtient qu’elle est
maximum, égale a 1, lorsque 2t = 0 (mod 27), et minimum, égale a —1, lorsque 2t = © (mod 27). La
fonction f atteint donc son maximum 1 aux points (1,0) et (—1,0) de K, et son minimum —1 aux points
(0,1) et (0,—1).
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Mini-exercices.

1. Déterminer les extremums (locaux et globaux) de f(x,y) = x2+ y? sur C =[—1,1] x [—1,1]. Méme
question avec f(x,y) =Xxy.

2. Déterminer les extremums (locaux et globaux) de f (x,y) = x>—y2?sur D = {(x,y) € R? | x2+y? < 1}.

3. Déterminer les extremums (locaux et globaux) de f(x,y) = y cos(x) sur B=R x [0, 1].

7. Extremums liés

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la recherche des extremums sous certaines contraintes.

Vous savez que le mont Blanc culmine a 4807 métres. Mais si vous randonnez autour du mont Blanc, quelle
sera votre altitude maximale selon le parcours que vous effectuez?

7.1. Extremums liés dans le plan

Commencons par les fonctions de deux variables.

Probléme : trouver le maximum (ou le minimum) d’une fonction f (x, y) sachant que (x, y) doit vérifier
g(x,y)=0.

Exemple : trouver le minimum de f (x, y) = x2+2y? avec la contrainte y = 2x — 1 (c’est-a-dire g(x,y) =0
avec g(x,y) =y —2x + 1 par exemple).

Clairement, le minimum global de f est 0, atteint en (0,0), mais ce point ne vérifie pas la contrainte
g(x,y)=0.

Géométriquement, il s’agit de trouver le minimum de f(x, y) en se limitant aux points (x, y) du plan situés
sur la droite d’équation y = 2x — 1. Sur les figures ci-dessous : la surface bleue est le graphe de f, la droite
rouge est 'ensemble (g(x, y) = 0). La contrainte impose de ne considérer que des points (x, y,z) au-dessus
de cette droite : ils sont donc ici sur la courbe orange tracée sur la surface. Trouver le minimum de f avec
cette contrainte, c’est trouver le point (x, y,2) de la courbe orange ayant une altitude z minimale.
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Théoréme 8 (Extremums liés — Deux variables).
Soient f, g : U — R des fonctions de classe 6 sur un ouvert U de R2. Soit (xq, o) € U tel que f soumise a

la contrainte g(x,y) = 0 admette un extremum au point (xy, y,) et grad g(xo, yo) 7 (0,0). Alors il existe
un nombre réel A tel que grad f (xq, yo) = A grad g(xg, o). Autrement dit, on a :

g(x0,¥0) = O

) b2
%(Xo,}’o) = A%(Xo,}’o)
of

d
E(xo,}'o) = A%(Xo, Yo)

Noter qu’on peut aussi considérer la contrainte g(x, y) = ¢ (ou c est une constante), qui se ramene au cas

énoncé dans le théoréme en considérant g(x,y)—c =0.

Interprétation géométrique. En un extremum lié (x,, y,), les gradients de f et g sont colinéaires. Cela
signifie que la courbe (f (x,y) = ¢g) (avec ¢y = f(xg, ¥o)) et la courbe (g(x, y) = 0) ont la méme tangente
au point (xg, yo). Autrement dit, ces deux courbes sont tangentes entre elles.
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grad f (x¢, ¥o)

glx,y)=0
grad g(xo, ¥o)

fy)=c

Remarque sur les équations. Le théoréme des extremums liés en dimension n quelconque conduit a un
systéme de n équations a n inconnues. Mais attention! Les équations ne sont pas linéaires. Ainsi, le systeme
obtenu est généralement tres difficile voire impossible a résoudre, méme pour des situations simples. C’est
pourquoi les fonctions que I'on étudiera dans la suite sont toutes tres simples, afin de pouvoir résoudre les
équations.

Exemple 14.

Reprenons 'exemple illustré précédemment : trouver le minimum de f(x, y) = x? + 2y? avec la contrainte
y=2x-—1.

Géométriquement, on cherche le point situé sur la droite d’équation y = 2x — 1 qui minimise la fonction f.
On pose g(x,y)=y—2x+1.

eadfn=(3)  emdstn=(7).

En un extremum lié, les gradients sont colinéaires : grad f (x, y) = A grad g(x, y). On obtient deux équations :
2x =—2A D
4y =2 2
auxquelles on rajoute la contrainte g(x,y)=0:
y=2x—1 3
Par (1), on obtient x = —A, et par (2), on trouve y = %, qu’on injecte dans (3) :
A

—=-2A—-1.
4
Ainsi,
4
Ag=——.
7 9
On obtient donc la solution :
o= (42
0,Yo) = 9 9)

Sur (g(x,y) = 0), la fonction f est positive et tend vers +o0 lorsque ||(x, y)|| tend vers +0c0, donc f admet
au moins un minimum. Conclusion : f admet un unique minimum sur (g(x, y) = 0), et ce minimum est
atteint en (xg, ¥o)-

Géométriquement, les courbes (f (x, y) = k) sont des ellipses, que I'on fait grandir jusqu’a obtenir 'ellipse
tangente a la droite. Le point de contact est le point recherché.
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<

y=2x-—1

ellipses x? +2y? =k

Exemple 15.
Quel est le point de la parabole définie par y = —x? le plus proche du point (2,1)?

y J
(2,1)
L]

y=-x

On pose f(x,y) = (x —2)? + (y — 1)? qui mesure la distance (au carré) entre le point (x,y) et le point
(2,1). La contrainte est donnée par g(x,y) =0 ot g(x,y) =y + x2.

grad f(x,y) = (;8:3) gradg(x,y) = (le) .

En un extremum lié, les gradients sont colinéaires : grad f (x, y) = A grad g(x, y). Donc :

2(x—2)=2Ax (D)
2y-1=2 )
On rajoute la contrainte g(x,y)=0:
y+ x?2=0 3
Par (1),onax = %, etpar (2),onay = % + 1, qu’on injecte dans (3) :
A 4
) +1+ m =0

Cette derniére équation est équivalente a :
(A+2)(A—1)?+8=0,

qui sous forme développée est A2 — 34 + 10 = 0. C’est une équation de degré 3, qui ici admet une seule
solution réelle (loin d’étre évidente) :

|
—
|
Yy
w
(9]
|
N
N
N—
[\&]
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On obtient donc la solution :

2 2
(XO,yO)_(]_—AO’ 5 +1).

Approximations numériques : 15 >~ —2.613 et (xq, yo) =~ (0.554,—0.306).

Interprétation géométrique. On fait grandir un cercle centré a I'origine jusqu’a ce qu'il soit tangent a la
parabole. Le point de contact obtenu correspond a la distance minimale. En augmentant encore le rayon,
on pourrait obtenir d’autres extremums liés (mais ce n’est pas le cas ici).

yﬂ

7.2. Extremums liés avec une seule contrainte

Passons au cas d'un nombre quelconque de variables, mais toujours avec une seule contrainte. Il s’agit de
trouver les extremums de f (x) lorsque x appartient a une hypersurface définie par g(x) = 0.
Exemple : trouver le minimum de f(x,y,z) = x? + y2 + 22 avec la contrainte x + 2y + 3z = 1.

Théoréme 9 (Extremums liés — Une contrainte).

Soient f,g : U — R des fonctions de classe 6! sur un ouvert U de R™. Soit x, € U tel que f soumise a la
contrainte g(x) = 0 admette un extremum au point x et grad g(x,) # 0. Alors il existe un nombre réel A
tel que grad f (xg) = A grad g(xg).

Le réel A est appelé

Remarque.

Si x( est un extremum lié, on a grad f (x,) colinéaire a grad g(xy). La réciproque n’est pas vraie. Nous
avons une condition nécessaire mais pas suffisante. C’est I’équivalent de la nullité de la dérivée pour les
extremums libres : en un extremum libre la dérivée est nulle, mais la dérivée peut étre nulle sans que la

3

fonction ait un extremum (penser a x — x° en x = 0).

Exemple 16.
Trouver le minimum de f(x, y,z) = x2 + y2 + 22 avec la contrainte x + 2y + 3z = 1.
Géométriquement, on cherche le point, situé sur le plan d’équation x + 2y + 3z = 1, qui est le plus proche
de l'origine.
On pose g(x,y,2) =x+2y +3z—1.

2x 1

grad f(x,y,z) = | 2y gradg(x,y,z) =12
2z 3
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En un extremum lié, les gradients sont colinéaires : grad f (x,y,z) = Agrad g(x, y,2z). On obtient trois

équations
2x =2 ¢))
2y =22 (2)
2z =31 (3)

auxquelles on rajoute la contrainte g(x,y,z)=0:
x+2y+3z=1 4

Par (1),onax = %A, par (2),onay =A,etpar (3),onaz= %A, qu’on injecte dans (4) :

1

—A+2A+ 27L =1.

2 2
Ainsi,

1 1 3
Ag == et X0, Y0,%20)=| —,=,— |.
0= (x0, Y0, %0) (14714)

Sur (g(x,y,z) = 0), la fonction f est positive et tend vers +oo lorsque ||(x, y,z)|| tend vers + 00, donc
f admet au moins un minimum. Conclusion : f admet un unique minimum sur (g(x,y,z) = 0), et ce

minimum est atteint en (xg, Yo, 20)-

Exemple 17.

Trouver les extremums de f(x,y,z) = x + 2y + 3z avec la contrainte x? + y2 + 22 = 1.
Géométriquement, on cherche les points situés sur la sphére de rayon 1 centrée a I'origine qui minimisent
ou maximisent la fonction f. Comme la sphére est un ensemble compact (et f est continue), on sait que le
minimum et le maximum seront atteints.

On pose g(x,y,2) =x?+y? +22—1.

1 2x
grad f(x,y,2) = | 2 gradg(x,y,z) = 2y
3 2z
En un extremum lié, on a grad f (x, y,z) = A grad g(x,y,2) :
1=2Ax M
2=21y 2)
3=2Az (3
On a de plus g(x,y,2) =0
x24+yr+zi=1 C))

D’une part, grace a (1), (2), (3) :
A +(2Ay)2 + (222> =12+ 224+ 32 = 14.
D’autre part, grace a (4) :
(2Ax)% + (2Ay)? + (222)% = 422
Ainsi,
A= i% V14,

On obtient donc deux solutions :
1 2 3
(X2, ¥2,23) = .

1 2 3
(Xl’yl’zl)‘(M’ i m) . T3 Vi Jia

L'une doit correspondre au maximum de f (C’est clairement (xq, y;,%;)) et autre au minimum de f (c’est
(x2, ¥2,22))-
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7.3. Extremums liés avec plusieurs contraintes

Généralisons la situation précédente en présence de k contraintes.

Théoréme 10 (Extremums liés — Plusieurs contraintes).

Soient f : U —Ret gq,...,8x : U— R des fonctions de classe €' sur un ouvert U de R™.

Supposons que les vecteurs grad g,(x), ..., grad g;(x) soient linéairement indépendants, pour tout x de
Uensemble S défini par (g,(x) =0,..., g, (x) =0).

Si f admet un extremum lié sur S en x alors le vecteur grad f (x,) est combinaison linéaire des vecteurs
grad g;(x) : il existe A1, ..., Ay tels que

grad f (xo) = A; grad g,(xo) + - - - + A, grad g (xo).

Les réels A4, ..., A sont appelés

Exemple 18.

Trouver le point (x, y,z) le plus proche de l'origine vérifiant z2 = x> + y2 et x + y — 2z + 1 =0.
Onpose f(x,y,2) =x2+y?+22, g1(x,y,2) = x>+ y2 —2? et go(x,y,2) =x +y — 2z + 1.

2x 2x
grad f(x,y,z)=| 2y gradg;(x,y,2)=| 2y grad g,(x,y,2)=| 1
22 —2z —2

En un extremum lié, grad f (x, y, 2) est combinaison linéaire de grad g,(x, y, ) et grad g,(x, y,2) :

gradf(x) .)’,Z) = A’grad gl(xa y:z) + nu‘grang(x: y)z)'

On obtient trois équations

2x =2Ax + U @D
2y =2Ay +u 2
22 = —2Az—2u 3

auxquelles on rajoute les contraintes g;(x,y,z) =0 et g5(x,y,2) =0:

zz—xz—yzzo (C))

X+y—2z+1=0 (5)

Nous obtenons donc 5 équations (non linéaires!) avec 5 inconnues. Apres calculs, les solutions sont :

1+v/2 1+4/2 2+ﬁ) (1—ﬁ 1—+/2 2—«/5)
> 5 et (Xz, yZ’ZZ) = .

(leylﬂzl):( 2 2 2 2 ) 2 5 2

Le point (x1, y;,%;) est un maximum lié de f, et (x5, y,2%,) est un minimum li¢. Géométriquement, z2 =
x2 4+ y? est un cone, que l'on intersecte par le plan x + y — 2z + 1 = 0 pour obtenir une ellipse de I'espace
(donc un ensemble compact). Nous avons calculé le point (x5, y,,%,) de cette ellipse le plus proche de
l'origine.

Mini-exercices.

1. Quelles sont les dimensions du rectangle de périmeétre 16 qui a l'aire la plus grande possible ?

2. Trouver le point du cercle de rayon 1 centré a l'origine le plus éloigné du point (3, 4).

3. Calculer la distance entre le point (xg, yg,2o) et le plan d’équation ax + by +cz+d =0.

4. Le cylindre infini d’équation x2 + y? = 4 et le plan x + 2y +z = 2 se coupent en une ellipse. Quel est
le point de cette ellipse le plus éloigné de I'origine ?
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