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Motivation

Evariste Galois a tout juste vingt ans lorsqu’il meurt dans un duel. Il restera pourtant comme I'un des plus grands
mathématiciens de son temps pour avoir introduit la notion de groupe, alors qu'’il avait a peine dix-sept ans.

Vous savez résoudre les équations de degré 2 du type ax? + bx + ¢ = 0. Les solutions s’expriment en fonction de a, b, c
et de la fonction racine carrée +/ . Pour les équations de degré 3, ax® + bx? +cx +d = 0, il existe aussi des formules.

Par exemple une solution de x> +3x + 1 =0 est x, = \3/ @ - @ De telles formules existent aussi pour les
équations de degré 4.

Un préoccupation majeure au début du x1x° siecle était de savoir s'il existait des formules similaires pour les équations
de degré 5 ou plus. La réponse fut apportée par Galois et Abel : non il n’existe pas en général une telle formule.
Galois parvient méme a dire pour quels polynémes c’est possible et pour lesquels ¢a ne I'est pas. Il introduit pour sa
démonstration la notion de groupe.

Les groupes sont a la base d’autres notions mathématiques comme les anneaux, les corps, les matrices, les espaces

vectoriels,... Mais vous les retrouvez aussi en arithmétique, en géométrie, en cryptographie !

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de groupe, puis celle de sous-groupe. On étudiera ensuite les
applications entre deux groupes : les morphismes de groupes. Finalement nous détaillerons deux groupes importants :
le groupe Z/nZ et le groupe des permutations .%,.

1. Groupe

1.1. Définition

Définition 1.
Un (G, *) est un ensemble G auquel est associé une opération x (la ) vérifiant les quatre
propriétés suivantes :

1. pourtout x,y € G, x*xye€G (xestune )
2. pourtout x,y,2€ G, (x*xy)rxz=x*(y+z) (laloiest )
3. ilexisteec Gtelque VxeG,xxe=x et exx=x (eestl )

4. pour tout x € G il existe x’ € Gtelque x*x'=x"xx=e (x'estl de x et est noté x™ 1)


http://www.youtube.com/watch?v=p8gSeXA-Pls
http://www.youtube.com/watch?v=TKfhcZ7l9Qo
http://www.youtube.com/watch?v=Y7bvfX10DPs
http://www.youtube.com/watch?v=6wqgx1r1bJA
http://www.youtube.com/watch?v=aX-ARKd1aaQ
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Si de plus 'opération vérifie

pour tout x, y €G, X*y=y*x,

on dit que G est un groupe (ou ).

Remarque.

Lélément neutre e est unique. En effet si ¢’ vérifie aussi le point (3), alors on a e’ xe = e (car e est élément neutre)
et e/ xe = ¢’ (car ¢’ aussi). Donc e = ¢’. Remarquez aussi que l'inverse de 'élément neutre est lui-méme. S’ily a
plusieurs groupes, on pourra noter e; pour 'élément neutre du groupe G.

Un élément x € G ne posséde qu'un seul inverse. En effet si x’ et x” vérifient tous les deux le point (4) alors
onax*x” =edonc x’ *(x xx"”) = x’ xe. Par 'associativité (2) et la propriété de I'élément neutre (3) alors
(x’ *xx)xx"” = x'. Mais x’ xx = e donc e x x” = x’ et ainsi x”" = x'.

1.2. Exemples

Voici des ensembles bien connus pour lesquels 'opération donnée définit une structure de groupe.

(R*, x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. Vérifions chacune des propriétés :

1. Six,y € R* alors x x y € R*.

N

Pour tout x, y,z € R* alors x x (y x z) = (x x y) x g, c’est I'associativité de la multiplication des nombres réels.

w

1 est "élément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et x x 1 = x, ceci quelque soit x € R*.

»

Linverse d’'un élément x € R* est x’' = % (car x x % est bien égal a 'élément neutre 1). L'inverse de x est donc
xt= % Notons au passage que nous avions exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas d’inverse.

Ces propriétés font de (R*, x) un groupe.

5. Enfin x x y = y x x, c’est la commutativité de la multiplication des réels.

(Q*, x), (C*, x) sont des groupes commutatifs.
(Z,+) est un groupe commutatif. Ici + est 'addition habituelle.

1. Six,y €Zalorsx+y € Z.

2. Pourtout x,y,z€ Zalors x+(y +z)=(x+y) +z.
3. 0 est ’élément neutre pour I'addition, en effet 0 + x = x et x + 0 = x, ceci quelque soit x € Z.
4. Linverse d’un élément x € Z est x’ = —x car x + (—x) = 0 est bien 'élément neutre 0. Quand la loi de groupe

est + l'inverse s’appelle plus couramment !’
5. Enfin x + y = y + x, et donc (Z, +) est un groupe commutatif.

(Q,4), (R,+), (C,+) sont des groupes commutatifs.
Soit # I'ensemble des rotations du plan dont le centre est a I'origine O.

(0]

Alors pour deux rotations Ry et Ry, la composée Ry o Ry, est encore une rotation de centre l'origine et d’angle
0 + 6’. Ici o est la composition. Ainsi (%, o) forme un groupe (qui est méme commutatif). Pour cette loi 'élément
neutre est la rotation d’angle 0 : c’est I'identité du plan. L'inverse d’une rotation d’angle 6 est la rotation d’angle
—0.

Si .# désigne 'ensemble des isométries du plan (ce sont les translations, rotations, réflexions et leurs composées)
alors (.#,0) est un groupe. Ce groupe n’est pas un groupe commutatif. En effet, identifions le plan a R? et soit par
exemple R la rotation de centre O = (0,0) et d’angle 7 et T la translation de vecteur (1, 0). Alors les isométries
T oR et Ro T sont des applications distinctes. Par exemple les images du point A= (1, 1) par ces applications sont
distinctes : ToR(1,1)=T(—1,1)=(0,1) alors que Ro T(1,1) =R(2,1) = (-1, 2).
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RoT(A)

R(A) A T(A)

T o R(A)

[SIE!
SIE]

Voici deux exemples qui ne sont pas des groupes :
e (Z*, x) n’est pas un groupe. Car si 2 avait un inverse (pour la multiplication x) ce serait % qui n’est pas un entier.
¢ (N, +) n’est pas un groupe. En effet I'inverse de 3 (pour 'addition +) devrait étre —3 mais —3 ¢ N.

Nous étudierons dans les sections 4 et 5 deux autres groupes trés importants : les groupes cycliques (Z/nZ, +) et les
groupes de permutations (%, o).

1.3. Puissance

Revenons a un groupe (G, *). Pour x € G nous noterons x % x par x2 et x = x » x par x°. Plus généralement nous
noterons :
o X"T=XxX* %X,
[ —

n fois

o x'=e¢,
o x T=x"laeowxTL
~—_——

n fois
Rappelez-vous que x ! désigne I'inverse de x dans le groupe.

Les régles de calcul sont les mémes que pour les puissances des nombres réels. Pour x,y € G et m,n € Z nous avons :
° xm *xn — xm+n’
° (xm)n — xmn’
e (xxy) =y l«x7!, attention a I'ordre!
 Si (G, *) est commutatif alors (x » y)" = x" * y".

1.4. Exemple des matrices 2 x 2

Une 2 x 2 est un tableau de 4 nombres (pour nous des réels) noté ainsi :
a b
c d)°
Nous allons définir 'opération noté x de deux matrices M = (¢5) et M’ = (% b)) :

Mox M = (a b) 8 (a’ b’) _ (aa’ +bc’ ab’+ bd’)
c d ¢ d ca’+dc’ cb'+dd' )’
Voici comment présenter les calculs, on place M a gauche, M’ au dessus de ce qui va étre le résultat. On calcule un
par un, chacun des termes de M x M’.
Pour le premier terme on prend la colonne située au dessus et la ligne située & gauche : on effectue les produits a x a’
et b x ¢’ qu'on additionne pour obtenir le premier terme du résultat. Méme chose avec le second terme : on prend la

colonne située au dessus, la ligne située a gauche, on fait les produit, on additionne : ab’ + bd’. Idem pour les deux
autres termes.
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a’ b’
¢’ d’
A
ab aa’+bc’ ab’+bd’
c d ca’+dc’ cb’+dd’

Y

alors voici comment poser les calculs (M x M’ & gauche, M’ x M & droite)

1 1 1
2

3 1

2 -1

1)-

0o -1
Remarquez qu'en général M x M’ # M’ x M.

Par exemple si M = (§ 1) et M’ = (}

(s
(2 )(

alors M x M’ = (231 )etM xM=(

[
(20 (2 )

Le d’une matrice M = (‘Cl g) est par définition le nombre réel
detM = ad — bc.
Proposition 1.

Lensemble des matrices 2 x 2 ayant un déterminant non nul, muni de la multiplication des matrices x, forme un
groupe non-commutatif.

Ce groupe est noté (¥¢,, x).

Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire :

Lemme 1.
det(M x M’) =detM - det M’.

Pour la preuve, il suffit de vérifier le calcul : (aa’ + bc’)(cb’ + dd’) — (ab’ + bd’)(ca’ + dc’) = (ad — bc)(a’d’ — b'c’).
Revenons a la preuve de la proposition.
Démonstration.

1. Vérifions la loi de composition interne. Si M, M’ sont des matrices 2 x 2 alors M x M’ aussi. Maintenant si M et
M’ sont de déterminants non nuls alors det(M x M’) = det M - det M’ est aussi non nul. Donc si M, M’ € 9, alors
M xM' € 9,.

2. Pour vérifier que la loi est associative, c’est un peu fastidieux. Pour trois matrices M, M’, M" quelconques il faut
montrer (M x M") x M” =M x (M’ x M"). Faites-le pour vérifier que vous maitrisez le produit de matrices.

3. Existence de I'élément neutre. La I = (0 1) est I'élément neutre pour la multiplication des
: . ab 10y _(abd 10 ab
matrices : eneffet (¢ 3) x (69) = (¢ 3) et (61) < (£4) = (¢4)-
4. Existence de l'inverse. Soit M = (¢ ) une matrice de déterminant non nul alors M~ = —L— (4 ~») est l'inverse

de M : vérifiezque M x M ' =T etque M x M =1.

5. Enfin nous avons déja vu que cette multiplication n’est pas commutative.

Mini-exercices.
1. Montrer que (R, x) est un groupe commutatif.

2. Soit f, , : R — R la fonction définie par x — ax + b. Montrer que 'ensemble # = {f, ;, | a € R*, b € R} muni
de la composition « o » est un groupe non commutatif.

3. (Plus dur) Soit G =]—1,1[. Pour x,y € G on définit x x y = 1):3; Montrer que (G, ) forme un groupe en

(a) montrant que * est une loi de composition interne : x x y € G ; (b) montrant que la loi est associative ; (c)
montrant que 0 est élément neutre ; (d) trouvant l'inverse de x.

Soit (G, x) un groupe quelconque ; x, y, z sont des éléments de G.

4. Montrer que si x x y = x » g alors y = z.
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5. Que vaut (x_l)f1 ?

6. Six™=e, quel est I'inverse de x ?

Matrices :
7. Soient My = (973 ), My =(12), My =(}2). Vérifier que M; x (M, x M3) = (M x M,) x M.
8. Calculer (M; x M,)* et M? x MZ. (Rappel : M*> =M x M)

9. Calculer le déterminant des M; ainsi que leur inverse.

a+a’ b+b’
c+c’ d+d’

10. Montrer que 'ensemble des matrices 2 x 2 muni de I'addition + définie par (¢ %)+ (‘Cl,/ Zﬁ) =(

un groupe commutatif.

) forme

2. Sous-groupes

Montrer qu'un ensemble est un groupe a partir de la définition peut étre assez long. Il existe une autre technique, c’est
de montrer qu'un sous-ensemble d’'un groupe est lui-méme un groupe : c’est la notion de sous-groupe.

2.1. Définition

Soit (G, *) un groupe.

Définition 2.

Une partie H C G est un de Gsi:
e e€H,
e pourtoutx,y € H,onax*y€H,
o pourtout x € H,onax ' €H.

Notez qu'un sous-groupe H est aussi un groupe (H, ) avec la loi induite par celle de G.
Par exemple si x € H alors, pour tout n € Z, nous avons x" € H.

Remarque.

Un critere pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est :
e H contient au moins un élément
o pourtout x,y €H, xxy ! €H.

2.2. Exemples

 (R?, x) est un sous-groupe de (R*, x). En effet :

— 1Ry,

— six,y €R} alors x x y €R,

— six €R? alorsx™' = > €R".

(U, x) est un sous-groupe de (C*, x),ou U= {z € C | |z| = 1}.

e (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

e {e} et G sont les du groupe G.

* L'ensemble # des rotations du plan dont le centre est a I'origine est un sous-groupe du groupe des isométries .#.
L’ensemble des matrices diagonales (g 2) avec a # 0 et d # 0 est un sous-groupe de (¥¢,, x).

2.3. Sous-groupes de Z

Proposition 2.
Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, pour n € Z.

L'ensemble nZ désigne 'ensemble des multiples de n :

nZ={k-n|k€Z}.



GROUPES 3. MORPHISMES DE GROUPES O

Par exemple :
e 27 ={...,—4,—2,0,+2,+4,+6,...} est 'ensemble des entiers pairs,
e 72 ={...,—14,-7,0,+7,+14,+21,...} est 'ensemble des multiples de 7.

Démonstration. Fixons n € Z. Lensemble nZ est un sous-groupe de (Z,+), en effet :
e nZ C 7,
o I’élément neutre O appartient a nZ,
e pour x = kn et y = k’n des éléments de nZ alors x + y = (k + k’)n est aussi un élément de nZ,
« enfin si x = kn est un élément de nZ alors —x = (—k)n est aussi un élément de nZ.

Réciproquement soit H un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0} alors H = 0Z et c’est fini. Sinon H contient au moins un
élément non-nul et positif (puisque tout élément est accompagné de son opposé) et notons

n=min{h>0|h€H}.

Alors n > 0. Comme n € H alors —n € H, 2n = n+n € H, et plus généralement pour k € Z alors kn € H. Ainsi nZ C H.
Nous allons maintenant montrer l'inclusion inverse. Soit h € H. Ecrivons la division euclidienne :

h=kn+r, aveck,reZ et 0<r<n.

Mais h € H et kn € H donc r = h—kn € H. Nous avons un entier r > 0 qui est un élément de H et strictement
plus petit que n. Par la définition de n, nécessairement r = 0. Autrement dit h = kn et donc h € nZ. Conclusion
H =nZ. O

2.4. Sous-groupes engendrés

Soit (G, ) un groupe et E C G un sous-ensemble de G. Le par E est le plus petit sous-groupe
de G contenant E.

Par exemple si E = {2} et le groupe est (R*, x), le sous-groupe engendré par E est H = {2" | n € Z}. Pour le prouver :
il faut montrer que H est un sous-groupe, que 2 € H, et que si H’ est un autre sous-groupe contenant 2 alors H C H'.
Autre exemple avec le groupe (Z,+) : si E; = {2} alors le sous-groupe engendré par E; est H; = 2Z. Si E, = {8,12}
alors Hy = 47 et plus généralement si E = {a, b} alors H = nZ ou n = pged(a, b).

Mini-exercices.

1. Montrer que {2" | n € Z} est un sous-groupe de (R*, x).

2. Montrer que si H et H’ sont deux sous-groupes de (G, ) alors H N H’ est aussi un sous-groupe.
3. Montrer que 5Z U 8Z n’est pas un sous-groupe de (Z,+).
4

. Montrer que 'ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 ayant leurs coefficients dans Z est un sous-groupe
de (¥, x).

5. Trouver le sous-groupe de (Z,+) engendré par {—12, 8, 20}.
3. Morphismes de groupes

3.1. Définition

Définition 3.
Soient (G, *) et (G’,¢) deux groupes. Une application f : G — G’ est un si:

pour tout x,x’ € G flxxx)=f(x)o f(x")

Lexemple que vous connaissez déja est le suivant : soit G le groupe (R, +) et G’ le groupe (R*, x). Soit f : R — R
I'application exponentielle définie par f (x) = exp(x). Nous avons bien

£ +x") = exp(x + x’) = exp(x) x exp(x) = f (x) x f(x).

Et donc f est bien un morphisme de groupes.
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3.2. Propriétés

Proposition 3.

Soit f : G—> G’ un morphisme de groupes alors :
o fleg) =eg,
o pourtout x €G, f(x™ 1) = (f(x))il.

Il faut faire attention a 'ensemble auquel appartiennent les éléments considérés : e; est ’élément neutre de G, eq/
celui de G'. Il n’y a pas de raison qu’ils soient égaux (ils ne sont méme pas dans le méme ensemble). Aussi x ' est
l'inverse de x dans G, alors que ( f (x))f1 est l'inverse de f(x) mais dans G’.

Reprenons 'exemple de la fonction f : R — R* définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien f(0) = 1 : I'élément
neutre de (R, +) a pour image I'élément neutre de (R, x). Pour x € R son inverse dans (R, +) est ici son opposé —x,
alors f(—x) = exp(—x) = —— = ﬁ est bien I'inverse (dans (R, x)) de f(x).

exp(x)

Démonstration.
o f(eg) =f(eg*eg) = f(eg)* f(es), en multipliant (2 droite par exemple) par f(e;)™! on obtient e; = f(eg).
+ Soit x € G alors x » x ! = e donc f(x x x) = f(e;). Cela entraine f(x)¢ f(x~!) = ey, en composant & gauche
par (f(x))fl, nous obtenons f(x™1) = (f(x))fl.
O

Proposition 4.
o Soient deux morphismes de groupes f : G—> G’ et g : G’ —> G”. Alors g o f : G—> G” est un morphisme de
groupes.
o Si f : G—> G’ est un morphisme bijectif alors f ™ : G’ — G est aussi un morphisme de groupes.

Démonstration. La premiére partie est facile. Montrons la deuxiéme : Soit y, y’ € G’. Comme f est bijective, il existe

x,x' € Gtels que f(x) =y et f(x') =y’ Alors f Y (yoy) = fFHf(X) o f(x)) = FHf(x *+x)) = xxx' =
FY(y)* f1(y"). Et donc f ! est un morphisme de G’ vers G. O

Définition 4.
Un morphisme bijectif est un . Deux groupes G, G’ sont s'il existe un morphisme bijectif
f:G—G.

Continuons notre exemple f(x) = exp(x), f : R — R est une application bijective. Sa bijection réciproque
fL: R — R est définie par f ~!(x) = In(x). Par la proposition 4 nous savons que f ! est aussi un morphisme (de
(R*, x) vers (R, +)) donc f ' (x x x") = f7(x) + f~!(x"). Ce qui s'exprime ici par la formule bien connue :

In(x x x) = In(x) + In(x").

Ainsi f est un isomorphisme et les groupes (R, +) et (R, X) sont isomorphes.

3.3. Noyau et image
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Nous définissons deux sous-ensembles importants qui vont étre des
sous-groupes.

Définition 5.
Le de f est

Kerf={x€G|f(x)=eG,}

C’est donc un sous-ensemble de G. En terme d’image réciproque nous avons par définition Ker f = f _1({eG/}).
(Attention, la notation f ! ici désigne I'image réciproque, et ne signifie pas que f est bijective.) Le noyau est donc
I'ensemble des éléments de G qui s’envoient par f sur I'élément neutre de G’.

Définition 6.
r de f est
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I Imf ={f(x)| x €G}

C’est donc un sous-ensemble de G’ et en terme d’image directe nous avons Im f = f(G). Ce sont les éléments de G’
qui ont (au moins) un antécédent par f.

Proposition 5.

Soit f : G—> G’ un morphisme de groupes.

1. Kerf est un sous-groupe de G.

2. Imf est un sous-groupe de G'.

3. f est injectif si et seulement si Ker f = {es}.

4. f est surjectif si et seulement si Im f = G'.

Démonstration.
1. Montrons que le noyau est un sous-groupe de G.
(@) f(eg) =eq donce; €Kerf.
(b) Soient x,x’ € Ker f. Alors f(x*x")=f(x)o f(x')=eg ¢ez =eg etdonc x x x’ €Ker f.
(¢) Soit x €Ker f. Alors f(x™') = f(x) ' =e;' =eg. Etdonc x ! €Kerf.
2. Montrons que I'image est un sous-groupe de G'.
(a) f(eg) =eq donces €Imf.
(b) Soient y,y’ € Imf. Il existe alors x,x’ € G tels que f(x) =y, f(x')=y'. Alors y oy’ = f(x) o f(x) =
flxxx')€Imf.
(0) SoityeImfetxeGtelquey=f(x). Alors y ' =f(x)'=f(x")elmf.

3. Supposons f injective. Soit x € Ker f, alors f (x) = es donc f(x) = f(es) et comme f est injective alors x = eg.
Donc Ker f = {e;}. Réciproquement supposons Ker f = {es}. Soient x,x’ € G tels que f(x) = f(x’) donc
f(x)o (f(x’))_1 =eg, dot f(x)o f(x"1) =es et donc f(x *x"1) = e . Ceci implique que x * x'~* € Ker f.
Comme Ker f = {es} alors x x x'~* = e, et donc x = x’. Ainsi f est injective.

4. C’est clair!

3.4. Exemples

Exemple 1.

1. Soit f : Z — Z définie par f (k) = 3k. (Z, +) est considéré comme ensemble de départ et d’arrivée de l'application.
Alors f est un morphisme du groupe (Z, +) dans lui-méme car f (k + k') = 3(k + k') = 3k + 3k’ = f (k) + f (K').
Calculons le noyau : Ker f = {k € Z | f (k) = 0}. Mais si f (k) = 0 alors 3k = 0 donc k = 0. Ainsi Ker f = {0} est
réduit a 'élément neutre et donc f est injective. Calculons maintenant I'image Im f = {f (k) |k € Z} = {3k | k €
Z} = 37Z. Nous retrouvons que 3Z est un sous-groupe de (Z, +).

Plus généralement si 'on fixe n € Z, n # 0, et que f est définie par f (k) = k - n alors Ker f = {0} et Im f = nZ.

2. Soient les groupes (R,+) et (U,x) (ou U = {z € C | |z| = 1}) et f l'application f : R — U définie par
f(t) =e't. Montrons que f est un morphisme : f(t + t’) = el(t*) = ¢it x it = £(t) x f(¢'). Calculons le noyau
Kerf ={t €R| f(t)=1}. Mais si f(t) = 1 alors e!* = 1 donc t = 0 (mod 27). D’oti Ker f = {2k | k € Z} = 2nZ.
Ainsi f n’est pas injective. 'image de f est U car tout nombre complexe de module 1 s’écrit sous la forme f(t) = e'’.

3. Soient les groupes (¥,, x) et (R*, x) et f : ¥, — R* définie par f(M) = det M. Alors la formule vue plus haut

(lemme 1) det(M x M") = det M x det M’ implique que f est un morphisme de groupes. Ce morphisme est surjectif,
car si t € R* alors det( 9) = t. Ce morphisme n’est pas injectif car par exemple det(§9) =det(§9).

Attention : ne pas confondre les différentes notations avec des puissances —1 : x~ %, f71, f _1({66/}) :
« x~! désigne I'inverse de x dans un groupe (G, x). Cette notation est cohérente avec la notation usuelle si le groupe
est (R*, x) alors x* = 1.

« Pour une application bijective f ! désigne la bijection réciproque.
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« Pour une application quelconque f : E — F, I'image réciproque d’une partie B C F est f (B) = {x €EE|f(x)e
B}, c’est une partie de E. Pour un morphisme f, Ker f = f ’1({eG/}) est donc I'ensemble des x € G tels que leur
image par f soit e;/. Le noyau est défini méme si f n’est pas bijective.

Mini-exercices.

1. Soit f : (Z,+) — (Q*, x) défini par f(n) = 2". Montrer que f est un morphisme de groupes. Déterminer le
noyau de f. f est-elle injective ? surjective ?

2. Mémes questions pour f : (R,+) — (£, o), qui a un réel 6 associe la rotation d’angle 6 de centre l'origine.

3. Soit (G, *) un groupe et f : G —> G l'application définie par f(x) = x2. (Rappel : x? = x » x.) Montrer que si
(G, *) est commutatif alors f est un morphisme. Montrer ensuite la réciproque.

4. Montrer qu'’il n’existe pas de morphisme f : (Z,+) — (Z,+) tel que f(2) =3

5. Montrer que f, g : (R*, x) — (R*, x) définis par f(x) = x2, g(x) = x* sont des morphismes de groupes. Calculer
leurs images et leurs noyaux respectives.

4. Le groupe Z/nZ

4.1. Lensemble et le groupe Z/nZ

Fixons n > 1. Rappelons que Z/nZ est 'ensemble

Z/nZ = {6,T,§,...,n—1}

ol p désigne la classe d’équivalence de p modulo n.
Autrement dit

P=q<p=q (modn)

ouencorep=q<=>lke€Z p=q+kn.
On définit une sur Z/nZ par :

P+q=p+q

i ]

Par exemple dans Z/60Z, on a 31 +46 =31 +46 =77 = 17.

Nous devons montrer que cette addition est bien définie : si p’ =D et q_ =
donc p’ +q’ = p+q (mod n). Donc p’ +q’ = p + q. Donc on a aussi p’ +q’
est indépendante du choix des représentants.

g alors p’ = p (mod n), ¢’ =q (mod n) et
=P +q. Nous avons montré que I'addition

Voici un exemple de la vie courante : considérons seulement les minutes d'une montre ; ces minutes varient de 0 a 59.
Lorsque l'aiguille passe a 60, elle désigne aussi 0 (on ne s’occupe pas des heures). Ainsi de suite : 61 s’écrit aussi 1,
62 s’écrit aussi 2,...Cela correspond donc a 'ensemble Z/60Z. On peut aussi additionner des minutes : 50 minutes
plus 15 minutes font 65 minutes qui s’écrivent aussi 5 minutes. Continuons avec I'écriture dans Z/60Z ., par exemple :
135+50=185=5. . Remarquez que si Pon écrit d’abord 135 = 15 alors 135 + 50 = 15 + 50 = 65 = 5. On pourrait
méme écrire 50 = —10 et donc 135 + 50 = 15— 10 = 5. C’est le fait que I'addition soit bien définie qui _]U.Stlﬁe que l'on
trouve toujours le méme résultat.

Proposition 6.
(Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

C’est facile. Lélément neutre est 0. Lopposé de k est —k = —k = n— k. Lassociativité et la commutativité découlent
de celles de (Z, +).
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4.2. Groupes cycliques de cardinal fini

Définition 7.
Un groupe (G, ) est un groupe s’il existe un élément a € G tel que :

pour tout x € G, il existe k € Z tel que x = a*

Autrement dit le groupe G est engendré par un seul élément a.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe cyclique. En effet il est engendré par a = 1, car tout élément k s’écrit k =
14+1+---1=k-1.

%,_/
k fois

Voici un résultat intéressant : il n’existe, a isomorphisme prées, qu’un seul groupe cyclique a n éléments, c’est Z/nZ :
Théoreme 1.
Si (G, *) un groupe cyclique de cardinal n, alors (G, x) est isomorphe a (Z/nZ,+).

Démonstration. Comme G est cyclique alors G = {...,a7%,a},e,a,a d%,...}. Dans cette écriture il y a de nom-

breuses redondances (car de toute facon G n’a que n éléments). Nous allons montrer qu’en fait

G={ead*...,a"'} etque a"=e.

Tout d’abord I'ensemble {e, a,a,..., a”‘l} est inclus dans G. En plus il a exactement n éléments. En effet si a? = a?
avec0 < q<p <n—1alors a4 =e (avec p—q > 0) et ainsi a? 9" = a? 9 xa = a, a?"9"2? = a2 et alors le groupe G
serait égal a {e,a,a?,...,aP"47!} et n'aurait pas n éléments. Ainsi {e,a,a?,...,a""'} C G et les deux ensembles ont
le méme nombre n d’éléments, donc ils sont égaux.

Montrons maintenant que a" = e. Comme a" € G et que G = {e, a,a?,..., a"_l} alors il existe 0 < p < n—1 tel que

a" = aP. Encore une fois si p > 0 cela entraine a"? = e et donc une contradiction. Ainsi p = 0 donc a” = a® =e.

Nous pouvons maintenant construire 'isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G, *). Soit f : Z/nZ — G lapplication
définie par f (k) = a*.

« Il faut tout d’abord montrer que f est bien définie car notre définition de f dépend du représentant k et pas de
la classe k : si k = k/ (une méme classe définie par deux représentants distincts) alors k =k’ (mod n) et donc il
existe £ € Z tel que k = k’ + £n. Ainsi f (k) = a* = a¥*" = a¥ « a!" = a¥ x (a")! = a¥ xe! = a¥ = f(K’). Ainsi f
est bien définie.

« f est un morphisme de groupes car f (k+ k') = f(k + k') = a*** = ak » ¥ = £ (k) » f (k") (pour tout k, k).

« Il est clair que f est surjective car tout élément de G s'écrit a.

o Comme l'ensemble de départ et celui d’arrivée ont le méme nombre d’éléments et que f est surjective alors f est
bijective.

Conclusion : f est un isomorphisme entre (Z/nZ,+) et (G, *). O

Mini-exercices.

1. Trouver tous les sous-groupes de (Z/127Z,+).

2. Montrer que le produit défini par p x ¢ = p x g est bien défini sur I'ensemble Z/nZ.
3. Dans la preuve du théoréme 1, montrer directement que I'application f est injective.
4

. Montrer que 'ensemble U, = {z eCl|z"= 1} est un sous-groupe de (C*, x). Montrer que U,, est isomorphe a
Z/nZ. Expliciter 'isomorphisme.

5. Montrer que 'ensemble H={(39),(%),(%5 2),(%' %)} est un sous-groupe de (%5, x) ayant 4 éléments.
Montrer que H n’est pas isomorphe a Z/4Z.
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5. Le groupe des permutations &/,

Fixons un entier n > 2.

5.1. Groupe des permutations

Proposition 7.
Lensemble des bijections de {1,2,...,n} dans lui-méme, muni de la composition des fonctions est un groupe, noté
(F50).

Une bijection de {1,2,...,n} (dans lui-méme) s’appelle une . Le groupe (¥, o) S'appelle le
(oule ).

Démonstration.

1. La composition de deux bijections de {1,2,...,n} est une bijection de {1,2,...,n}.

La loi est associative (par I'associativité de la composition des fonctions).

Lélément neutre est I'identité.

> wn

Linverse d’une bijection f est sa bijection réciproque f .

Il s’agit d’'un autre exemple de groupe ayant un nombre fini d’éléments :

Lemme 2.
Le cardinal de &, est n! .

Démonstration. La preuve est simple. Pour I"élément 1, son image appartient a {1,2,...,n} donc nous avons n choix.
Pour I'image de 2, il ne reste plus que n —1 choix (1 et 2 ne doivent pas avoir la méme image car notre application
est une bijection). Ainsi de suite... Pour I'image du dernier élément n il ne reste qu'une possibilité. Au final il y a
nx(n—1)x---x2x1=n! facon de construire des bijections de {1,2,...,n}. O

5.2. Notation et exemples

Décrire une permutation f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} équivaut a donner les images de chaque i allant de 1 a n.
Nous notons donc f par

[ 1 2 - n }
) f@2) - f(n)

1234567
[ 3754612 hf
est la bijection f : {1,2,...,7} — {1,2,...,7} définie par f(1) =3, f(2) =7, f(3) =5, f(4) =4, f(5) =6, f(6)=1,
f(7) = 2. C’est bien une bijection car chaque nombre de 1 a 7 apparait une fois et une seule sur la deuxiéme ligne.

Par exemple la permutation de & notée

Lélément neutre du groupe est I'identité id ; pour & cestdonc [ 12343671

11 est facile de calculer la composition de deux permutations f et g avec cette notation. Si f = [3224567] et

g=[12345%7]alors g o f s'obtient en superposant la permutation f puis g

1234567 1234567

gof=|3754612 fog = 7 1 5 4
2671543

ensuite on élimine la ligne intermédiaire du milieu et donc g o f se note [ 1234357 ]

11 est tout aussi facile de calculer I'inverse d'une permutation : il suffit d’échanger les lignes du haut et du bas et de

réordonner le tableau. Par exemple I'inverse de

f= 12345675f,1
3754612

senote f1=[3754%12] ou plutdt apreés réordonnement [ £ 2345871
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5.3. Le groupe 7

Nous allons étudier en détails le groupe 4 des permutations de {1, 2,3}. Nous savons que #; posséde 3! = 6 éléments
que nous énumérons :
« id=[133] lidentité,
123 | une transposition,
123 ] une deuxiéme transposition,
123
213

a

1=

o« T,= [

¢ Tg= [ ] une troisiéme transposition,

e 0=[43%] uncycle,

e ol = [% ] l'inverse du cycle précédent.
Donc {1d,r1,72,73,0,0 1

Calculons T,00etocoT; :

123 1
— —l1237=— —

Toa—[zsl]_ =7, et Oo7T —[1
1 51 [321] 2 1 3
Ainsi 7, 0 0 = 1, est différent de o o T; = 75, ainsi le groupe & n’est pa:

Lemme 3.
Pour n > 3, le groupe &, n'est pas commutatif.

Nous pouvons calculer la table du groupe %

of || id | T, | o | s | o o1
id T, T, | T3 o o !

Tl id o O-_l Tl o0 = TZ 73

T, o} id o Ty T,

_1 .

Ty o o id T, Ty

o T, | T, o ! id

ot T, T, | T id o

FIGURE 1.1 — Table du groupe %

Comment avons-nous rempli cette table ? Nous avons déja calculé 7,00 =7, et .Comme f oid=f et
idof = f il est facile de remplir la premiére colonne noire ainsi que la premiére ligne noire. Ensuite il faut faire les
calculs!

On retrouve ainsi que % = {id, T1,Tg, T3, O, 0"1} est un groupe : en particulier la composition de deux permutations
de la liste reste une permutation de la liste. On lit aussi sur la table 'inverse de chaque élément, par exemple sur la
ligne de 7, on cherche a quelle colonne on trouve l'identité, c’est la colonne de 7,. Donc I'inverse de 7, est lui-méme.

5.4. Groupe des isométries du triangle

Soit (ABC) un triangle équilatéral. Considérons I'ensemble des isométries du plan qui préservent le triangle, c’est-a-dire
que 'on cherche toutes les isométries f telles que f(A) € {A,B,C}, f(B) € {A,B,C}, f(C) € {A B, C}. On trouve les
1sometr1es su1vantes l'identité id, les réflexions t, t, t3 d’axes 9, 2,, 95, la rotation s d’angle et la rotation s~*
d’angle —5~ (de centre O).
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A
P, P,
B c

D

Proposition 8.
Lensemble des isométries d’'un triangle équilatéral, muni de la composition, forme un groupe. Ce groupe est isomorphe
a (3, 0).

1 1

L'isomorphisme est juste 'application qui a t; associe 7;, a s associe o et a s~ associe o~ .
5.5. Decomposition en cycles
» Nous allons définir ce qu’est un : cest une permutation o qui fixe un certain nombre d’éléments (o (i) =1i) et
dont les éléments non fixés sont obtenus par itération : j,o(j),o2(j),... Cest plus facile & comprendre sur un

exemple :
1 2345678
U_[18352674]
est un cycle : les éléments 1,3,6,7 sont fixes, les autres s’'obtiennent comme itération de 2 : 2 — o(2) =8 —
o(8) =0?(2) =4 — o(4) = 03(2) = 5, ensuite on retrouve 0*(2) = o(5) = 2.
 Nous noterons ce cycle par

(258 4 5)

Il faut comprendre cette notation ainsi : 'image de 2 est 8, I'image de 8 est 4, 'image de 4 est 5, 'image de 5 est 2.
Les éléments qui n’apparaissent pas (ici 1,3, 6, 7) sont fixes. On aurait pu aussi noter ce méme cycle par : (8 4 5 2),
(4528)ou(5284).

« Pour calculer I'inverse on renverse les nombres : 'inverse de 0 = (28 4 5) est 0! = (5 4 8 2).

e Le d’un cycle sont les éléments qui ne sont pas fixes : le support de o est {2,4,5,8}. La (ou
I ) d’un cycle est le nombre d’éléments qui ne sont pas fixes (c’est donc le cardinal du support). Par exemple
(2 8 4 5) est un cycle de longueur 4.

« Autres exemples : o =[1%3%]=(12 3) est un cycle de longueur 3; 7 =[123%]=(2 4) est un cycle de longueur

2, aussi appelé une .
o Parcontre f =[ 1234557 ] nest pas un cycle;; il s'écrit comme la composition de deux cycles f = (1 7)o (3 5 6).

Comme les supports de (1 7) et (3 5 6) sont disjoints alors on a aussi f =(3 5 6)o (1 7).
Ce dernier point fait partie d’'un résultat plus général que nous admettons :

Théoreme 2.
Toute permutation de &, se décompose en composition de cycles a supports disjoints. De plus cette décomposition est
unique.

Pour I'unicité il faut comprendre : unique a I’écriture de chaque cycle pres (exemple : (3 5 6) et (5 6 3) sont le méme
cycle) et a lordre pres (exemple : (1 7)o (356)=(356)0(17)).

Exemple : la décompositionde f =123 #5578 ] en composition de cycle & supports disjoints est (1 5 3)o(4 8)o(6 7).
Attention, si les supports ne sont pas disjoints alors cela ne commute plus : par exemple g = (1 2) o (2 3 4) n’est pas
égale a h =(2 3 4)o (1 2). En effet 'écriture de g en produit de cycle a support disjoint est g = (1 2)0 (23 4) =

[ig%%]z[%ﬁ‘l‘]:(l234)alorsquecelledehesth:(234)o(1 2)=[§%2‘2‘]=(1342).
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Mini-exercices.

1.

Soient f définie par f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4, f(4) =5, f(5) = 1 et g définie par g(1) = 2, g(2) =1,
g(3) =4, g(4) =3, g(5) = 5. Ecrire les permutations f, g, f ', g7}, go f, fog, 2, g% (g o f)*

. Enumérer toutes les permutations de % qui n’ont pas d’éléments fixes. Les écrire ensuite sous forme de

compositions de cycles a supports disjoints.

. Trouver les isométries directes préservant un carré. Dresser la table des compositions et montrer qu’elles forment

un groupe. Montrer que ce groupe est isomorphe a Z/4Z.

. Montrer qu'’il existe un sous-groupe de .% isomorphe a Z/27Z. Méme question avec Z/3Z. Est-ce que % et Z/6Z

sont isomorphes ?

£ puis £20%% ol 20xx est 'année en cours. Mémes questions avec g = [ 1 2

. Décomposer la permutation suivante en produit de cycles & supports disjoints : f =[ 12345 671]. Calculer £2, f2,
4 h
6

=(25)(1243)(12).

Auteurs du chapitre Arnaud Bodin, Benjamin Boutin, Pascal Romon
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