L'espace vectoriel R"

Vidéo WM partie 1. Vecteurs de R"
Vidéo W partie 2. Exemples d’applications linéaires

Vidéo M partie 3. Propriétés des applications linéaires

Ce chapitre est consacré a 'ensemble R" vu comme espace vectoriel. Il peut étre vu de plusieurs fagons :
« un cours minimal sur les espaces vectoriels pour ceux qui n’auraient besoin que de R",
» une introduction avant d’attaquer le cours détaillé sur les espaces vectoriels,
« une source d’exemples a lire en paralléle du cours sur les espaces vectoriels.

1. Vecteurs de R"

1.1. Opérations sur les vecteurs

* L'ensemble des nombres réels R est souvent représenté par une droite. C’est un espace de dimension 1.
e Le plan est formé des couples (2) de nombres réels. Il est noté R2. C’est un espace a deux dimensions.

. . . 7 . 7 xl 7
e L'espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres réels (iz ) 1l est noté R3.
3

X1 . e ; S . . . .
Le symbole (iz) a deux interprétations géométriques : soit comme un point de I'espace (figure de gauche), soit
3

comme un vecteur (figure de droite) :

A A

X1 X1
ol X2 X3
X3 X3

On généralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier positif n =1, 2, 3, 4, ... Les
X1
X3

éléments de I'espace de dimension n sont les n-uples | . | de nombres réels. L'espace de dimension n est noté R".
Xy
X1
X2
Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple | . | dénote aussi bien un point qu'un vecteur de I'espace de dimension n.
x’n
U V1
Uy V2
Soientu=/| . [etv=| . ]deux vecteursde R".

u, v,


http://www.youtube.com/watch?v=8J0pCiBu0vE
http://www.youtube.com/watch?v=xCA2fFei2_U
http://www.youtube.com/watch?v=985k69XyA-c
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Définition 1.

u; +wn
o Somme de deux vecteurs. Leur somme est par définition le vecteur u +v =
u, +v,
Auy
e Produit d’un vecteur par un scalaire. Soit A € R (appelé un scalaire) : A-u= :
Au,

0
Le vecteur nul de R™ est le vecteur 0 = ( : )
0

u; —uy
Lopposé du vecteur u = ( : ) est le vecteur —u = ( : )

Up

—u,

Voici des vecteurs dans R? (ici A =2) :

Dans un premier temps, vous pouvez noter i, ¥, 0 au lieu de u, v, 0. Mais il faudra s’habituer rapidement a la notation
sans fleche. De méme, si A est un scalaire et u un vecteur, on notera souvent Au au lieu de A - u.

Théoréeme 1.
Uy V1 w1
Soientu=( : ), v=(§ )etw=( : )desvecteursdeR" et A,u €R. Alors :

Up Vn Wn

u+v=v+u
u+(v+w)=@u+v)+w
u+0=0+u=u
u+(—u)=0

l-u=u

A-(u-u)=(Au)-u
A-(u+v)=A-u+A-v

©® N S kA LW N o=

A+uw) u=~rA-u+u-u
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Chacune de ces propriétés découle directement de la définition de la somme et de la multiplication par un scalaire.
Ces huit propriétés font de R" un . Dans le cadre général, ce sont ces huit propriétés qui définissent
ce qu’est un espace vectoriel.

1.2. Représentation des vecteurs de R"

Uy

Soit u = ( : ) un vecteur de R". On l'appelle et on considere naturellement u comme une matrice
un

de taille n x 1. Parfois, on rencontre aussi des : on peut voir le vecteur u comme une matrice 1 x n, de

la forme (uy,...,u,). En fait, le vecteur ligne correspondant & u est le transposé u” du vecteur colonne u.
Les opérations de somme et de produit par un scalaire définies ci-dessus pour les vecteurs coincident parfaitement
avec les opérations définies sur les matrices :

Uy 2 u; +v; Uy Auy
ut+tv=\| : [+| : |= et Au=A| ¢ |=
u, v, u, +v, u, Au,
1.3. Produit scalaire
u n
Soient u = ( : ) etv= ( : ) deux vecteurs de R". On définit leur par
Uy v,

(u|v) =uyvy +uyvy + - +u,v,.
C’est un scalaire (un nombre réel). Remarquons que cette définition généralise la notion de produit scalaire dans le
plan R? et dans I'espace R®.
Une autre écriture :
N1
Va
lvy=u"xv=_(u; uy - wuy)x| |

Vn

Soient A = (a;;) une matrice de taille n x p, et B = (b;;) une matrice de taille p x q. Nous savons que 'on peut former

le produit matriciel AB. On obtient une matrice de taille n x q. L'élément d’indice ij de la matrice AB est
ailblj + aizsz +---+ aipbpj .

Remarquons que ceci est aussi le produit matriciel :

(an ajp aip)><
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4

Autrement dit, c’est le produit scalaire du i-eme vecteur ligne de A avec le j-éme vecteur colonne de B. Notons
£, ..., ¢, les vecteurs lignes formant la matrice A, et ¢;, ..., ¢, les vecteurs colonnes formant la matrice B. On a alors

(1 1c1) (€11ca)
(ylcr) (Lylcy)

Ele) (] cs)

Mini-exercices.

(el | Cq)
<€2 | Cq)

(€] c,)

1. Faire un dessin pour chacune des 8 propriétés qui font de R? un espace vectoriel.

2. Faire la méme chose pour R®.

3. Montrer que le produit scalaire vérifie (u | v) = (v |u), (u+v|w)={u|w)+ (v |w), (Au|v) = A{u|v) pour

toutu,v,w e R" et A €RR.

4. Soit u € R". Montrer que (u | u) > 0. Montrer (u | u) = 0 si et seulement si u est le vecteur nul.

2. Exemples d’applications linéaires

Soient

fi:RF—R fo:RF— R

fniRP— R

n fonctions de p variables réelles a valeurs réelles ; chaque f; est une fonction :

fi :]RP_)]R, (xl,XZ,..

On construit une application

fiRF—R"

définie par

flxg,eaes

2.1. Applications linéaires

Définition 2.

S x,) e filxg,..

5 Xp)

x,) = (fl(xl,...,xp),...,fn(xl,...,xp)).

Une application f : R — R" définie par f(xy,...,x,) = (¥1,...,Y,) est dite une si
Y1 ap;xy; + apxy + + ayppX,
Yo ap1Xy + dxpXy + + dyX,
yn = a,ﬂxl + an2X2 + + anpxp .

En notation matricielle, on a

X1 Y1 a;p a2
f X2 Y2 az; da2
xp Yn an1 Ap2

X1

ou encore, si on note X = et A€ M, ,(R) la matrice (a;;),

F(X) =AX.

Autrement dit, une application linéaire R? — R" peut s’écrire X — AX

f.

a, \ [x
ag, || x2

b
np ) \Xp

. La matrice A € M,, ,(R) est appelée la
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Remarque.
e On a toujours f(0,...,0) = (0,...,0). Si on note 0 pour le vecteur nul dans R? et aussi dans R", alors une
application linéaire vérifie toujours f(0) = 0.
e Le nom complet de la matrice A est : la matrice de I'application linéaire f de la base canonique de R? vers la base
canonique de R"!

Exemple 1.

La fonction f : R* — R® définie par
Y1 = —2X1+5X9+2x3—7x,
Yo = 4x1 +2xZ_BX3+BX4
y3 = 7X1_3XZ+9X3

s’exprime sous forme matricielle comme suit :

¥ 2 5 2 -7 il
»l=l4 2 -3 3 X2

-3 0 3
Y3 7 9 X,

Exemple 2.
o Pour l'application linéaire identité R" — R", (xy,...,x,) — (xq,...,X,), sa matrice associée est 'identité I, (car
I,X =X).
* Pour l'application linéaire nulle R? — R", (x1,...,x,) = (0,...,0), sa matrice associée est la matrice nulle 0, ,
(car On,pX =0).

2.2. Exemples d’applications linéaires

Réflexion par rapport a ’axe (Oy)
La fonction
r—zt (7)-(7)
y y
est la réflexion par rapport a I'axe des ordonnées (Oy), et sa matrice est
-1 0 car -1 0\fx\ (—x
0 1 o 1)\y) \y /)

y

y

Réflexion par rapport a ’axe (Ox)

La réflexion par rapport a 'axe des abscisses (Ox) est donnée par la matrice

b 5)
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Réflexion par rapport a la droite (y = x)

La réflexion par rapport a la droite (y = x) est donnée par

e ()-()
£

et sa matrice est

Homothéties

L’homothétie de rapport A centrée a l'origine est :

R2 T2 x Ax
p—w (2)-(1)

On peut donc écrire f () =(29)(3). Alors la matrice de 'homothétie est :

(5 3)
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Remarque.
La translation de vecteur (;‘g) est 'application

e ()L
’ y y Vo Y+

Si C’est une translation de vecteur non nul, c’est-a-dire (ﬁg) # (8), alors ce n’est pas une application linéaire, car

F(8)#(3):

Rotations

Soit f : R2 — R? la rotation d’angle 0, centrée a l'origine.

Si le vecteur (§) fait un angle a avec ’horizontale et que le point (;) est a une distance r de l'origine, alors

rcosa
rsina -

(;:

Si ( ;ﬁ) dénote l'image de (§) par la rotation d’angle 6, on obtient :

/ /
{ ;, donc { x/

y =

rcos(a+0)
rsin(a + 0)

rcosacos® — rsinasinf
rcosasin® + rsinacosf

(ot I'on a appliqué les formules de trigonométrie pour cos(a + 8) et sin(a + 6)).

On aboutit a

xcosO — ysin6
xsin 6 + y cos 0
Autrement dit, la rotation d’angle 0 est donnée par la matrice

cosf® —sinf
sin@ cosfO J°

donc (X
y

"\ _[cos® —sinf)(x
") 7 \sin@ cosB J\y)

7
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Projections orthogonales

N Ve
O R@---------@< =
Y

L'application

X X
e ()-(3)

est la projection orthogonale sur 'axe (Ox). C’est une application linéaire donnée par la matrice
1 0
0 0)
x x
fiR*—R’, y|=|y
Z 0

est la projection orthogonale sur le plan (Oxy) et sa matrice est
1 00

L'application linéaire

0 1 O
0 0 O

De méme, la projection orthogonale sur le plan (Oxz) est donnée par la matrice de gauche ; la projection orthogonale
sur le plan (Oyz) par la matrice de droite :

S O =
o O o
= O O
o O o
O = O
= O O



L’ESPACE VECTORIEL R" 3. PROPRIETES DES APPLICATIONS LINEAIRES 9

Réflexions dans l’espace

L'application
x x
fiR—R, yl|=|y
z —z

est la réflexion par rapport au plan (Oxy). C’est une application linéaire et sa matrice est

1 0 O
01 o
0 0 —1
De méme, les réflexions par rapport aux plans (Oxz) (a gauche) et (Oyz) (a droite) sont données par les matrices :
1 0 O -1 0 O
0 -1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Mini-exercices.

1. Soit A=(1%) et soit f I'application linéaire associée. Calculer et dessiner I'image par f de (), puis () et plus
généralement de (3 ). Dessiner l'image par f du carré de sommets (§) (3) (1) (). Dessiner 'image par f du
cercle inscrit dans ce carré.

. 12-1 o e 1 . . - 1\ (0Y [0

2. Soit A = (g% 0 ) St soit f l'application linéaire associée. Calculer 'image par f de (8), ((1)), ((1)) et plus

généralement de (Z )

3. Ecrire la matrice de la rotation du plan d’angle 7 centrée a l'origine. Idem dans I'espace avec la rotation d’angle
7 d’axe (Ox).

4. Ecrire la matrice de la réflexion du plan par rapport a la droite (y = —x). Idem dans l'espace avec la réflexion
par rapport au plan d’équation (y = —x).

5. Ecrire la matrice de la projection orthogonale de I'espace sur 'axe (Oy).

3. Propriétés des applications linéaires

3.1. Composition d’applications linéaires et produit de matrices

Soient
f:RF—R" et g:RI—RP
deux applications linéaires. Considérons leur composition :
RIS, je LR fog:RI—R".

L'application f o g est une application linéaire. Notons :

o A=Mat(f) € M,, ,(R) la matrice associée a f,

» B =Mat(g) € M, ,(R) la matrice associée a g,

» C =Mat(f o g) € M, 4(R) la matrice associée a f o g.
On a pour un vecteur X € R? :

(f 0 8)00) = f(g(X)) = f(BX) =A(BX) = (AB)X.

Donc la matrice associée a f o g est C = AB.

Autrement dit, la matrice associée a la composition de deux applications linéaires est égale au produit de leurs
matrices :

Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g)

En fait le produit de matrices, qui au premier abord peut sembler bizarre et artificiel, est défini exactement pour
vérifier cette relation.
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Exemple 3.
Soit f : R* — R? la réflexion par rapport 4 la droite (y = x) et soit g : R* — R? la rotation d’angle 6 = 7 (centrée
a l'origine). Les matrices sont

0 1 cos® —sinf 1
A=Mat(f) = (1 0) o B =Mai(g) = (sin@ cos 6 ) - (i 12 )
2 2

w

Voici pour X = ((1,) les images f(X), g(X), fog(X), gof(X):

A‘y
)8 Sy =x)
gX)
gof(X) 2 fogl)
T ,/
3 e
// T
e 3
/ . ,
0 x=(3) X

Alors
0 1 1 _ 4 /3 1
C=Mat(fog)zMat(f)xMat(g):(1 O)X é 12 = i 2‘/5
2 2 2

Notons que si 'on considere la composition g o f alors

1 _3 0 1 B 1
D=Mat(g0f)=Mat(g)xMat(f)=(é 12)X(1 0)2( 12 é)

2 2
Les matrices C = AB et D = BA sont distinctes, ce qui montre que la composition d’applications linéaires, comme la
multiplication des matrices, n’est pas commutative en général.

3.2. Application linéaire bijective et matrice inversible

Théoréme 2.
Une application linéaire f : R™ — R" est bijective si et seulement si sa matrice associée A = Mat(f) € M, (R) est
inversible.

Lapplication f est définie par f(X) =AX. Doncsi f est bijective, alors d’une part f(X) =Y <= X = f1(Y), mais
d’autre part AX =Y <= X =A"'Y. Conséquence : la matrice de f ! est A™L.

Corollaire 1.
Si f est bijective, alors

Mat(f 1) = (Mat(f)) .

Exemple 4.

Soit f : R? — R? la rotation d’angle 6. Alors f~! : R? — R? est la rotation d’angle —6.
Ona

cos 0 —sin 9)

sin 0 cos 6

Mat(f) = (

cos 6 sin 9) _ (cos (-6) —sin(—@))

_ -1
Mat(f ') = (Mat(f)) = (—sin 0 cos6) \sin(—6) cos(—0)
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Exemple 5.

Soit f : R? — R? la projection sur l'axe (Ox). Alors f n’est pas injective. En effet, pour x fixé et tout y € R,
f (f,) = (3). Lapplication f n’est pas non plus surjective : ceci se vérifie aisément car aucun point en-dehors de I'axe
(Ox) n’est dans I'image de f.

La matrice de f est (§ 3); elle nest pas inversible.

La preuve du théoreme 2 est une conséquence directe du théoréme suivant, vu dans le chapitre sur les matrices :

Théoreme 3.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La matrice A est inversible.
0

0

(ii) Le systéme linéaire AX = (: ) a une unique solution X = (: )
0 0

(iii) Pour tout second membre Y, le systéme linéaire AX =Y a une unique solution X.

Voici donc la preuve du théoreme 2.

Démonstration. e SiA estinversible, alors pour tout vecteur Y le systéme AX =Y a une unique solution X, autrement
dit pour tout Y, il existe un unique X tel que f(X) =AX =Y. f est donc bijective.
e Si A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X non nul tel que AX = 0. En conséquence on a X # 0 mais
f(X)=£(0)=0. f n’est pas injective donc pas bijective.
O

3.3. Caractérisation des applications linéaires

Théoreme 4.
Une application f : RP — R" est linéaire si et seulement si pour tous les vecteurs u, v de RP et pour tout scalaire
AER, ona
@ flu+v)=fw+f),
i) f(Au) = Af ().
Dans le cadre général des espaces vectoriels, ce sont ces deux propriétés (i) et (ii) qui définissent une application
linéaire.
Définition 3.
Les vecteurs

; : :
0 0 :
e1=1| . € = e, =1 "
: . ? 0
0 : 1
0
sont appelés les de RP.

La démonstration du théoréme impliquera :
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Corollaire 2.
Soit f : RP — R" une application linéaire, et soient eq, ..., e, les vecteurs de base canonique de RP. Alors la matrice
de f (dans les bases canoniques de R vers R") est donnée par

Mat(f) = (fler) fles) - flep));

autrement dit les vecteurs colonnes de Mat(f) sont les images par f des vecteurs de la base canonique (e, ..., e,).

Exemple 6.

Considérons I'application linéaire f : R* — R* définie par
Y1 o= 2x; +x3 X3
Yo = —Xp —4x
y3 = 5X1 +XZ +X3
Y4 = 3x,  +2x5.

Calculons les images des vecteurs de la base canonique (é), (g), (5) :

1 2 0 1 0 1
1 — 0
o= s L= 14 o=
1
0 0 0 3 2
Donc la matrice de f est :
2 1 -1
1 -4 O
Mat(f) = 5 1 1
0 3 2

Exemple 7.
Soit f : R* — R? la réflexion par rapport a la droite (y = x) et soit g la rotation du plan d’angle £ centrée 4 l'origine.
Calculons la matrice de 'application f o g. La base canonique de R? est formée des vecteurs (3) et ((1))

res(o)=(1)-(2) 7+()-r(2)-(3)

Donc la matrice de f o g est :
V3
2
1
2

Démonstration. Supposons f : RP — R" linéaire, et soit A sa matrice. On a f (u+v) = A(u+v) = Au+Av = f (u)+f (v)
et f(Au) =A(Au) = AAu = Af (u).

Réciproquement, soit f : RP — R" une application qui vérifie (i) et (ii). Nous devons construire une matrice A
telle que f(u) = Au. Notons d’abord que (i) implique que f(v; + vy, + - +v,.) = f(v;) + f(v5) +--- + f(v,). Notons
(e1,-.-,e,) les vecteurs de la base canonique de R”.

Soit A la matrice n x p dont les colonnes sont

fle1), flez), ..., f(ep)

Sl

Mat(f) = (

wfGret=

Voici la preuve du théoreme 4.

X1
X2

Pour X=| ., |eR? alors X =x1e1+ X285+ -+ Xpe,



L’ESPACE VECTORIEL R" 3. PROPRIETES DES APPLICATIONS LINFAIRES 13

et donc
AX = A(xie; +xze,+-:-+Xxpe,)

Axie; +Ax ey + -0+ Ax e,

X1Ae; + xAey + - + X Ae,

x1f (e1) + Xaf () +++++ %, £ (e)

fxre) + f(xaen) + -+ + f(xpe,)

= flxie +x0e0+ -+ xpe,) = f(X).

On a alors f(X) =AX, et f est bien une application linéaire (de matrice A). O

Mini-exercices.

1. Soit f la réflexion du plan par rapport a 'axe (Ox) et soit g la rotation d’angle %’T centrée a l'origine. Calculer la
matrice de f o g de deux facons différentes (produit de matrices et image de la base canonique). Cette matrice
est-elle inversible ? Si oui, calculer I'inverse. Interprétation géométrique. Méme question avec g o f.

2. Soit f la projection orthogonale de I'espace sur le plan (Oxz) et soit g la rotation d’angle 5 d’axe (Oy). Calculer
la matrice de f o g de deux facons différentes (produit de matrices et image de la base canonique). Cette matrice
est-elle inversible ? Si oui, calculer I'inverse. Interprétation géométrique. Méme question avec g o f.

Auteurs du chapitre
« D’aprés un cours de Eva Bayer-Fluckiger, Philippe Chabloz, Lara Thomas de ’Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne,
o révisé et reformaté par Arnaud Bodin, relu par Vianney Combet.
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